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RESUMEN

Las técnicas de Dindmica de fluidos computacional o mejor conocidas como las técnicas
CFD con sus siglas en inglés (Computational Fluid Dynamics), son ampliamente usadas para
aproximar el comportamiento de un flujo, encontrando la solucion local de las ecuaciones
de Navier-Stokes utilizando técnicas computacionales. Segin Malalasekera, H K Versteeg
(2007, pagina 1) se define el CED como el andlisis de sistemas que envuelven flujos de fluidos,
transferencia de calor y fendmenos asociados usando técnicas computacionales. Actualmente,
gracias al desarrollo de la computacion, se ha logrado varios avances en esta rama de la
Mecéanica de fluidos, teniendo muchas aplicaciones en la Ingenieria civil para el diseno
de puentes, edificios y estructuras expuestas a cargas debido a flujos externos (Gonzalez
Gutierrez, 2001; Sanches, 2004; Bozorgnia & Lee, 2012), en la Ingenieria marina y costera se
utiliza para simular y modelar mareas y su efecto en las estructuras costeras (Diaz-Carrasco,
Croquer, Tamimi, Lacey & Poncet, 2021), en la Ingenieria mecénica se usa para modelar
piezas de una turbina (Rai, 1989), asi de la misma manera o de forma similar para muchas
otras ciencias. Este caso de estudio se ha enfocado en el anélisis hidraulico de un sistema
de tuberias con un flujo por gravedad (Uso, tanque elevado como fuente de abastecimiento,
represa de abastecimiento de agua potable, son algunos ejemplos). El anélisis se ha orientado
a encontrar los esfuerzos resultantes del flujo a través de los sistemas hidraulicos y a partir
de la informacién obtenida, proponer un disenio apropiado, esto usando las técnicas CFD
apropiadas para resolver las ecuaciones diferenciales del modelo fisico propuesto para el
problema. Para ello se definié primero los fundamentos de la Dinamica de los fluidos y se
reviso la literatura con los ultimos enfoques adaptativos para resolver las ecuaciones de
Navier-Stokes, con este fin, se propuso un modelo tedrico con la forma asintética de las
ecuaciones de Navier-Stokes que mas se ajusté al problema de transporte en cuestién y luego
se propuso un ensamble donde se pueda usar los métodos computacionales mas apropiados

para obtener una simulacién a un bajo costo computacional.



ABSTRACT

The Computational Fluid Dynamics techniques or better known as the CFD techniques
with its acronym in English (Computational Fluid Dynamics), are widely used to approximate
the behavior of a flow, finding the local solution of the Navier-Stokes equations using
computational techniques. According to Malalasekera, H K Versteeg (2007, page 1), CFD is
defined as the analysis of systems involving fluid flows, heat transfer and associated phenomena
using computational techniques. Currently, thanks to the development of computation, several
advances have been made in this branch of Fluid Mechanics, having many applications in
Civil Engineering for the design of bridges, buildings, and structures exposed to loads due to
external flows (Gonzalez Gutierrez, 2001; Sanches, 2004; Bozorgnia & Lee, 2012), in Marine
and Coastal Engineering it is used to simulate and model tides and their effect on coastal
structures (Diaz-Carrasco y col., 2021), in Mechanical Engineering it is used to model turbine
parts (Rai, 1989), among other sciences. This case study focuses on the hydraulic analysis of
a piping system with a gravity flow. (Use Elevated tank as source of supply, Dam for drinking
water supply are some examples). The analysis will be oriented to find the efforts resulting
from the flow through the hydraulic systems and from the information obtained propose
an appropriate design, this using the appropriate CFD techniques to solve the differential
equations of the physical model proposed for the trouble. The foundations of fluid dynamics
were defined first, and the literature was reviewed with the latest adaptive approaches to
solve the Navier-Stokes equations, this in order to propose a theoretical model where the form
of the equations of Navier-Stokes that best suits the transportation problem to be solved
and then use the most appropriate computational methods to obtain a simulation at a low

computational cost.
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1. INTRODUCCION

1.1 Justificacién del trabajo

Los problemas de Hidraulica al igual que muchos problemas del sector industrial, tienen
muchas limitantes de disefio, muchas veces encontrar una solucién analitica no es posible
debido a las caracteristicas intrinsecas del problema en cuestion, por eso la necesidad de
simular numéricamente el problema es una opcién viable en el proceso de diseno. Muchos
autores dan énfasis a este aspecto, por ejemplo, C. Pozrikidis (2017) menciona en el prefacio

de su libro:

“ El facil acceso a las computadoras ha definido una nueva era en la enserianza y el aprendizaje. La
oportunidad ampliar la materia de los planes de estudio tradicionales de ciencia e ingenieria al dmbito de la
informdtica cientifica se ha vuelto no solo deseable, sino también necesaria. Gracias a la portabilidad y bajos
costos operativos y generales, la experimentacion mediante simulacion numérica se ha convertido un sustituto

viable, y ocasionalmente la unica alternativa, a la experimentacion fisica.”. (C. Pozrikidis, 2017, pagina xvii)

Llevar a cabo un desarrollo experimental puede ser muy costoso muchas veces y no del
todo practico. Los conocimientos tedricos sobre el uso de técnicas CFD para el analisis y
diseno de redes hidraulicas con flujos por gravedad puede dar la oportunidad de mejorar
la facilidad en el desarrollo de los disenos, sin olvidar que estas técnicas todavia no estan
perfeccionadas en su totalidad. Sobre este detalle se puede leer en el prefacio del libro de
Laurendeau and F Kafyeke E and Tuncer Cebeci y P.Shao (2005) lo siguiente acerca de los

costos de disefio:

“... Debe reconocerse que tanto el proceso experimental como el uso de técnicas CFD requieren recursos.
El costo de los experimentos en algunos casos puede ser prohibitivo, como, por ejemplo, con extensas pruebas

de vuelo de aviones, pruebas a gran escala de una turbina de gas, o pruebas destructivas de componentes



costosos. En esos casos, puede ser posible reducir el numero de pruebas experimentales usando CFD, ya
que solo se requiere un numero relativamente pequeno de experimentos para verificar la precision de los
resultados numéricos. Por supuesto, el costo de obtener informacion precisa Las soluciones numéricas de
ecuaciones diferenciales también pueden ser grandes para un complejo flujo, pero todavia son generalmente
mucho menores que el costo de los experimentos adicionales, que de otro modo seria necesario...”. (Laurendeau

and F Kafyeke E and Tuncer Cebeci & P.Shao, 2005, pagina vi)

1.2 Necesidades relacionadas

En el entorno de trabajo actual en el campo de la Hidrdulica estan presentes varios puntos
que permiten dar respuesta a las necesidades de investigacion relacionadas con el estudio del
uso de técnicas CFD aplicadas al disefio de redes hidraulicas y desarrollo de la investigacién
en el ambito de grado y posgrado dentro de la facultad de Ciencias e Ingenieria de la UNAH,

necesidades entre las cuales se describen las siguientes:

1. La Mecéanica de fluidos computacional es una ciencia que ofrece muchas oportunidades
para la investigaciéon en muchos campos de la ciencia e ingenieria, de hecho se invita
a muchos investigadores jovenes a resolver uno de los problemas del milenio mas
importante de todos los tiempos: la existencia de una solucién analitica (continua y
suave) para las ecuaciones de Navier-Stokes en tres dimensiones. Una explicaciéon sobre

este problema se puede encontrar en el articulo escrito por Mora (2017, pagina 70).

2. Disminuir los costos de diseno es imprescindible en un proyecto, por eso el correcto uso
de software con técnicas CFD se ha vuelto parte importante en la formacién actual de
los ingenieros en fluidos. Se debe promover la creaciéon de nuevos enfoques y técnicas
para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes con un bajo costo computacional, sobre el
costo computacional se puede leer en el articulo escrito por Hoffman y Johnson (2006)

1

lo siguiente: “.. Entonces, la pregunta clave se convierte en el costo computacional. ;EIl

método adaptativo producird un resultado confiable a un costo minimo?, y la principal



prequnta restante es entonces: ;Cudl es el costo? En particular, podemos ;Calcular
flujos turbulentos de nimeros de Reynolds altos en una PC?...” (Hoffman & Johnson,

2006, pagina 1710)

. Es necesario promover la Fisica computacional a través de coloquios y congresos de
investigacion. La falta de profesionales preparados, capacitados y entrenados para
realizar estudios utilizando técnicas CFD para disenar redes hidraulicas causa un
estancamiento en el progreso y desarrollo de la industria y la investigacion en este
campo, ya que no es posible disenar usando nuevos controles y tecnologias basadas
en técnicas computacionales, la demanda del uso de técnicas CFD es mucha en la
actualidad. Sobre la necesidad de aprender técnicas CFD se puede leer lo siguiente en el
libro de Ferziger, H y Peric (2002): “.. Hay muchos paquetes de software disponibles para
resolver problemas de flujo de fluidos; miles de ingenieros los utilizan en una amplia
gama de industrias y dreas de investigacion. El mercado estd creciendo aparentemente
a un ritmo de alrededor del 15% cada ano. Los cédigos CFD se aceptan hoy en dia
como herramientas de diseno en muchos industrias y se utilizan no solo para resolver
problemas, sino también para ayudar en el diseno y optimizando diversos productos y

como vehiculo de investigacion...”(Ferziger y col., 2002, pagina v)

. La necesidad de mejorar los disenos de redes de flujos para mejorar la eficacia de los
procesos de transporte de fluidos. Segun Fletcher (1998, pagina 2), pueden identificarse

algunas ventajas en el uso de técnicas CFD para el disefio de redes de flujo:

= El implemento de técnicas CFD reduce considerablemente el tiempo de diseno.

= Las simulaciones con técnicas CFD pueden llevarse a cabo con situaciones que son

irreproducibles en un experimento.

» Las simulaciones con técnicas CFD aportan informaciéon mas detallada sobre el

fenomeno de transporte en cuestion.



= Transportar el fluido reduciendo pérdidas, en nuestro caso el agua debe transpor-

tarse reduciendo en el menor posible pérdidas de cualquier tipo.

» Ser reduce el costo de disenio enormemente.

5. Una necesidad en el diseno es que debe contemplar la naturaleza real del flujo y ser capaz
de cumplir cualquier requerimiento industrial 6 técnico, es decir que debe contemplar las
normas técnicas de diseno vigentes. El uso de técnicas CFD permite tener la oportunidad

de crear varias opciones de diseno a un mismo problema.

6. La necesidad de ahondar en el fundamento tedrico es esencial para el uso de técnicas
CFD y resolver problemas de transporte de fluidos, esto dara el conocimiento tedrico
sobre como resolver las ecuaciones de Navier-Stokes dard un mejor entendimiento de los
fendmenos de transporte asociados a la Hidraulica. El ingeniero de fluidos podra disenar
de una manera muy aproximada, problemas de transporte simulando el movimiento del

flujo en tiempo real haciendo uso de software y técnicas CFD.

7. Es necesario introducir la Fisica computacional aplicada a los sectores de la Industria,
Construccion e Ingenieria en general, ya que existe muy poco entendimiento 6 una

carencia casi absoluta en estas herramientas computacionales.

1.3 Objetivos

Crear una simulacién generada con técnicas CFD para disenar un sistema de tuberias

canales y vertederos con un flujo incompresible de gran caudal bajo la accién de la gravedad.

Objetivos especificos

- Formular correctamente el modelo fisico del problema de transporte con sus relaciones

constitutivas y condiciones de frontera.



- Identificar las técnicas CFD apropiadas para diferentes problemas y condiciones de

frontera.

- Obtener los campos de velocidades, aceleraciones y vorticidades a través de la simulacion

del flujo usando técnicas CFD.

- Usar técnicas CFD para calcular las solicitaciones y parametros de diseno de redes

hidraulicas.

- Encontrar las limitantes e irregularidades de usar técnicas CFD al resolver problemas

de Hidraulica.

1.4 Hipodtesis

En la actualidad la demanda de uso de técnicas computacionales viene en aumento y
la necesidad de agilizar el proceso de generar disefios que puedan dar solucién a muchos
problemas que involucren el transporte de fluidos resulta imprescindible. Sobre esta necesidad

menciona Yeoh, Liu, Tu y Timchenko (2011a) lo siguiente:

“...El dominio de CFD en el manejo de problemas industriales complejos de flujo y calor es

cada vez mds importante..” (Yeoh y col., 2011a, pagina x)

Uno de los problemas mas frecuentes y que es de mucha importancia en los problemas con
fendmenos de transporte es la solucion de las ecuaciones de Navier-Stokes y el campo de la
Hidraulica no es la excepcion. Segin Piechota, Synowiec, Andruszkiewicz y Wedrychowicz
(2018) como ejemplo del CFD aplicado a la Hidraulica, donde en su trabajo simulan el flujo de
un fluido turbulento a través de una tuberia con codos a 90 grados, el objetivo era encontrar
un modelo de turbulencia adecuado que simule el flujo a través del sistema de tuberias con el

accesorio mencionado, el autor Piechota y col. (2018) mencionan:



“...La eleccion del modelo de turbulencia y el establecimiento de las condiciones de contorno
en la entrada a la tuberia fue crucial para recrear el comportamiento del fluido en el flujo real

durante las mediciones..” (Piechota y col., 2018, pagina 415)

Para ello es necesario comprender muy a fondo el modelo fisico detras del fenémeno de
transporte que se quiere estudiar para poder implementar correctamente las técnicas CFD,

para lo cual (Yeoh y col., 2011a, pagina xv) sugiere mucho entrenamiento.

Las preguntas que cualquier fisico 6 ingeniero de fluidos se haria para resolver un problema

de transporte son las siguientes:
= ; Cudl es el modelo fisico mas apropiado para modelar flujos?

= ; Qué debe considerarse en el modelo fisico para disenar un flujo a través de un sistema

de tuberias?

s ;Cudl es el método de solucion mas apropiado para resolver las ecuaciones diferenciales

del modelo propuesto?
= ;Es posible estimar el error y costo computacional en una simulacion?

= ;Se puede reducir el costo computacional y mejorar la proyeccion de la simulacion

obtenida?

= ; Qué resultados podria tener la comparacion entre una simulacién computacional y las

evidencias experimentales?

En la Dindmica computacional de fluidos, la clave para resolver cualquier problema de
transporte es el modelo fisico es decir, las ecuaciones diferenciales que definen el sistema con
sus condiciones de frontera y el método numérico a implementar para encontrar la solucién.
Por ejemplo, el modelamiento de problemas de Hidraulica haciendo uso de las técnicas CFD
puede ser muy dificil si no se tiene claridad de como funciona un sistema, otra situacién

puede ser que el enfoque adaptativo para resolver el problema tenga un costo computacional



muy alto afectando la precisién de los resultados. Sobre este aspecto Giraldo (2017) menciona

en su trabajo:

“...Las principales desventajas que tiene la simulacion de fluidos son, que requiere
computadoras de gran memoria con procesadores de frecuencia elevada, y es fundamental
tener conocimientos avanzados tanto en dindmica de fluidos como en métodos numéricos

para lograr resultados razonables y fiables..” (Giraldo, 2017, pagina 1)

En el campo de la Hidraulica se llevan a cabo obras que involucran el transporte de flujos,
ya sea sobre un canal o una tuberia bajo presién, también disenio de tanques como reservorio
de algtun fluido y vertederos de distintas geometrias para usos varios. En todos estos disefios
se debe modelar corréctamenta las ecuaciones de Navier-Stokes.

Un sistema en particular en el cual se puede indagar es aquel que involucra un sistema de
tanque-tuberia-vertedero. Una situaciéon donde se puede ver este sistema es por ejemplo la
construccion de un ramal de tuberia que transportara un flujo desde un reservorio remoto
hacia un vertedero donde se llevara a cabo algin procedimiento en particular, se puede citar
el trabajo de C. Wang, Nilsson, Yang y Petit (2017, ver pdgina 13), donde ellos proponen una
combinacion de métodos en 1-D y 3-D para simular el sistema mencionado anteriormente.
Para esto se debe modelar el flujo a través de este sistema, proponiendo un modelo tedrico
sobre el régimen de flujo y su comportamiento a través del sistema. Esto debe hacerse tomando
en consideracion todas las particularidades del problema en cuestion, sobre esto Malalasekera,

H K Versteeg (2007) sefialan:

“...Para tomar las decisiones correctas se requieren buenas habilidades de modelado, porque en
todos los problemas, excepto en los mds simples, necesitamos hacer suposiciones para reducir

la complejidad a un nivel manejable..” (Malalasekera, H K Versteeg, 2007, paginas 4 a la 6)



El modelo tedrico deberia contemplar:

» La forma asintética mas correcta o adecuada de las ecuaciones de Navier-Stokes para el

sistema propuesto. El modelo fisico que mas se adhiere a la realidad del sistema.

= El enfoque adaptativo mas conveniente para resolver las ecuaciones diferenciales pro-

puestas en el modelo con sus condiciones de frontera.

= Determinar si el enfoque propuesto es viable, es decir, si su costo computacional es

minimo y si se pueda llegar a establecer una prediccion correcta del flujo.

= A partir del modelo, proponer un diseno es decir, tuberias con didmetros y espesores,
accesorios u otras necesidades partiendo de los esfuerzos e informaciéon obtenida de la

simulacién numérica, tomando en cuenta normas técnicas de diseno.

Ademés de C. Wang y col. (2017), existen otros autores que trabajaron en algo similar.

Algunos modelos tedéricos recientes en distintas areas han sido los siguientes:

= Se han utilizado técnicas CFD en el diseno de alcantarillado de aguas lluvia, se puede
citar el trabajo de Celeita (2016, pagina 26 a la 28), donde en su trabajo se menciona

el uso del método de diferencias finitas y voltimenes finitos.

= En la industria muchas veces se disenan tuberias y tanques para transportar y almacenar
fluidos que presentan cambios de fase o combinacién/mezcla de fluidos heterogéneos
durante su movimiento, estos flujos son llamados flujos multifisicos, ejemplo de esto se

observa en el trabajo de Gidaspow, Li y Huang (2013).

» Es importante revisar los esfuerzos en las juntas de las redes de flujo, como ejemplo
de esto se puede citar el trabajo de Athulya y Miji Cherian (2016, P4gina 330). En
su trabajo se muestra el disefio de una junta en Tee para una red que transporta un
flujo multifasico, el autor apoyd sus resultados usando ANSYS Fluent como software

de apoyo para su disefio.



» En la industria se manejan fluidos muy viscosos (“Slurry Flows” en inglés) y las fuerzas
internas de estos fluidos son considerables, por lo tanto, en el diseno de los tramos
de tuberia debe considerarse los esfuerzos en la capa limite, ejemplo de esto se ve en
el trabajo de Zambrano, Sigalotti, Klapp, Pena-Polo y Bencomo (2017, Paginas 13 a
la 17), usan técnicas CFD para medir la caida de presion en los tramos de tuberia
haciendo uso del programa FLUENT 6.3 como apoyo, también afiade detalles sobre un

experimento realizado para verificar sus resultados obtenidos en la simulacion.

= Kl uso de técnicas CFD en la Industria quimica y petrolera son usadas para simular
procedimientos y técnicas de desplazamiento de flujos con fluidos diferentes, esto ya
sea porque se necesita la total remocién de alguno de los fluidos en el tratamiento
de algin producto(limpieza del ducto después del tratamiento), ejemplo de esto se ve
en la simulacién de un flujo en una tuberia inclinada a cierto angulo que transporta
agua y aceite, estd realizada por Zheng, Zhang, Jiang y Guo (2017, Pagina 664). En la
simulacion se observa que la geometria del problema afecta el comportamiento del flujo

en la tuberfa, la simulacién fue llevada a cabo usando ANSYS como software de apoyo.

Este sistema de tanque-tuberia-vertedero es muy visto y bastante comun en obras hidrauli-
cas. Estudiar este sistema bajo la accién de grandes caudales resulta interesante y se propondra
un diseno para una pieza localizada en un ramal de tuberia que tendra por funcién abas-
tecer una turbina desde un reservorio remoto, este puede ser una represa. Se indagara en
las solicitudes de carga para la infraestructura que soportara el sistema de tuberias para
grandes caudales, la carga viva que esta estructura soportara es la carga hidraulica debido al

movimiento del flujo, se encontrara el modelo mas apropiado usando técnicas CFD.



1.5 Descripcion del objeto de estudio y contexto de la investigacion

Uno de los objetivos principales seria simular los distintos flujos que pueden encontrarse en
una represa hidroeléctrica, por ejemplo (El sistema hidrdulico puede encontrarse en cualquier
situacion donde el objetivo sea transportar agua, pero para dar contexto a la investigacion,

se ha elegido una represa), se puede mencionar los siguientes:

1. Simular un flujo por gravedad como ser la caida de agua de un vertedero.
2. Simular la tuberia de alimentacion hacia una turbina

3. Simular un canal de drenaje para control de una represa.

Se mostrara mayor importancia a tuberias con transiente de presion, ya que son estas
piezas las que posiblemente sean méas afectadas por los esfuerzos producidos por el flujo en
movimiento dentro de la tuberia. Se podria proponer un reductor de diametro de tuberias

como se aprecia en el siguiente detalle constructivo:

DUCTOR
DE DIAMETRO

=== = — ,

“E_?:? el

Figure 1.1. Detalle constructivo del corte transversal de la pieza que se quiere disenar en
tramo o conducto que conduce el flujo en una represa.
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2. MARCO TEORICO

2.1 Introduccion

El Computational Fluid Dynamics (CFD) en sus inicios fue de gran interés para la
Aerondautica y la Astronautica, pero poco a poco muchos otros campos, como la Mecanica
industrial y manufacturera, fue introduciendo la aplicacién de técnicas CFD para resolver
problemas que involucraban fluidos (Tu, Yeoh & Liu, 2018), no solo para problemas de
Hidrdulica, también para simular flujos de magma en calderas (Duran, 2000). Se puede definir
el CFD cémo el conjunto de técnicas numéricas y computacionales implementadas para
simular un fluido en movimiento. Puede utilizarse como herramienta de diseno, instrumento

de investigacién, o como instrumento didactico.

Dindmica

INGENIERIA CIENCIAS Solucion
DE DE LA Analftica
FLUIDOS COMPUTACION experimental

Computational
Fluid
Dynamics
(CFD)

Dinadmica
de
fluidos
computacional

Figure 2.1. La Dinamica de fluidos computacional, involucra la Mecénica de fluidos, Ciencias
de la Computacién y Mateméaticas (Tu, Yeoh & Liu, 2018, pdgina 2)

Se empezara caracterizando los distintos tipos de flujos y de transporte de materia, esto
es primordial y bésico en la Mecanica de fluidos y Termodinamica. Los fenémenos fisicos de
transporte, como ser la transferencia de materia de un lugar a otro, puede suceder de tres

formas:
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s Advectivo: La dindmica del flujo de alguna propiedad es definida por su velocidad y las
propiedades se transfieren de forma espacial en el fluido, por ejemplo la presién de un

flujo a lo largo de una tuberia. El Operador Advectivo V - V estd dado por:

0 0

0
VeV = Voo + Vg + Veg

- (2.1)

Donde V,, V,, y V. son las componentes de la velocidad V. El flujo advectivo jaq4y queda

definido como:

Jadv = Ve (2.2)

Donde ¢ representa la propiedad que se transfiere y que es proporcional a la velocidad

V.

» Difusiva: En un flujo molecular, la dindmica del flujo es determinada por el compor-
tamiento de las moléculas, por ejemplo la temperatura del fluido incrementa debido
al aumento de velocidad de las moléculas dentro del fluido o la viscosidad incrementa
debido a la estructura molecular del fluido (R. Byron Bird, Warren E. Stewart, 2002,

pagina 11). Un flujo difusivo jgqir puede expresarse como:
jaig = —DVe (2.3)

Esta ultima ecuacién es llamada la Ley de Ficks, que establece que el flujo es proporcional

al gradiente de concentraciéon Ve y D es una constante.

» Convectiva: La dindmica del flujo es global, es el movimiento de un conjunto de moléculas,
el movimiento del fluido como un todo (R. Byron Bird, Warren E. Stewart, 2002, pagina
34), es decir que las propiedades que transfiere el fluido no dependen del movimiento
interno de las moléculas, por ejemplo la masa se transfiere a través de una tuberia

independientemente de la velocidad que tengan las moléculas internamente, puede ser
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de orden laminar o turbulento. La Ecuacion de Conveccion-Difusion se escribe como:

80_

a_V.(Dvc)—v-(Vc)—I—R (2.4)

Donde V - (DVe) es el término difusivo, V - (V) es el término advectivo y R representa

las fuentes de origen de la propiedad c.

Para el correcto uso de técnicas CFD se necesita tener un entendimiento perfecto del
modelo fisico propuesto hasta el momento para un fluido en movimiento. Se estudiara toda
la terminologia técnica en Mecanica de fluidos aplicada a flujos internos, que es en esencia el
problema a resolver en este proyecto de investigacién. Sobre esto se puede leer en el libro de

Zikanov (2010):

“..Dos factores clave que contribuyen al éxito en la aplicacion de dichos cédigos: (1)
Comprension de los aspectos fisicos y de ingenieria del proceso analizado; y (2) Capacidad
para realizar el andlisis CFD correctamente, de una manera que garantice un andlisis preciso
y una solucion eficiente...” (Zikanov, 2010, pagina xv). Primero se definird los conceptos de

fluido, densidad y viscosidad.

13



2.2 Fundamentos de la Dindmica de fluidos usados en CFD

Un fluido se define como una sustancia que cambia su forma continuamente siempre
que esté sometida a un esfuerzo cortante, sin importar que tan pequeno sea (Shames, 1996,
pagina 3). Los fluidos son denominados incompresibles cuando su densidad es constante,
por ejemplo los liquidos. Cuando la densidad no es constante, los fluidos son denominados
compresibles, como ser los gases (R. Byron Bird, Warren E. Stewart, 2002, pagina 19). A
partir de este concepto nace lo que se conoce como la ley de viscosidad de Newton, que se

explica a continuacion.

Dentro de las propiedades macroscopicas de los fluidos se tiene la densidad p y la viscosidad
1, donde la viscosidad es el efecto indirecto de las moléculas o estructura interna del fluido a
causa de su movimiento, estas fuerzas internas son llamadas fuerzas inerciales (Ferziger y col.,
2002, pagina 1). La viscosidad se define como la proporcién entre los esfuerzos cortantes
superficiales y la tasa de deformacién que experimenta el fluido durante su movimiento (C.

Pozrikidis, 2017, pagina 211).

Un flujo bien ordenado (también llamado fluido newtoniano) es aquel cuyas particulas
se mueven en lineas rectas paralelas y el esfuerzo cortante 7 sobre una interfaz tangente a
la direcciéon del flujo es proporcional a la tasa de cambio de la velocidad con respecto a la
distancia, donde la diferenciacién se toma en una direcciéon normal a la interfaz (Shames,

1996, pagina 10). Esto se establece mateméticamente como:

oV
2.5
TS (2.5)
Donde 7 es el esfuerzo cortante, %—X es la derivada direccional de la velocidad V con

respecto al vector normal a la interfaz fi. Con esta expresion se introduce la siguiente
constante de proporcionalidad u, que se conoce como coeficiente de viscosidad, el cual

puede obtenerse de forma experimental. dejando la expresién (2.5) como sigue:
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oV

La ecuacién (2.6) es la ley de viscosidad de Newton para un flujo unidimensional. Existe
una ley de viscosidad més general llamada la ley de viscosidad de Stokes (Shames, 1996,
pagina 398) que se aplica a fluidos newtonianos considerablemente mas generales, la cual
converge a la ley mostrada en (2.6) cuando el flujo es paralelo en una dimensién. Las siguientes

ecuaciones se cumplen para cualquier fluido newtoniano:

Tow = —P + Cri€ge + Craeyy + Cise, + Cracyy + Cisey. + Crpegs
Tyy = —P + Co1655 + Craeyy + Cozey + Coueqy + Cosey + Copeys
Toz = =P+ Cs1640 + Csa6yy + Csze; + Capegy + Csseyn + Cageys
Toy = COn€aa + Caaeyy + Cuge, + Cuyeqpy + Cusey, + Cupey
Tyz = Cs1€z0 + Csa€yy + Cszess + Cspery + Csseys + Csgeys

Toz = C31640 + Oy + Csgez, + Csyegy + Css6y. + Cspeys

Donde p es la presion, Ty, Tays TazsTyys Tyz> Tyzs Tzz> Taz Tay, sON los esfuerzos cortantes
en la superficie del fluido, €;; son las deformaciones en la superficie del fluido, y C;; son los
coeficientes de viscosidad. El sistema de ecuaciones (2.7) se puede simplificar para un fluido
isotrépico, es decir, que el fluido no tiene una preferencia en la direccion del flujo, es decir,

que se comporta igual en todas las direcciones (Shames, 1996, paginas 400-403). Usando
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notacion vectorial se puede escribir (2.7) de la siguiente manera:

oV, 2
oV 2
Tyy:ﬂ<2 ayy —3V-V>—p
2
z 3
(2.8)

B oV, i ov,
Toy = H By O
B oV, n oV,
Toz = 1\ 7o, oz
B ov, n oV,
Tyz = 0z dy

Segin Shames (1996, pagina 403), las ecuaciones (2.8) representan en general para un
fluido isotrépico la Ley de viscosidad de Stokes. Este resultado serda de mucha importancia en
el planteamiento de las ecuaciones de Navier-Stokes. Para terminar, la forma més general
posible en notacién de indice para La Ley de viscosidad de Newton, segun (R. Byron Bird,

Warren E. Stewart, 2002, pagina 18) es:

N7 AN oV, 0V, 0oV,
Ty = M(&xi+8xj>+(u m)(ax + o + az>6” (2.9)

Donde p’ es la viscosidad debido al cambio de volumen y & es la viscosidad dilatacional.
La siguiente figura 2.2, muestra los esfuerzos viscosos generados debido a la interaccion de la

estructura interna del fluido con las fuerzas externas.
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(a) 24

(b) z4

X
s

Figure 2.2. Tlustracién de los esfuerzos axiales (a) y cortantes (b) sobre un volumen de
control (Blazek, 2015, pagina 14)
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2.3 Modelado de campos en el andlisis de flujo con CFD

Parte del analisis de flujos con técnicas CFD involucra la descripcién de los campos de velocidad
V(z,y, z,t), densidad p(z,y, z,t), presién p(z,y, z,t) y temperatura I'(z,y, z,t), todos ellos en
términos del sistema de coordenadas y el tiempo (Malalasekera, H K Versteeg, 2007, pagina 10). El
modelado de estos campos surge de aplicar los principios de conservaciéon. Sobre la importancia de

los campos en el CFD se puede leer en el libro de Zikanov (2010) lo siguiente:

“.. el andlisis se centra en propiedades distribuidas. Tratamos de determinar campos completos

como temperatura T'(x,y, z,t), velocidad V (z,y, z,t), densidad p(x,y, z,t), incluso cuando una
caracteristica integral, como el coeficiente de friccion o la tasa neta de transferencia de calor, sea el

objetivo final del andlisis, esto se deriva de los campos distribuidos..” (Zikanov, 2010, pagina 1)

De los campos mencionados anteriormente, el mas importante en el analisis de flujos es el campo
de velocidades, donde se definen las componentes de velocidad en términos de las coordenadas
espaciales y el tiempo para describir el movimiento de las moléculas/particulas dentro de un fluido
al igual que en la Mecénica clasica, como puede verse en el libro de Shames (1996, pagina 107) y C.

Pozrikidis (2017, pagina 6):

VJ; :f(z7y7 Z7t)
Vi :g(x,y,z,t) (210)
V. :h(IC, Y, Z7t)

Para ilustrarlo se usara la siguiente figura:

J

dv

e

Figure 2.3. El enfoque de volumen de control y una linea de campo de velocidad (John D.
Anderson, 1995, pagina 41)
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Donde V,,V,, V. son las componentes de velocidad del campo en coordenadas cartesianas. Si
las propiedades y caracteristicas del flujo en cada punto del espacio permanecen invariables en el
tiempo, el flujo se conoce como flujo permanente, de lo contrario, es decir, si el flujo es dependiente
del tiempo, entonces se dice que es un flujo no permanente (Shames, 1996, pagina 107 a la 110), las

ecuaciones (2.10) se pueden representar como:

Ve f(l”ayaz)
‘/z = h(xay7z)

Existen dos puntos de vista en el cual se puede abordar un problema de flujos, el punto de vista
euleriano, es decir, cuando se fija para una posicién en el espacio en cualquier tiempo el vector

velocidad para una particula dentro del fluido, es decir:
V= (f(xla Y1, 21, t)).g(xh Y1, 21, t)? h’(xla Y1, 21, t)) (212)

Segun Graebel (2007, pagina 4) a esto se le conoce como una descripcion espacial del fluido y el
punto de vista lagrangiano que es donde las componentes de velocidad de la particula se conocen en

cualquier instante de tiempo, se puede expresar la velocidad como:

V = (flz(t),y(t), 2(2), 1], gla(t), y(t), 2(t), t], hlx(t), y(t), (1), 1]) (2.13)
la siguiente figura ilustra la ecuacién 2.13:
1@:L:'

Fluid element > <
attime t={, ~

Same fluid element
attimer=1¢,

z

Figure 2.4. Linea de campo de velocidades (John D. Anderson, 1995, pagina 43)
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Segun Graebel (2007, pagina 4) a este formalismo se le conoce como la descripcion material del

fluido. Ahora se definiré la aceleracién en un campo de velocidades para una particula dentro de

D

un fluido, esto se hard haciendo uso de la derivada material o sustancial 7,

este operador queda
definido asi:
D 0

Donde V es la velocidad para la particula, se puede escribir la aceleracion a més explicitamente
como sigue:
ov ov ov ov

D
pr— 7V t —_— —— .V-m - —_— V - —_— VZ . —
a (z,y,z,1t) + +V, By + 5%

Dt ot ox (2.15)

Donde la derivada parcial temporal %—Y es llamada aceleracion temporal y la derivada parcial

espacial V, - %—X +V,- %—Z +V,- %—\Z’ es llamada aceleracion convectiva (Graebel, 2007, pagina 4).

Por utimo se define el concepto de flujo irrotacional, para ello se define primero el concepto de

vector vorticidad w que estd definido como sigue:

w=-VxV (2.16)

Donde w es conocido como el vector de vorticidad. Cuando este vector es cero, entonces el flujo
carece de la existencia de vértices, entonces se dice que es irrotacional, de lo contrario se dice que el
flujo es rotacional (Shames, 1996, paginas 117-120). La ecuacién (2.16) debe cumplir la siguiente
propiedad:

9= (b v = )

En su libro Shames (1996, pagina 119) explica que la vorticidad depende de el gradiente de
velocidad y la viscosidad del fluido, por lo tanto los esfuerzos en lo que se llama capa limite definen
si el comportamiento del flujo serd rotacional o irrotacional, para estudiar este comportamiento del

fluido, se calcula la derivada material del vector vorticidad, esto se expresa matemé&ticamente como:

Dw Ow
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Usando la siguiente identidad vectorial:

(A-V)IB=-|V(A-B)-Vx(AxB)-Bx(VxA)-—Ax(VxB)-B(V-A)+A(V-B)| (2.19)

|~

Se obtiene el siguiente resultado:

%z%—j—&—%[V(V-w)—Vx(wa)—wx(VXV)—VX(wa)—w(V-V)+V(V~w)] (2.20)

A partir de la ecuaciones (2.17) y (2.16), se simplifica la ecuacion (2.20) en la siguiente expresién:

DD('::%:+;[V(V-w)—VX(VXw)—VX(VXw)—w(V-V)] (2.21)

Se pueden implementar identidades vectoriales para eliminar el producto cruz de algunos términos,

como ser esta:

V(A-B)=(A-V)B+(B-V)A+A x (VxB)+Bx (VxA) (2:22)

Entonces queda como sigue:

D 1

Do 0w Ly 9w V)V 4V x (V x )

Dt at = 2 (2.23)

Fw X (VX V)=V x (Vxw) —Vx(Vxw) —wlV:-V)
Reduciendo algunos términos queda lo siguiente:

Dv OJw 1
“ T, . . — — : 2.24
D= + 2[(V Vw+ (w-V)V =V x(Vxw)—wV-V) (2.24)

Usando la definicién de la derivada material (2.18), se puede expresar de forma mas compacta la

ecuacién anterior:

Dw ow
By = @ VIV |55 = Vx (Vxw) —w(V-V) (2.25)

Se puede usar la definicién de vector vorticidad para simplificar aun més usando otras definiciones e
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identidades:

Dw_(w'v)v_i_[lvxw_IVX[VX(VXV)]

Dt 2 ot 2 (V- V)(V x V)} (2.26)

1
2

De nuevo se utiliza la definiciéon de la derivada material en la velocidad, para llegar a esto:

%L::(w-V)V—k BVX%\;—;VX(V-V)V—;VX [VX(VXV)]—;(V~V)(VXV):| (2.27)

Al utilizar la siguiente identidad:

Vx(VxV)= %V(V V)= (V-V)V (2.28)
Se obtiene lo siguiente:
Dw 1 DV 1
— =(w-V)V+= — = V- -V)V
D (w-V) +2V>< D 2V><( V) 2.29)
1 1 1 '
—§V X [§V(V V) —(V-V)V] - §(V -V)(V xV)

Recordando que el rotacional del gradiente de un escalar es cero, es decir:
1
VXV (2V(V - V)) —0 (2.30)

Se llega al resultado deseado. Por consiguiente, se puede ahora simplificar de esta manera;

%:(M.V)wr BVX %—%(V-V)(VXW (2.31)

Por ultimo, se aplican los principios de conservacion para el caso de un flujo incompresible, estos
principios se estudiaran con maéas detalle mas adelante. Asumiendo que la densidad es constante,

entre otras cosas, se llega a la ecuacion siguiente:

Dw H 2 }
— =(w-V)V —V xV°V 2.32
e = VIV | £V x (232)
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Esta identidad para el operador laplaciano permite llegar al resultado esperado:
V2(VxA)=-Vx(Vx(VxA)=Vx (V2A) (2.33)

Usando la definicién de vector vorticidad (2.16) junto con la identidad anterior (2.33), se obtiene

esta ecuacion:
Dw H o2
— =(w-V)V+ =V 2.34
e = (@ V)V+Evi (234)
La ultima ecuacién (2.34) es conocida como la ecuacion de vorticidad cuando la densidad (p) es

constante, una expresién mas general puede ser obtenida a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes

(Graebel, 2007, pagina 34).

Segtun Graebel (2007) el vector vorticidad debe considerarse como una ecuacién constitutiva a
pesar de su comportamiento irregular e inesperado en algunas situaciones (sobre leyes secundarias o
constitutivas se entrard en més detalle luego) asi como las tasas de deformacién (2.8), el menciona

en su libro lo siguiente:

“..Lo que se ha llamado el “principio de objetividad material” o “principio de isotropia del
espacio” o “indiferencia del marco material”, entre otras cosas, establece que todos los observadores,
independientemente de su marco de referencia (inercial o de otro tipo), debe observar el mismo
comportamiento material. Por lo tanto, un observador estacionado en una plataforma, por ejemplo,
ve el mismo comportamiento del fluido que un observador parado en el suelo del laboratorio...,
la vorticidad no es satisfactoria en este caso, considerando que es sensible a rotaciones rigidas...”

(Graebel, 2007, pagina 31)

Ahora se pasara a explicar lo que son las leyes de conservacion y leyes constitutivas. Estos
principios son los pilares fundamentales para la Mecanica de medios continuos, estos principios son

la base para el uso de técnicas CFD.
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2.4 Principios de conservacion usados en CFD

Para deducir los campos o propiedades distribuidas de los flujos, se necesita usar los
principios de conservacion o las ecuaciones que gobiernan el movimiento de un fluido (Ma-
lalasekera, H K Versteeg, 2007). En aplicaciones a la Ingenieria, se deben satisfacer cuatro

leyes basicas (“Governing Equations” en inglés) para cualquier medio continuo y estas son:

Conservacién de la materia (ecuacién de continuidad)

Segunda ley de Newton (conservacién del momentum lineal)

Conservacién de la energia (primera ley de la Termodindmica)

Segunda ley de la Termodinamica

Ademas de estas leyes generales existen numerosas leyes secundarias llamadas relacio-
nes constitutivas, que se aplican a tipos de medios especificos (Shames, 1996, pagina 120),
un ejemplo de estas leyes es la ecuacién (2.17), que debe cumplirse para un flujo rotacional.
Al emplear las leyes basicas y secundarias, pueden adoptarse cualesquiera de los siguientes

modos de aplicacion:

1. Las actividades de todas y cada una de las masas deben ser tales que se satisfagan
las leyes basicas y las leyes secundarias pertinentes. Este enfoque es conocido como
el enfoque de sistema (Shames, 1996, pdgina 120). También se le conoce como control
de masa y se centra en cuantificar las propiedades extensivas del sistema como ser la
masa, momentum lineal y energia. Este enfoque es usual encontrarlo aplicado a sélidos

(Ferziger y col., 2002, pagina 3).

2. Las actividades de todos y cada uno de los volimenes en el espacio deben ser tales

que se satisfagan las leyes basicas y las leyes secundarias pertinentes. Este enfoque es
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Figure 2.5. El enfoque de volumen de control y la superficie de control en el modelado de un
fluido (Blazek, 2015, pagina 6 y 10)

conocido como el enfoque de volumen de control (Shames, 1996, pagina 120). En un

fluido es mucho mas facil trabajar con un volumen de control, no es nada facil seguir

un elemento de masa en un fluido en movimiento (Ferziger y col., 2002, pagina 3).

En el primer enfoque, la masa del sistema queda inalterada, el volumen puede cambiar.
En el segundo enfoque el volumen permanece inalterado, pero la masa involucrada en el flujo
podria cambiar con el tiempo, existe lo que llamamos una superficie de control que es como

la frontera del flujo que se estudia, esto se puede apreciar en la figura 2.5.

El punto de vista lagrangiano esta asociado al enfoque de sistema cuando se decide seguir
al agregado en si (masa de control). El punto de vista euleriano se asocia al volumen de
control cuando se centra la atencién en una regién finita (superficie de control). Las ecuaciones
de conservacion para un fluido se deducen usando un voliimen de control, que consiste en un
elemento infinitesimal de voliimen lo suficientemente grande para contener una gran cantidad

de particulas, John D. Anderson (1995) menciona en su libro:

“...Los principios fisicos fundamentales se aplican al fluido dentro del volumen de control
y al fluido que atraviesa la superficie de control.(si el volumen de control estd fijo en el

espacio)..” (John D. Anderson, 1995, paginas 40 a la 42)
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La relacién que existe entre un enfoque y el otro se define en la ecuacion del transporte de

Reynolds (Shames, 1996, pagina 126):

%j://scn(pv-dA)-l—;///vcnp'dv (2.35)

Donde N se define como la propiedad extensiva a estudiar (masa, momentum lineal 6
energia por ejemplo), n representa una cantidad especifica que mide la relaciéon que existe
entre propiedades extensivas e intensivas (o distribuidas, es decir, los campos asociados al

flujo: presion, densidad, temperatura y velocidad).

De las cuatro leyes bésicas, son tres los principios mas usados en CFD para flujos incom-
presibles, la sequnda ley de la Termodindmica tiene su aplicacién en flujos de transferencia
de calor en maquinas térmicas 6 procesos de enfriamiento, los cuales no se abordaran en
profundidad de ninguna manera en esta investigacion, solo se hara mencién de situaciones
parecidas como referencia de algiin método utilizado en estos procesos que pueda aplicarse al
objeto de estudio propuesto. Se estudiara en detalle el principio de conservacién de masa, el

principio de conservacién de momentum Lineal y el principio de conservacién de energia.

V’V/Q':'ol surface §
(A i

Enfoque
Euleriano

L’,/'
Enfoque r@“\mi
Lagrangiano

e

Figure 2.6. Tlustracién de un enfoque euleriano y un enfoque lagrangiano (John D. Anderson,
1995, pégina 43)
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2.4.1 Ecuacion de continuidad

Para describir el principio de conservacién de masa usando el enfoque de volumen de control,
se usard la ecuacién de transporte de Reynolds (2.35), al ser la masa constante (M) y 7 seria la

densidad (p) en este caso, la ecuacién toma la siguiente forma:

DDl\t/I://scp(pV-dA)—l—(gt///mp(p-dv):0 (2.36)

Despejando el segundo término en (2.36) se obtiene lo que se conoce como la ecuacidn de continuidad:

//sc(pV-dA):—aat///vcp-dv (2.37)

En su forma diferencial, la ecuacién (2.37) se puede escribir de la siguiente manera:

dp

. -7 2.38
v pV—i—at 0 ( )

Otra forma en la que se puede escribir la ecuacion de continuidad es usando el convenio de suma

de FEinstein 6 notacion de indice, entonces se tendria la ecuacion (2.38) como sigue:

d(pVi)  Op _
8:1:1- + E N

0 (2.39)

Para ilustrar mejor la deduccién de la ecuacién de continuidad, véase la figura 2.7:

!pv+ﬂ§’—) dy ] dx dz

dlpw)
[pw+ iz dz | dx dy

Cout 200D 4oy gy gy

(pu)dydz - ay“

(pw }dx dy {(pv)dxdz

Figure 2.7. Elemento infinitesimal de volumen que ilustra la conservacién de masa y de flujo
en todas las direcciones (John D. Anderson, 1995, pdgina 54)
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2.4.2 FEcuacion de la conservacion del momentum lineal

Ahora se pasara a analizar el momentum lineal P en un sistema finito, partiendo de la

Ley de Newton para fuerzas resultantes, en un fluido se puede definir de la siguiente manera:

d DP
F,=— /// = — 2.4
a I VIm = (2.40)

La fuerza resultante, denotada como F,., es la suma de las fuerzas de traccion que ocurren
fuera de la frontera del sistema mas las fuerzas de cuerpo que ocurren dentro de la frontera del
sistema que se denotan como T(z,y, z,t) y B(z,y, z,t) respectivamente, con esto la ecuaciéon

del momentum lineal para sistemas finitos es la que sigue:

//S TdA+///V Bpdv = %1: (2.41)

Para el enfoque de volumen de control, se usara otra vez la ecuacion de transporte de

o = I vi-an ] v =

Donde 7 es ahora la velocidad (V). Tanto la ecuacién (8) como la ecuacién (9) son

Reynolds:

equivalentes. Se igualan para obtener la ecuacién de momentum lineal de un fluido

//STdA+///Vdev_//SCV(pV.dAH;//Acv(pdv) (2.43)

La ecuacion (2.43) puede escribirse en dos formas, dependiendo si el fluido es viscoso o no
viscoso. Una forma diferencial muy conocidad sobre la fuerza resultante en un fluido es la La

ecuacion de Euler:

v V. 9V
+ Ve T

o Vi, (2.44)

dF = ll))t(di) =dm (anv ov 8—V 8V>

Esta ecuacion se cumple solo cuando el fluido tiene como fuerza superficial una presién y
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como fuerza de cuerpo la gravedad (Es decir, cuando se estudia un fluido no viscoso). En su

forma diferencial se podria escribir como:

1
—;Vp—sz:(V-V)V—l——

(2.45)

Para flujos viscosos, es decir, cuando existen fuerzas superficiales, al tomar un elemento

infinitesimal de volumen con forma de un paralelepipedo rectangular y aplicar la ley de

Newton sobre fuerzas, se puede encontrar las siguientes ecuaciones:

OTww  OTuy  OTys
ox dy 0z
OTye  OTyy  OTy.
Ox dy 0z

0Tz

0Ty 0T,
+ 224

ox

dy

0z

DV,

B, =
p p Dt
DV,
B, =p=—1
DV,
B, = :
+p p Di

Para ilustrar mejor las ecuaciones 2.46, véase la figura 2.8:

v Velocity
components

u

pdydz —
7, dy dz 4

p+ P ax)dyd:
ax

X

(—rn + % dx) dy dz

(r. + %’;ﬁ dz) dx dy

(2.46)

Figure 2.8. La suma de fuerzas axiales debido a los esfuerzos viscosos del fluido generan el
tensor de esfuerzos en la ecuacién de conservacién de momentum (John D. Anderson, 1995,
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Estas ecuaciones definen la fuerza resultante de un fluido viscoso. En su forma diferencial, las
ecuaciones (2.46) se pueden escribir de forma méas compacta como:
A%

=pB+V.1 (2.47)

bV
P Dt

Donde 7 es el tensor de esfuerzos superficiales. Una forma simplificada y 1til de esta Gtima ecuacién

es la siguiente, estd escrita en notacién de indice:

6’7’@‘ DVZ
B, =
ij +p ! P Dt

(2.48)

OTij
Donde WZ]- son las componentes de los esfuerzos cortantes denotados por el tensor 7 de esfuerzos

DVI

superficiales, B; es la componente de las fuerzas de cuerpo y es la componente de la derivada
material dé V. Segin Ferziger y col. (2002, pdginas 5 a la 7) una forma mads general de la ecuacién

de conservacién de momentum lineal es:

a(gtV) YV (pVV)=V .7+ B (2.49)

Donde pVV es el producto diddico de pV con V|, que es otra forma de escribir (pV - V)V +
[V - (pV)] V, entonces:

V- (pVV) =(pV - V)V + [V (pV)]V
(2.50)

=(pV-V)V+[(Vp)- V+p(V-V)|V

Esto puede probarse usando la ecuacién de transporte de Reynolds, usando notaciéon de indice y

teoremas de integracién se tiene:

t//SCV(pV'dA)+a// V(pdv)
://va dA+—// Vi (pdv)
AT T
[ o]

De la misma manera para el lado izquierdo de la ecuacion (2.43), se usa el teorema de la

(2.51)
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divergencia de Gauss:

ll))ft)://STdA—i—///vadv
— [[.m-naa+ [[[ Boaw
— [[ .7 aa+ [[[ Bpar
:///vc[v-r+pB]dv

Donde 7 es el tensor de esfuerzos para un fluido Newtoniano [Ver las ecuaciones (2.8), 7

(2.52)

es la forma tensorial de (2.8)], este esta definido como sigue:

2
r=— (p+ “nV V) I+ 2uD (2.53)

En donde I es el tensor identidad y D es el tensor de la tasa de deformacion de esfuerzos
que se escribe como:

D= [VV+(VV)] (2.54)

DN | —

Donde VYV es el gradiente de deformaciones y se define como:

Ve OVy 9V,
ox ox ox

oV, OV OV,
N v O (2.55)

Vg OVy 9V,
0z 0z Oz

Por consiguiente, la ecuacion (2.49) en notacién de indice tiene la siguiente forma:

d(pVi)
ot

Donde T; se expresa como:

2
7, =uVV,+pu (VV)T ce; — (p + guV . V) e; (2.57)
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La tdltima ecuacién (2.49), es la forma general para La ecuacion de momentum lineal para un
fluido isotrépico de la cual cuando V - 'V = 0, el gradiente de la densidad es cero, es decir,
Vp = 0y la presion es nula, es decir p = 0, entonces la ecuacién (2.49) se simplifica a la
ecuacion (2.47) para un fluido viscoso. De la ecuacién (2.49) nace la forma general para las

ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido isotrépico.
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2.4.3 Ecuacién de la conservacion de energia

Segin Shames (1996, paginas 203 a la 207), se puede definir la primera ley de la Termodindmica

como sigue:

“...La primera ley de la Termodindmica es un planteamiento basado en la experiencia macroscopica

que establece que la energia se conserva en todo momento...”

En el caso de Malalasekera, H K Versteeg (2007), la primera ley de la Termodindmica establece

lo siguiente:

...La ecuacion de energia se deriva de la primera ley de la termodindmica, que establece que la tasa
de cambio de energia de una particula de un fluido es igual a la tasa de adicion de calor a la
particula de un fluido mds la tasa de trabajo realizado en la particula..” (Malalasekera, H K

Versteeg, 2007, paginas 16 a la 20 )

Matematicamente esto se escribe como:

DE _dQ dW,

Dt dt dt

(2.58)

Donde E es la Energia total del sistema, Q representa la energia calorifica, y W}, representa la
energia por trabajo. Usando un andlisis de volumen de control, se usara la ecuacién de transporte
de Reynolds 2.35 para relacionar la energia (propiedad extensiva) con los campos asociados al flujo
(propiedades intensivas), en este caso 7 es e, que representa la energia almacenada por unidad de

masa. La ecuaciéon de Reynolds queda como:

11))1;3://Sce(pV~dA)+gt///vce(/)‘dv) (2.59)

Usando la primera ley de la Termodinamica, el lado izquierdo de la ecuacion (2.59) queda de

DD ] ov-any+ 2 ][ do-an (2.60)

Ahora, para un elemento infinitesimal de volumen, se calcula la energia almacenada e por unidad

esta manera:

masa en el volumen de control. Esta energia almacenada consta de tres partes a) la energia cinética,
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b) la energia potencial y ¢) la energia interna, por lo tanto, e se puede escribir como:

’U2
=3 +g9z+u (2.61)

También dw’“

queda redefinido para las fuerzas T de superficie y B de cuerpo, quedando esto:

AWy, _ dWs _ (// T-VdA+// B~Vpdv) (2.62)
dt dt s 1%

Sustituyendo todo en la ecuacién (2.60), se obtiene la forma integral de la ecuacion general para

la conservacion de energia:

dt //T VdA+///B Vodu
// (5 v ov-anre 2 ] (% 0] e

Segin Zikanov (2010, pagina 19), la ecuacién (2.63) se puede expresar en su forma diferencial

(2.63)

como sigue:

D )
pF(Z—Q V.q+pB-V+V-(aV) (2.64)

Donde o es el esfuerzo superficial (también llamada presién superficial o normal a la superficie de
control) y es ¢ = —pl + 7. Para llegar a la forma diferencial (2.64), se usa el teorema de divergencia

de Gauss en la ecuacion de transporte de Reynolds:

// (pV - dA) + /// e(p - dv)
:///Mv-(e,ovozw—/// (pdv)

:/// :v (ep V)+%ﬂdv (2.65)
:/// :Ve'(pV)—i—e(V-pV) gtp—i— gﬂ

ML G o (G v
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Se procede a usar la ecuacién de continuidad y la definicion de la derivada material:

DE De
ot =] pece 1209

Al igual que en la ecuacion (2.59), se usa otra vez el teorema de la divergencia de Gauss para las

integrales en lado izquierdo de la ecuacién (2.63), esto segin Shames (1996, pagina 207):

/ZZCV'(UVMM::/ZCUVFdA;:/ZCT.VdA (2.67)

Otra vez de la misma forma, también el término ‘Z—? — dgs

20 x5

Usando la ecuacion de calor se puede simplificar como sigue:

se convierte en una integral de la

siguiente manera:

Q=pC

oo =V Tin (2.69)

Al usar este resultado se deduce los términos que aparecen en la ecuacion (2.64):

QT :ﬁ"vrzn —q
V-Qr=V-(kVly) -V-q
(2.70)
=kV?Ty — V- q
-Q-V-q
El término —V - q representa la energia debido al flujo de calor que sale por conduccion. Esta parte

de la ecuacién se puede escribir como:

—V-q=—kV Ty (2.71)

El término Q es calor generado por el flujo debido a la fricciéon u otras circunstancias, I" es el campo

de temperaturas en el flujo y k es la constante de conductividad, a la ecuacién (2.71) se le conoce
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como ley de conduccion de Fourier (Zikanov, 2010, pagina 20). También Fletcher (1998, pagina 10)
ofrece una alternativa mas compacta y general de la ecuacion de conservacion de energia, partiendo

de la primera ley de la Termodinamica propone la siguiente forma integral:

JIf i = [l om-vies [] v =an-an i

Al usar el teorema de la divergencia de Gauss en la ecuacién (2.72), se llega a la siguiente forma
diferencial:
De

pﬁzpB-VJrv-(aV)—v.Q‘T (2.73)

Donde V- Q7 = V-q— Q. Con esta parte se termina de examinar los principios de conservacion.
Ahora se pasara a definir lo que algunos llaman similitud dindmica, un concepto muy importante a
la hora de analizar simulaciones con técnicas CFD, para ello se necesita entender primero los grupos

adimensionales.

Z

Figure 2.9. Tlustracién del cambio de energia en un fluido (John D. Anderson, 1995, pdgina
68)
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2.4.4 Resumen de los principios de conservacion

Ecuaciones Gobernantes (Governing Equations)

Principio de conservaciéon

Ecuacion

FEcuacion de continuidad

V.-pV+ &

at

FEcuacion de conservacion de momentum

UN) 4 V- (pVV) =V -7+ pB

Ecuacion de conservacion de energia

p2e = pB-V+V-(cV)=-V-Qp

Cuadro 2.1 Principios de conservacion
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2.5 Analisis dimensional y adimensional de flujos con técnicas CFD

El anadlisis dimensional de flujos es el aspecto o cualidad medible de los flujos, las
cantidades que permiten diferenciar un flujo de otro (Shames, 1996, Pdgina 283). La Mecédnica
de los fluidos se ha desarrollado mucho a través del analisis dimensional y la experimentacion,

sobre esto Graebel (2007) menciona en su libro:

“...El desarrollo de la Mecdnica de fluidos a lo largo de los anos se ha basado tanto en la
experimentacion y el andlisis dimensional, con el primero a la cabeza en muchos casos. Para
expresar los datos en forma mds util, el andlisis dimensional se utilizo

ampliamente...”(Graebel, 2007, pagina 39)

En un experimento poder correlacionar muchas variables puede ser una tarea tediosa y
extremadamente larga, por eso La Mecanica de los fluidos se apoya en el andlisis adimensional,
que consiste en crear dos grupos adimensionales para poder estudiar flujos de forma més
préactica, esto con el fin de crear una relacion funcional entre los dos grupos adimensionales
que se llamaran 7 y ms.

Para formar los grupos adimensionales, se debe utilizar el teorema m de Buckingham,
Segin Shames (1996), el teorema se puede enunciar como sigue: el nimero de grupos adimen-
sionales independientes que puede emplearse para describir un fenomeno en el que intervienen
n variables es igual al nimero n—r, donde r usualmente es el nimero de dimensiones bdsicas

necesarias para expresar las variables dimensionalmente. (Shames, 1996, pagina 283)

Los grupos adimensionales més importantes en La Mecanica de fluidos son los siguientes

mostrados en la tabla 2.2:
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Niumeros adimensionales

Numero adimensional Ecuaciéon
Numero de Reynolds Re = P‘l/itD
Numero de Froude Fr = ‘LL;
Numero de Mach M = %

- 2
Numero de Weber We = %
Nimero de Euler Eu = pATPQ

Cuadro 2.2 Ntumeros adimensionales mas comunmente usados en Mecénica de fluidos

Estos ntimeros surgen de la aplicacion del teorema 7 de Buckingham, todos ellos obtenidos
en diferentes experimentos realizados en laboratorios de Mecanica de fluidos. Las variables
que se relacionan en cada caso, se correlacionan dependiendo el tipo de flujo y situacién, por
ejemplo en Aerodinamica nos interesa mas la velocidad del flujo con respecto a la velocidad

del sonido.

Todos estos grupos adimensionales estan formados por las siguientes variables:
1. Cambio en la presion (Ap)

2. Longitud (L)

3. Viscosidad (u)

4. Tensién superficial (o)
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5. Velocidad del sonido (c)

6. Aceleracion de la gravedad (g)

7. Densidad (p)

8. Velocidad (V)

De los grupos adimensionales mencionados anteriormente, solo uno en especial es de
cardcter importante para esta investigacion y es el nimero de Reynolds (Re). Esta magnitud
adimensional representa la relacion entre las fuerzas inerciales y las fuerzas de friccion,

usualmente en funcién de parametros geométricos y de flujo conveniente, esta relacion esta

matematicamente definida como:

pV?/L  pVL
nV/L It

(2.74)

Los grupos adimensionales, como el nimero de Reynolds (Re), permiten encontrar simili-
tudes dindmicas, es decir, que existe una relaciéon conocida entre dos fenémenos (Shames, 1996,
pagina 291). Existen similitudes geométricas que son flujos con fronteras geométricamente

similares y similitudes cinemdticas.

Los flujos con lineas de corriente similar (campo de velocidades), es decir, con una similitud
cinematica evidente, también son geométricamente similares, pero no necesariamente esto
es cierto a la inversa, es decir que flujos con similitud geométrica sean también flujos con
similitud cinematica. Segiin Shames (1996), en general para cualquier flujo, se puede establecer
la siguiente proposicion: “FEl andlisis dimensional proporcionard los grupos adimensionales en
un flujo, para el cual deben duplicarse todos menos uno en flujos geométricamente similares

con el fin de conseguir similitud dindmica.” (Shames, 1996, pagina 297)

Para analizar flujos con técnicas CFD se usa el andlisis adimensional, esto se logra
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expresando el modelo fisico en parametros adimensionales. Sobre esto Dillon, Emery, Cochran

y Mescher (2010) expresan en su trabajo:

“...Esto es particularmente cierto en las dreas de mecdnica de fluidos y transferencia de calor,
donde la mayoria de las correlaciones experimentales son expresados en términos de grupos
adimensionales y muchos andalisis numéricos implican la solucion de ecuaciones

adimensionales...” (Dillon y col., 2010, paginas 1y 2)

Ademas de esto, Dillon y col. (2010) menciona en su trabajo que existen muchas maneras
de crear grupos adimensionales en problemas de flujos, en especial se menciona el caso para

flujos de transferencia de calor por conveccién, en el articulo se puede leer lo siguiente:

“...Las diferentes elecciones conducen a diferentes técnicas de solucion, particularmente para
problemas altamente no lineales y para diferentes interpretaciones. Algunas no

dimensionalizaciones son mds apropiadas que otras..”(Dillon y col., 2010, paginas 1y 2)

En el caso para el andlisis de flujos en tuberias se maneja la relacién entre los siguientes
grupos adimensionales que son el nimero de Fuler y el nimero de Reynolds. Esta relacion se

expresa matematicamente como sigue:
Eu=f (Re, — ) (2.75)

El enfoque adaptativo para resolver problemas de flujos en tuberias debe ser tal que el
modelo fisico se exprese en términos de los grupos adimensionales mencionados anteriormente.
Sobre el nimero de Euler (Eu), este mide la relacién entre las fuerzas de presion y las fuerzas

inerciales, esto se expresa matematicamente como:

Ap/L  Ap

= 2.
pV2/L  pV?2 (2.76)
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La ecuacién (2.75) puede usarse para caracterizar la pérdida de presién en una tuberia

(Shames, 1996, pagina 329), mas explicitamente esto se puede escribir como:

Ap :G<pVD L e>

pV? p 'D'D
ph; L pVD e
P2 R G
! V2oL ' VD 27)
P e

hy=——.—.|20.H|E=Z =

=5 [ (505)

VoL

Donde f es llamado el factor de friccion que depende del niimero de Reynolds (Re) y 5
(la razén entre la rugosidad y el didmetro de la tuberia), &y es la pérdida de altura en una

tuberia. La ecuacion (2.77) deducida es la llamada la férmula de Darcy- Weisbach.
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2.6 Analisis de flujos importantes para el uso de técnicas CFD

El andlisis adimensional segin Krantz (2007) es “ un método sistemdtico para expresar
una ecuacion en un enunciado sin unidades o dimensionamiento”. El escalamiento antes
mencionado es utilizado en la Mecénica de fluidos para comparar, por ejemplo, la velocidad

del flujo con respecto a la velocidad del sonido, para comparar flujos turbulentos y laminares.

Los flujos pueden clasificarse como flujos externos, que son flujos alrededor de cuerpos,
y estan los flujos enternos, que son aquellos flujos encerrados por una frontera (Shames,
1996, pagina 315). De estos conceptos nace lo que se conoce como capa limite. La capa
limite es la regién del fluido, donde por decirlo asi, el fluido se pega a la frontera creando un
esfuerzo cortante significativo, es decir que el fluido es altamente viscoso en esa region del
flujo. El espesor de la capa limite dependera de la viscosidad del fluido, si el espesor de la
capa limite es tan grande como la seccion transversal del flujo, entonces estamos hablando de
un flujo interno altamente viscoso. Cuando la capa limite es muy delgada, entonces el fluido
se comporta como un fluido no viscoso, donde los esfuerzos cortantes mas importantes se

presentaran en la frontera del fluido contenido.

Para caracterizar los flujos externos e internos se usa el nimero de Reynolds (Re), segin el
numero de Reynolds los flujos pueden ser laminares, que es un flujo cuyas lineas de corriente
son paralelas y bien ordenadas, por otro lado estan los flujos turbulentos, que son flujos
cadticos sin ningun orden o irregulares. Todo flujo por debajo de Re < 2300, se considera
un flujo laminar. Cuando 2300 < Re < 40,000 se entra en una etapa de transicion de flujo
laminar a flujo turbulento, que dependiendo el tipo de flujo en cuestion, la turbulencia se
manifestara en menor o mayor grado, esta transicién iniciard una vez se alcance, lo que se

conoce como nimero de Reynolds critico (Re,) es decir cuando Re. = 2300.

Sobre la turbulencia y sus efectos en los disenios, Malalasekera, H K Versteeg (2007)

4

menciona: “..Muchos, si no la mayoria, de los flujos de importancia para la ingenieria son

turbulentos, por lo que el régimen de flujo turbulento no es solo de interés teorico. Los
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ingenieros de fluidos necesitan acceso a herramientas viables capaces de representar los efectos

de las turbulencias... y a su modelado en CFD..” (Malalasekera, H K Versteeg, 2007, pagina 40)

Para el modelado correcto de la turbulencia con técnicas CFD se necesita entender como
ocurre hasta cierto punto este fenémeno. A medida el namero de Reynolds incrementa, el
flujo experimenta ciertas etapas de transicién. Segin C. Pozrikidis (2017, pagina 670) el flujo

pasa por las siguientes etapas:

» Vértices: La aparicion de los vértices (“Eddies” en inglés) a través de la frontera de
cada lamina del flujo debido a la difusion del campo de velocidad. Aparece un flujo

rotacional que se acumula en ciertas regiones del flujo.

= Dinamica de los vortices: Una vez que aparecen los vortices en ciertas regiones del

flujo, la interaccion entre ellos crea un desorden e inestabilidad en el flujo.

= Inestabilidad: Una vez que el nimero de Reynolds alcanza el punto critico, las
pequenas disturbaciones (Eddies) se amplifican causando que la estructura del flujo
cambie local o completamente. Segin Malalasekera, H K Versteeg (2007, paginas 40 a

la 41), este proceso de amplificacién de los Eddies es llamado energia en cascada.

» Transicién a la turbulencia: Los distintos vértices que han aparecido empiezan a
superponerse el uno con el otro, causando un desorden a gran escala en el flujo. El flujo
es turbulento completamente. A este proceso se le conoce como la descomposicion de

Reynolds (Malalasekera, H K Versteeg, 2007, paginas 40 a la 41).

El modelamiento mateméatico de la turbulencia consiste entonces en determinar las
estructuras de flujo rotacional que van apareciendo a medida el flujo entra en la turbulencia.
Las ecuaciones de Navier-Stokes son el punto de partida para este modelamiento, Graebel

(2007) menciona al respecto:
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“...Dado que las ecuaciones de Navier-Stokes son vdlidas tanto para flujo laminar como para

flujo turbulento, suelen servir como punto de partida general. Sin embargo, la complejidad y

la riqueza de detalles de lo que ocurre en un flujo turbulento, limita nuestras habilidades para
abordar completamente las ecuaciones de Navier-Stokes directamente...” (Graebel, 2007,

pagina 234)

Para el modelamiento se implementa lo que se llama la escala Eddy (“Eddy scale”
en inglés). Sobre el dimensionamiento de los “Eddies”, Malalasekera, H K Versteeg (2007)

mencionas:

“...Incluso en flujos donde las velocidades y presiones medias varian solo en una o dos
dimensiones espaciales, las fluctuaciones turbulentas siempre tienen un cardcter espacial
tridimensional. Ademas, visualizaciones de flujos turbulentos revelan estructuras de flujo

rotacional, los llamados remolinos turbulentos (Eddies), con una amplia gama de escalas de

longitud..” (Malalasekera, H K Versteeg, 2007, pagina 41)

Una de las escalas mas conocida es la escala(s) de Kolmogorov llevada(s) acabo en 1940
(Malalasekera, H K Versteeg, 2007, pdgina 42). Estas escalas de movimiento de flujo turbulento
caracterizaron el tamano de los eddies méas pequenos, basandose en la velocidad V y su

tamano 7, esto se expresa de la siguiente manera:

Re,= —' (2.78)

Donde Re, es el Numero de Reynolds para el eddy mas pequenio posible para cierto
7n. Cuando las fuerzas por viscosidad y de Inercia son iguales en fuerza, entonces Re, = 1.

Usando anélisis adimensional, se pueden establecer las siguientes razones de escala:

» Fscala de longitud:
(2.79)

~I3
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= Fscala de tiempo:

(2.80)

Nl

= Fscala de velocidad:
Vv
z 2.81
y (281)
Hay grandes diferencias entre los eddies grandes y los eddies pequenos. Para los eddies
grandes, su dimensionamiento depende de las razones de escala de longitud y velocidad, tam-
bién cabe mencionar que su comportamiento no es isotropico. En cambio, los eddies pequenos

dependen de la tasa de energia disipada y su comportamiento es isotrépico (Malalasekera, H

K Versteeg, 2007, paginas 40 a la 42).

Con esto se da por terminado el analisis de flujos internos, ahora se pasara a plantear
las ecuaciones de Navier-Stokes para sus distintos casos, se revisara literatura reciente sobre
trabajos acerca de los enfoques adaptativos y modelos de turbulencia mas conocidos para las

ecuaciones de Navier-Stokes que simulan flujos laminares y turbulentos.

ﬁ e Ry
N y,:’

=0 =—0%s°>
M\—/—\J

Re = 10 000 Re = 10 000 000

Figure 2.10. Ilustracién del cambio de energia en un flujo turbulento, creacién de los vortices
en la medida aumenta el nimero de Reynolds
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2.7 Ecuaciones de Navier-Stokes

Ahora se pasara a consolidar todo lo estudiado hasta este momento en lo que se conoce
como las ecuaciones de Navier-Stokes. Acerca de estas ecuaciones Laurendeau and F Kafyeke

E and Tuncer Cebeci y P.Shao (2005) mencionan:

“...No se ha presentado alguna vez una seria objecion a este principio, y la validez de estas
ecuaciones se ha establecido en tantos casos que podemos considerarlas como un acto de fe y
tener plena confianza en ellas... Las ecuaciones de Navier-Stokes se basan en los principios
de conservacion de masa, momentum lineal y energia...” (Laurendeau and F Kafyeke E and

Tuncer Cebeci & P.Shao, 2005, pagina 41)

Para deducir las ecuaciones de Navier-Stokes, se parte de un volumen de control, un
elemento infinitesimal al cual, por medio de aplicar las leyes de Newton, se encontrara la

fuerza en cada componente en coordenadas cartesianas. Para el caso de la componente en x,

se tiene:
D
pdxdydz l;;x =pB,dxdydz
+ (Tm + OTaa dx) dzdy — Tyedzdy
ox
o7, (2.82)
+ | Ty + Tydy dxdz — Ty,dvdz
0Ty
+ | T + dz | dedy — T..dxdy
0z
simplificando se obtiene lo siguiente;
DV or, or, or.
Y p+8x+8y+8z (2:83)

Usando las ecuaciones (2.8) del tensor de deformaciones y sustituyéndolas en la ecuacién

(2.83), se llega a la forma general de la ecuacion de Navier-Stokes, estas ecuaciones para
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cierto p/, tienen la siguiente forma para la componente en x:

oV,

Tex = M Oz
oV,
Tiy = ILL ay
oV,
Tz = H 0z

—u’V-V)—

avy>

.

(2.84)

oV,
ox

lo mismo se hace con las otras componentes. Segiin Graebel (2007, pagina 27) se pueden
expresar las ecuaciones de Navier-Stokes en su forma mas general posible para cualquier

fluido Newtoniano de la siguiente manera:

DV, 7_8(p_u/V.V)+ B +2 |: <8Vz>} +£ |: (6VT ) 3 |: ( 8Vz):|
""pi T oz T ow oz oy Oy a2 |1
DV, p— W'V -V) o { (avy OV )} 0 [ (avy) o [ L OV- )}
= B — — — 2.85
P Dt dy tPByt ox - ox oy Bz a 0z ( )
DV, Op—p'V-V) 0 { ((')VZ 8Vx } 1o} { ( P )} 1o} { (QVZ)}
= B, + — il Z
Dt 0z Machirr s 22 )1y oy T t s

Donde p y i/ son los coeficientes de viscosidad primero y segundo respectivamente. En
el caso de u, es la viscosidad relacionada a la tasa de deformaciéon debido a los esfuerzos
dindmicos y en el caso de 1/, es la viscosidad debido al cambio de volumen que experimenta
el fluido. Hay que recordar que la relacion entre py p' es p/ = 2u/3 cuando el fluido es
isotrépico, entonces segin (Zikanov, 2010, pagina 18) las ecuaciones de Navier-Stokes toman

la siguiente forma:

DV, op 0 OV 0 8Vz 0 OV, 0V,

=—22.4 /B, V.V 42 = =
oo =g Bt g [ (o5 v ) [ g [ (G T e (5 + 7))
DV, ap d v, avz)] d [ ( avy)] d [ ( avzﬂ
7:7— B — —_ V-V+2 —_ 2.86
Dt ay P y+ax[“( oy M + o M oy (2.86)
DV, op o) oV, GVI 0 8Vy )} 7] [ ( 2 oV, )}

=-L 4B, +— = Zp(-2v-v+2
’ Dt 0z teBat oz {M( oz )} oy [,u( 0z K 3 + 0z
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Estas expresiones pueden escribirse de una forma méas compacta y conocida haciendo
uso del operador laplaciano y readecuando algunos términos utilizando la definicion de la

divergencia, esto queda de la siguiente manera:

DV, 0 0 /1
=pB, — op +uVAV, + p— <V V>
or \3

P Dt ox '
DV, JOp 9 0 <1 )

=pB, — —— V, 4+ p—(=V-V 2.87
P~ =PBy ayﬂN vty 3V (2.87)
DV, Op 9 0 /1

—oB, — —— V.4 pu—(-V-V
Ppr BT g TV Vet <3v >

Ahora, ademés de considerar un fluido isotrépico, se supondra que el flujo tendra densidad
p constante, es decir que V -V = 0, usando la ecuacion de continuidad. Asi se llega a las

ecuaciones de Navier-Stokes en su forma més 1til para flujos incompresibles:

DV, Op 9
p Dt p ox tuv
DV op
P Dty =pB, — By + uV?V, (2.88)
DV dp
= =pB. — — +uV?V,
p Dt p 0z T

Segin Shames (1996, pagina 405) podemos escribir el sistema de ecuaciones (2.88) en su

forma diferencial de la siguiente manera:

DV

P = pB — Vp + uV*V (2.89)

49



2.7.1 Ecuaciones de vorticidad y energia

A partir de las ecuaciones de Navier-Stokes se pueden construir dos resultados muy
importantes en la Mecanica de fluidos y estos son primero la ecuacion general de la vorticidad

y segundo la ecuacion de trabajo y energia.

Ya se dedujo la ecuaciéon de vorticidad para el flujo laminar incompresible, ahora véase el

caso general, primero se escribird las ecuaciones (2.85) en su forma diferencial:

DV
P =~V = V(Y- V) + pB + uV?V 4 u¥V(V - V) (2.90)

Ahora se pasa a dividir la densidad (p), se expande el operador de la derivada material y se
aplica el operador rotacional en ambos lados de la ecuacion (2.90):

ov !
Vx o+ VX (V- V)V =-Vx (@)+VXB+VXH[VQV+V(V-V)] —vxLvw-v) (2.91)
p p p

Se usan ahora las identidades vectoriales (2.19), (2.22), (2.28), (2.30) y (2.33) ademads de la

propiedad del rotacional para el producto de un escalar por un vector:

0 1
=(VxV)-Vx[Vx(VxV)]=-V|[-]) xVp
o <p> (2.92)

+V><B+/;V2(V><V)+V(z> xV(VV)v(‘;') X V(V - V)

Ahora se aplica la definicién de vector vorticidad (2.16) y la siguiente identidad vectorial:

V x (A xB)= A(V-B) - B(V-A) + (B-V)A — (A-V)B (2.93)

Entonces, se tiene que:

9] 1
&(2w) +(V-V)2w|+2w(V-V) - (2w- V)V = -V (p) x Vp 0

+VXB+/;V2(2w)+V('Z> xV(V-V)—V(’;’) X V(V-V)

Por tltimo se usa la definicién de la derivada material para el vector vorticidad (2.18), donde
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se obtiene la ecuacion deseada:

D(2w)
Dt

+20(V-V) = (2w V)V = -V <1> X Vp
P , (2.95)
4V xB+ %VQ(Qw) +V <’;> X V(V V)=V <*;) X V(V-V)

Para el caso donde el fluido es isotrépico, la densidad es constante y las fuerzas de cuerpo

son campos escalares, entonces se obtiene la ecuacion (2.34).

Para la ecuacion de trabajo y energia, se procede de la misma manera, se empieza con las
ecuaciones de Navier-Stokes (2.90) en su forma diferencial, se procede aplicando el producto

escalar con el vector velocidad en ambos lados de la ecuacion:

DV
pﬁ.vz_vp.V_u/v(v.V).V+pB.V+uV2V~V+uV(V~V)~V (2.96)

Usando propiedades del producto escalar, la ecuacion (2.96) se puede expresar como sigue:

D (V.-V ’
2 (2> ==Vp-V—p(V-V)+p(V-V)=pV(V-V)-V (2.97)

V.V
+pB-V+uV2(2>+uV(V-V)-V

Se utiliza la propiedad de la divergencia para el producto de un escalar por un vector,

quedando:

D /V-V
P Dy (2) =—V-(pV)=V. - (rV)+ V- (7V) 208

V.V
+p(V-V)+pB-V + uV? (2)—M’V(V~V)-V

Ahora se sustituye %V -V por e, donde e es la energia por unidad de masa y se procede a
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comparar con la ecuacién (2.64), obteniendo la relacién deseada entre trabajo y energia:

D
p2E =V . (6V) +pB -V
Dt (2.99)

+ [uV2e + pV (V- V) - V4 p(V - V)| = ['V(V - V) - V+ V- (V)]

Los términos de la ecuacién (2.99) entre corchetes guardan una estrecha relacion con la ley de
conservacién de energia (2.64) estudiada anteriormente, el trabajo realizado por las fuerzas

de cuerpo y superficiales del fluido se convierte en calor, como se muestra a continuacion:

Q-V-q=[p(V-V)+pV’e+uv(V-V) V|
(2.100)
— [P VVAHVr- VAV ]p— (V- V]-V=Vp-V+2/V(V-V)-V]

Segtn Graebel (2007, pagina 37), el término negativo de la ecuacién (2.100) es conocido como

la funcion disipativa, esta puede expresarse como:

®=7-VV+Vp—py(V-V)]-V
oV, ov oV,

x
= Tax + Ty + Tiz +
ox x

ox
e Ny OV OV (2.101)
yx ay yy ay yz ay

avz 8Vz aVZ !/
sz@‘i‘sz@‘i‘TzzW‘i‘V[p—M(VV)] -V

En conclusion, la ecuacion (2.100) se puede escribir como:

Q-V-q=[V-@V)+(V-7)-V+uV(V-V)-V] = [VT-V4+&+2,/V(V-V).V] (2.102)

Esta ultima ecuacion (2.102) describe como se comporta la tasa de energia liberada por el
movimiento del fluido, la relacién que existe entre la energia mecanica y calorifica. Para un

flujo laminar incompresible, la ecuacién (2.102) toma la forma:

Q-V-q=(V-7)-V-V-(7V) (2.103)
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2.7.2 Condiciones de frontera para el modelado del movimiento de un fluido

En resumen, las ecuaciones que definen el movimiento de un flujo laminar incompresible

son las siguientes:

V-V=0

DV 9V

- 2 (V- V)V

ot ot T VY

DV

—— =pB - Y
Py =P Vp + puV

De .
Q-V-q=(V-7)-V-V-(1V)
Dw

H o2
= (w- V)V + By
p (w-V) —i—p w

V-w:V-<;V><V):0

Segin C. Pozrikidis (2017, paginas 397 a la 398), las condiciones de frontera para encontrar
una solucién a las ecuaciones de Navier-Stokes (2.104) en un flujo laminar incompresible,

deben ser tales que la velocidad y los esfuerzos en la superficie de control cumplan lo siguiente:

1. Superficie sélida impermeable: Esta condicién de frontera es también conocida
como la condicion de pared rigida (Zikanov, 2010, pagina 27). Para flujos viscosos, se
tiene que Viia = Vipanr, no hay lo que se llama capa desprendida. Sea n el vector normal

a la superficie de control o frontera, entonces la siguiente condicion se cumple:
n- (‘/fluid - Vwall) =0 (2105)

Esto asegura que el flujo se mantiene dentro de la superficie de control. Para flujos
no viscosos, pues la situacion es diferente, la velocidad en la frontera es cero, la capa
limite esta desprendida. Debido a la friccion, la temperatura en la frontera debe ser

considerada en algunos casos, entonces el flujo de transferencia de calor en la frontera
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queda definido como:

KV -0+ h(D = Tyay) = 0 (2.106)

Donde k es la constante de conduccion de calor del material, h es una constante de
enfriamiento (ley de enfriamiento de Newton) y I'(x,y, z,t) es el campo de temperatura
asociado al flujo. Otra cualidad que debe cumplir la frontera es que esta sea una
superficie material (Graebel, 2007, pdgina 28), es decir que si F'(z,y, z,t) es la funcién

que define la superficie de control, entonces se cumple que:

DF

Dt lwau (2.107)
F(z,y,z,t) =0

. Superficie libre: Una superficie material donde los esfuerzos normales y tangenciales
son uniformes, es llamada una superficie libre. Los esfuerzos deben ser continuos en
cualquier parte del fluido, de no ser cierto esto, el campo de aceleraciones diverge. Sin
embargo, cuando la densidad no es constante (por ejemplo si el flujo fuera multifésico y
hubiera una interfaz entre un liquido y un gas), puede que existan variaciones en los
esfuerzos y esta diferencia de esfuerzos se deba a la tensién superficial de la interfaz
(la interfaz se entiende como la frontera entre dos fluidos 6 entre la superficie material
y el fluido contenido en ella). Definamos 7™ como el esfuerzo en la direccién hacia
afuera de la superficie de control S y sea o la tension superficial por unidad de longitud,
asumiendo que una curva C, el vector normal unitario n y el vector tangente unitario t
estan contenidos en un plano normal a la interfaz y que la fuerza de tension superficial es
localmente tangente a lo largo de C y a la superficie S, se cumple la siguiente condicién

de equilibrio (Graebel, 2007, pagina 28):

i — 0] - dA = § (ot x ) -a 2.108
/ /s [Tfluzd wall] C(U xn)-ds ( )
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Donde n es el vector normal unitario a la superficie y t es el vector tangente unitario a
la superficie. Usando el teorema de Stokes en la parte derecha de la ecuacion (2.108), se

obtiene lo siguiente:
/C(at xn)-ds = /S[v x (ot x n)] - dA (2.109)
Al hacer uso de la identidad vectorial:
Vx(AxB)=(B-V)A—(A-V)B+A(V-B)—-B(V-A) (2.110)
y al hacer o = ot, la integral (2.109) toma la siguiente forma:

J[1t0-¥)o (o Vm+ (Y -m) ~n(V 0] -dA .111)

Ahora se iguala la ecuaciéon (2.111) con la proposicién original (2.108), ya que son

expresiones equivalentes:

// fivia = Tuan] - 4A = // n-V)o—(o-V)n+o(V-n)—n(V-o)-dA

=T = V)o - (¢-V)n+o(V-n) —n(V-o)

(2.112)

wall —

(n) (n)

Por tltimo se define V1 = 74,0 —T,

wall» €ste vector se puede separar en dos componentes

ortogonales entre si, en direccién n y o respectivamente, quedando esto:

n-Vr=—(o-V)n—n(V-o)
(2.113)

t-Vr=n-V)o+o(V-n)

Estas ecuaciones (2.113) son conocidas como la la ley de presion de Laplace (componente
tangencial en la direccién de t) y la fuerza de traccion de Marangoni (la componente

normal en direccién de n).
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3. La interfaz fluida: La continuidad del campo de velocidades en cualquier parte del
flujo es imprescindible y requerida, sin esto no existiria continuidad en los esfuerzos.
Las componentes de esfuerzo en la frontera deben cumplir las ecuaciones (2.113) en
caso de que existan variaciones en los esfuerzos, estas variaciones deben ser continuas y
diferenciables. En el caso de que el problema se seccione en partes, las velocidades en

cada seccién deben ser continuas, es decir:

Van :Vclmt (2 114)
DVz2n — thl)ut '
Dt Dt

En cada salto deberé existir la continuidad del campo de velocidades y aceleraciones,
esto incluye condiciones iniciales 6 cualquier otra relacién constitutiva a considerar en

el flujo (Zikanov, 2010, pagina 29).

Una superficie material no debe confundirse con una superficie acotada. Una superficie
acotada es aquella conformada por la presencia de dos materiales distintos en la frontera. La
superficie material es aquella conformada de un mismo material (Huilgol, 1990), el vector
normal N a la superficie crea una componente de velocidad V constante a lo largo de la

superficie material, es decir:

V.-n=C=Vcosb (2.115)
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2.7.3 Analisis adimensional y las ecuaciones de Navier-Stokes

Las formas adimensionales de las ecuaciones de Navier-Stokes se usan para estudiar la
similitud dinamica de muchos problemas de transporte con diferentes geometrias, existen
problemas con niumero de Reynolds bajo y numero de Reynolds alto. Las ecuaciones para

cada caso se expresan de la siguiente manera:

» Para flujos con un niimero de Reynolds alto, la forma adimensional se obtiene sustitu-

yendo las siguientes escalas (Fletcher, 1998, pigina 12):

u = — r = — P —_ -
U L =g Y70
V, Yy B Ut
R Ay Pt 2.116
/A A A L (2.116)
w = — z = — = —
U L * g
Quedando entonces las siguientes ecuaciones:
Du* op* b 1 o
Dt~ or B Re’ "
Dv* op* by, 1 .o
=— — —V** 2117
D oy B Re' ! (2.117)
Dw* op* b: 1
w — _ p z + —V*Zw*

Dt 0z Fr’  Re

Donde Fr es llamado el nimero de Froude y este parametro adimensional mide la

relacion entre las fuerzas inerciales y la gravedad, esta definido como:

Fr = \/Z_L (2.118)

= Para flujos con un niimero de Reynolds bajo, las escalas a sustituir serian las siguientes:
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u = — r —= — —_ e
U L g V' T
v, y B Ut
s Yy x Y e Dy e UL 2.119
LT e A L (2.119)
* VZ * z b* BZ
w = — z = — —
U L * g

Obteniendo la siguiente forma adimensional de las ecuaciones de Navier-Stokes:

Du* op* Re

R - _ %2 % 71)*
eDt* ax*+v u—l—FrQI
Dv* op* 9 Re
R = — o 4 == bF 2.120
e Dp ay*+v U+F‘r2y ( )
Dw* 8]9* *2 % Re *
ReDt* __8z*+v w —|—Frsz

Para fines practicos y con valores de niimero de Reynolds muy altos o muy bajos respectiva-

mente, se tienen las siguientes formas diferenciales:

DV* 1 .,
— Xk - * V*
Dt* v b + Relv

DV* * ok *2% 7*
i =-Vp"+ V"V

(2.121)
Re2

Estos flujos son conocidos como flujos eulerianos si Re; — oo en el caso de la primera
ecuacion en (2.121). En el caso de la segunda ecuaciéon en (2.121), Si Rey — 0, entonces se

dice que son flujos de Stokes (Laurendeau and F Kafyeke E and Tuncer Cebeci & P.Shao, 2005).

Para terminar con esta seccion de las ecuaciones de Navier-Stokes, se requerira revisar
primero los modelos de flujos turbulentos usados hasta el momento, las ecuaciones para
flujos laminares incompresibles se pueden resolver directamente, pero la realidad es que la
mayoria de problemas de transporte son turbulentos y el caso que se quiere estudiar no es la
excepcion, asi que se debe adecuar las ecuaciones de tal manera que simulen la turbulencia lo

mas aproximado que se pueda.
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2.7.4 Las ecuaciones de Navier-Stokes con promedio de Reynolds (RANS)

El fenémeno de turbulencia es en extremo complejo para simular su movimiento haciendo uso
de las Ecuaciones de Navier-Stokes. Se procede entonces a aproximar y acotar las fluctuaciones
haciendo uso de métodos estadisticos, a este problema se le llama El problema de cerradura (Wilcox,
2006, Capitulo 2, pagina 11). Existen distintos tipos de modelos de turbulencia, donde se modela la
velocidad como un promedio temporal, espacial y de ensamble, cada modelo pensado para distintos
tipos de turbulencia, para una turbulencia estacionaria se usaria un modelo basado en el uso de un
promedio temporal. En un caso de turbulencia homogénea, se piensa en un modelo con promedio
espacial. Para casos donde se realizan experimentos como ser para encontrar similitud dinamica con
distintas geometrias, se puede aplicar un promedio de ensamble si estos eventos decaen en el tiempo.
Para el desarrollo de las ecuaciones de Navier-Stokes de Reynolds promedio se piensa en un modelo

de promedio temporal. el cual se define de la siguiente manera:

ui(x,t) = Ui(x,t) + d;(x, t)

1 [T
ui(x,t) = Tlgréo 7/ wi(x, t)dt + u;(z, t)

(2.122)

Donde u; representa el valor promedio de velocidad, U; es la velocidad instantdnea y u;’ es la
(2 9 (2 (2

variacién de la velocidad instantanea. Ahora, se pondra atencién a las ecuaciones de Navier-Stokes

para un flujo incompresible, se sustituye la velocidad con promedio temporal en la ecuaciéon de

continuidad y conservacién de momento como sigue:

(2.123)
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Expandiendo la derivada material y haciendo lo mismo en la ecuaciéon de continuidad se obtiene lo

siguiente:

V.-U=-V-1i
DU D

p[m+;;] = pB — Vp+ puNV2U + uV*i — (U -V)b — (4- V)U (2.124)
D1 9, . .

pﬁ—,uVU—O, Siv-a=0

Fijese en el término —(U - V)4 — (4 - V)U, obsérvese lo siguiente:

oU; 0, . o
S = 8u' =0 (De la ecuacién de continuidad)
i i (2.125)
6Uj , 8Uj

—(U-V)b— (4 VU = —U;

El término antes mencionado puede escribirse como 0/0x;(;1;), asumiendo que U ~ % (usando
el operador de Reynolds sobre valores promedios), quedando las ecuaciones de Navier-Stokes con

promedio temporal:

il
O, U 0 0y o (2120
pam'i P J :L'j o 8901 8.%']' H I pii J

Donde S;; es el tensor de deformaciones (2.8) y al término 4,4, se le llamara tensor de esfuerzos
de Reynolds. Las ecuaciones antes mostradas estan abiertas, es decir, que hay més variables que
incégnitas, para ello se necesita formular mas ecuaciones que varian en su forma dependiendo el
enfoque que se decida usar para modelar la turbulencia (Wilcox, 2006, padgina 40). En la biisqueda
de nuevas ecuaciones se implementa la siguiente ecuacién, llamada la ecuacion del esfuerzo del

Reynolds:
DRZ']'
Dt

= D;j + Pij + i + Q45 — €5 (2.127)

Donde R;; = 4;uj, y su derivada material, representa la tasa de cambio del esfuerzo de Reynolds,
D;; representa los esfuerzos debidos al transporte difusivo, P;; representa los esfuerzos debido al

transporte convectivo, §2;; representa debido al transporte debido a la rotacién o vorticidad y €;;
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representa la tasa de disipacion de energia. La deduccion de la ecuacion 2.127 se logra a través de la

ecuacion de energia y los principio de conservacion:

aTij 787}']' auj ow;
at "oz, %oz Mo,

— — —— (U 2.128

,<8ufi au'j>_2 0d; 0u;
8xk 8.2%
027
, 5@ i
puy ])%7paxka$k

Los términos de la ecuacién son los siguientes:

ou; ou;
L. Pij = —Tjkge: — Tjkga-

oxy oxy

9, 0u; 9uj
3. €ij = 2055, om,

4. D;; = —i(m+pdj5ij)

oxy

327'1-]'
8$kamk

5. Qij =P

Con esto se cierra el problema y las ecuaciones de Navier-Stokes quedan simplificadas drasticamente.
Los modelos de turbulencia van a variar dependiendo las suposiciones que se hagan acerca de
los esfuerzos antes mencionados, pueden mencionarse cuatro tipos de modelos para simular la

turbulencia:

Modelos algebraicos

Modelos de una ecuacién

» Modelos de dos ecuaciones (K -w / K -¢)
s Modelos de esfuerzo-transporte

Maés adelante se discutird los modelos K — w propuesto por Kolmogorov (1972) y K — e propuesto

por Launder y Spalding (1972) entre otros (Wilcox, 2006, Capitulo 1).
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3. PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL

3.1 Metodologia general

El proceso consiste en el modelado de las ecuaciones diferenciales que definen el movimiento
del fluido a través de la tuberia, canal o vertedero, estas ecuaciones son mejor conocidas
como las ecuaciones de Navier-Stokes (Mora, 2017). Se resuelve el problema usando métodos
numeéricos, segiin Cabas y Ariza (2018), el disenio de las tuberias, canales o vertederos y
todo el proceso que exige la simulaciéon depende mucho del tipo de flujo a transportar, entre
otras caracteristicas propias del problema, todo esto definira el modelo fisico a implementar.
Para el movimiento de un fluido o flujo, se necesita entender el comportamiento asintético
de las ecuaciones de Navier-Stokes (Véase 7), por ejemplo se puede citar el modelamiento
de un flujo para nimeros grandes de Reynolds (Moreau, 2004). El modelamiento asintético
consiste en el estudio de los limites o comportamientos terminales de los funcionales en un
espacio dado, esto quiere decir que dentro de un mismo espacio muchos funcionales pueden
ser asintoticamente equivalentes, es decir, tienen el mismo comportamiento terminal. El caso
particular que se quiere estudiar son las tuberias con grandes caudales y dimensiones, los
flujos internos a través de tuberias en un sistema hidraulico que tiene como fin transportar
un gran volumen de agua. Este modelamiento se llevara a cabo caracterizando el flujo, en

este caso el estudio se enfocara a flujos incompresibles debido a la accién de la gravedad.

Con los resultados obtenidos en la simulacién se definira los pardmetros de diseno y
accesorios necesarios para construir el sistema hidraulico como ser espesores, didmetros
y material, Dzodzo, Liu, Cioncolini y Spiegelman (2006) explican en su trabajo como la
simulaciéon obtenida con técnicas CFD permite observar los patrones de flujo y velocidades
axiales resultantes, al igual que el autor mencionado, se usara la informacién obtenida en la

simulacién para proponer el disenio mas apropiado.
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Los métodos y técnicas a utilizar seran los métodos numéricos empleados en el CFD,

algunos autores proponen los siguientes métodos numéricos, como ser:
» El método de diferencias finitas (C. Pozrikidis, 2017, pagina 521)

» El método de los volimenes finitos (Laurendeau and F Kafyeke E and Tuncer Cebeci &

P.Shao, 2005, pagina 157)
» El método de los elementos finitos (Ferziger y col., 2002, pagina 40)

Estos son los métodos empleados mas conocidos para resolver directamente las ecuaciones de
Navier-Stokes. Hasta el momento hay tres enfoques adaptativos importantes para resolver las

ecuaciones de Navier-Stokes:

» El enfoque DNS (Direct Navier-Stokes Solution): Consiste en resolver las ecuacio-
nes de Navier-Stokes sin implementar ningtin modelo de turbulencia. Usando escalas de
Kolmogorov, se propone un mallado lo suficientemente pequenio para simular todas las
escalas espaciales y temporales de turbulencia, lo que resulta en un alto costo compu-
tacional, segin Malalasekera, H K Versteeg (2007, pagina 112) el uso de métodos

espectrales con supercomputadoras ha dado los mejores resultados hasta el momento.

» El enfoque LES (Large Eddy Simulation): Este enfoque consiste en crear un modelo
que predice la aparicién de los vértices de mayor tamano (“Large Eddies” en inglés)
en el flujo, a diferencia de solo calcular el efecto superimpuesto de muchos “eddies”

pequenos en una sola capa media (“mean flow” en inglés). El costo computacional es

significativo pero no mayor al exigido en el enfoque DNS. Se caracteriza por el uso de

funciones de filtro, con el fin de ignorar en la simulacion los vortices de menor tamafio

(Malalasekera, H K Versteeg, 2007, pagina 98).

» El enfoque RANS (Reynolds Average Navier-Stokes): Es un enfoque que busca
modelar la turbulencia del flujo de manera estadistica y solo tomando en cuenta el efecto

de los vortices pequenos y su efecto acumulado, es decir, que el modelo simula como se
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disipa energia a través de la turbulencia y predice los esfuerzos generados debido a la
turbulencia. El costo computacional necesario para implementar el enfoque de promedio
temporal RANS es muy bajo en comparacién con el LES y el DNS, pero su uso solo se
restringe a flujos en una sola direcciéon, para flujos circulares, con geometrias diversas y
complejas se debe usar un enfoque hibrido DNS/LES o DNS/RANS. También se utiliza
la hipétesis de Boussinesq para modelar la viscosidad de los vortices, considerando
casos de total isotropia o ansitropia, ademas si considera si el flujo es de niimero de
Reynolds alto o bajo. Esto hace del enfoque de promedio temporal RANS, el enfoque

mas empleado y versatil disponible.

Segtin Salcedo, Bayén y Chueca (2017), la técnica de los elementos finitos con el enfoque
RANS es la més ampliamente utilizada hasta el momento. Existen también enfoques mixtos
como ser el enfoque DNS/LES y RANS/DNS. Sobre el enfoque DNS/LES, hay muchas
observaciones al respecto sobre su uso, precision y costo computacional, Hoffman y Johnson
(2006) menciona en su trabajo que el costo computacional con el Método de Galerkin
(Generalizacién del método de los elementos finitos) usando el enfoque DNS/LES es razonable

para los casos de un flujo incompresible turbulento con un nimero de Reynolds alto.

Sobre el enfoque RANS/DNS donde el enfoque DNS se aplica como un modelado prelimi-
nar, se toma los resultados de este método como base de datos de entrada (input data) para el
modelado con RANS de las ecuaciones de Navier-Stokes, en este caso se usa el enfoque RANS
como un refinamiento o mejoramiento a través de métodos estadisticos (Poroseva, Colmenares
F. & Murman, 2016), se puede mencionar el uso de técnicas de Monte Carlo es un ejemplo
de esto, otro ejemplo de esto lo podemos ver en el trabajo de Voet, Ahlfeld, Gaymann, Laizet
y Montomoli (2021) quien dice: “El objetivo principal...es encontrar métodos en el campo de
la Mecdnica de fluidos que combinen todas las piezas de informacion que estan disponibles
tanto en las simulaciones con RANS como en el DNS, en una forma eficaz que mejora la

precision en los calculos con un costo computacional razonable.”
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Para el problema propuesto se usaran simulaciones con el uso de las ecuaciones de

promedio temporal RANS con un modelamiento de los esfuerzos de Reynolds K — ¢ para

flujos incompresibles. Se comparara el resultado usando las técnicas numéricas mencionadas

anteriormente. El modelado del problema consiste en las siguientes etapas:

Encontrar las ecuaciones de movimiento para el flujo propuesto y las diferentes condi-

ciones de frontera.

Encontrar las escalas apropiadas y los grupos adimensionales més pertinentes para el

problema propuesto.

Usar el Modelo K — e o bien K —w para simular el efecto de la turbulencia sobre el
flujo, es decir, expresar las formas adimensionales propuestas para las ecuaciones de
movimiento, al usar el modelo de turbulencia, incluyendo las ecuaciones de disipacion

de energia de turbulencia y cualquier otra relacion constitutiva que tenga el problema.

Proponer un mallado apropiado para el flujo e implementar un método numérico que

permita encontrar los campos de velocidades, aceleraciones y vorticidades.

Con la informacion obtenida, encontrar las presiones y esfuerzos axiales sobre la superficie

de control en cada tramo.

Se estudiara a fondo las librerias y funcionalidades dé OpenVFOAM®. En el caso de

OpenFoam, es un software libre que permite simular el flujo de una tuberia. Este software de

uso libre tiene almacenado las librerias de los métodos de calculo para la implementaciéon del

método de los elementos finitos, diferencias finitas y volimenes finitos, ademéas que ofrece

la oportunidad de graficar y simular en 2-D y 3-D usando un software adicional llamada

ParaView. Una vez elaborado el codigo para el sistema de tuberias propuesto, el cédigo

elaborado en OpenFoam se implementara para el calculo de las presiones en la capa limite del

flujo. Con los resultados obtenidos se propondra un disefio para una pieza en el sistema de
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tuberias para el uso de una turbina en una represa hidroeléctrica. Esto consiste en proponer

un didmetro, espesor y material para la pieza localizada en el tramo de tuberia.

Para la simulacién de flujos incompresibles en OpenFoam se necesita conocer a fondo
la hipotesis de los métodos y las ecuaciones de Navier-Stokes. Se utilizara en este caso el

método de los elementos finitos y el enfoque adaptativo RANS.
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Figure 3.1. Ejemplo de una simulacién realizada en OpenVFOAM® y renderizada en
ParaView®
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3.2 Meétodo de los elementos finitos

El método de los elementos finitos consiste en un conjunto de técnicas numéricas las
cuales pretenden resolver ecuaciones diferenciales parciales que describen problemas fisicos
con geometrias muy complejas y dificiles de manejar, por ejemplo problemas encontrados en
el drea de la Ingenierfa civil (Zeng, Li & Zhang, 2016), Ingenieria mecénica (Onuchin, 1977;
Seoane, 2018), Ingenieria aeronautica, Mecanica de fluidos, Electromagnetismo y Biomecanica.
La caracteristica principal del analisis de los elementos finitos es la discretizacion, esto consiste
en la creaciéon de subdominios o pequenos sistemas llamados elementos finitos que estan
interconectados en ciertos puntos en comun llamados nodos. En el contexto de la Mecénica
de fluidos computacional o CFD, existen tres formas de aplicar el analisis de los elementos

finitos:

= Método de los volumenes finitos: la caracteristica principal de este método esta
en su formulacion clasica a partir de los principios de conservaciéon. Un ejemplo de este
método esta en el trabajo de Seoane (2018) acerca del uso de volimenes fraccionados

con el método de volimenes finitos.

= Método de Galerkin: A diferencia del método anterior, su formulaciéon consiste en
una base discontinua de funciones que bajo una técnica de interpolaciéon apropiada

genera una soluciéon regular al problema.

» Método de los elementos finitos discretos (DEM): Es una técnica implementada
para simular flujos multifasicos, por ejemplo particulas de suelo presentes en un flujo,
se simula la interaccion de la particula con el fluido (Nguyen & Indraratna, 2020). Otro
ejemplo de esto se encuentra en el trabajo de Zeng y col. (2016), donde se simula el

proceso de fractura hidraulica para la extraccion de gas.

Se procedera a explicar la formulacién y analisis de cada método de elementos finitos,

se mencionaran casos particulares donde se ha aplicado el método mencionado, ventajas
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y desventajas, entre otros detalles sobre su programacion, en este caso en OpenVFOAM®.
El objetivo es proponer una metodologia basada en el uso de técnicas de elementos finitos
usando OpenVFOAM® como plataforma de simulacién, se usara una combinacién de librerias
para simular el flujo en discusion. Se discutira el planteamiento de las ecuaciones diferenciales
parciales con sus condiciones de frontera y lo mas importante la formulacion débil del problema,
para luego realizar el respectivo codigo en OpenVFOAM®, haciendo uso de las librerias y
extensiones apropiadas para el calculo con técnicas CFD.

Sobre la eleccion del método de los elementos finitos se debe a que el método de los
volimenes finitos redunda al uso del método de las diferencias finitas, al igual que en el
método de Galerkin discontinuo, se implementan siempre técnicas de diferencias finitas para
la formulacién débil (Cheney, Hoffmann, Christoph, Boonkkamp & Technische, 2005). Sobre
el uso del método de Galerkin discontinuo, se encuentra en la categoria de métodos de residuos
ponderados, como ser el método de colocacién, método de subdominios, método de minimos
cuadrados, la idea general es encontrar una solucién a través de una interpolaciéon. Un método
muy parecido al método de subdominios es el método de volimenes finitos. Usando el principio
de conservacion de masa al momento de discretizar nuestro espacio en subdominios se puede
aproximar la solucion haciendo uso de volimenes de control, encontrando el equilibrio de
flujos en cada uno de los subdominios creados (Fletcher, 1998). Véase la figura 3.2 para més

detalle:

Figure 3.2. Malla bidimensional utilizada en el método de los voltiimenes finitos (Fletcher,
1998, Pagina 106)
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3.2.1 M¢étodo de los volimenes finitos

Para entender correctamente el método de los voliimenes finitos, se debe primero definir
muy bien el problema de transporte de materia a resolver, en este caso un fluido a través de
una tuberia de geometria cilindrica. Este flujo debe discretizarse de tal forma que se cumplan
los principios de conservacion de masa, por eso es comun ver aplicado el método de volumen
fraccionado (VOF) junto con el método de volimenes finitos. Los mallados mas empleados

son los mallados de bloques estructurados (Ferziger y col., 2002, Pagina 300-302).

Block-Interface

Block B

Block A Ol ...

e Cell centre
o Cell-face centre
4 Cell vertex

© Ghost node

Figure 3.3. Malla de bloque estructurado empleada en el método de los voliimenes finitos
(Ferziger, H & Peric, 2002, Pagina 298)

Al tener claro las formas de transporte de materia, se puede hablar entonces del método de

los voliimenes finitos considerando un flujo completamente difusivo y estable (Malalasekera, H

K Versteeg, 2007, Pagina 115), este es el caso més simple para describir un flujo incompresible

dentro una tuberia. La formulacién del método parte de la ecuacion general de transporte
(2.4):

V- (DVe)+R=0 (3.1)

Integrando para un volumen de control se obtiene la formulaciéon deseada:

/ V- (DVe)dV + / RV =0 (3.2)
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Entonces, haciendo D = i, c =V y R = pB — Vp, se obtiene lo esto:
/w (VV)dV + /deV - /vpdv —0 (3.3)

Esta es la ecuacién de un flujo de Stokes, se mueve muy lento y su ntimero de Reynolds
es extremadamente bajo, casi cero. De manera similar, se procedera con las ecuaciones de
Navier-Stokes para un flujo incompresible por gravedad en su forma adimensional, se integrara
un volumen de control para asi formular el método de los voliimenes finitos:

DV~
Dt*

1
d :—/ “n*d /7 2y 4
% ViV + [ 2V % (3.4)

A partir de aqui se puede formular el problema como una integral numérica, dependiendo la
técnica numérica a utilizar, asi sera la formulacién débil de la ecuaciéon. Se intenta resolver
una tuberia que transporta un volumen considerable, si el niimero de Reynolds es muy grande

y fluye por gravedad, se puede aproximar el problema como sigue:

D *
Viv — - / VAV
Dt
v (3.5)
/l(v V)V +8t] dV:—/VpdV

Este flujo recibe el nombre de flujo euleriano. Los detalles sobre la discretizacion del mallado
y formulacién débil de la ecuacién se llevaran a cabo en la seccion de resultados 4. Se haré
mencion de algunos articulos donde se resolvié un problema de transporte haciendo uso del

método de los volimenes finitos:

» En su trabajo, Celeita (2016) utiliza el método de los volimenes finitos para simular la

descarga sobre un alcantarillado de aguas lluvia. La formulaciéon débil de su problema
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Figure 3.4. Celda utilizada en el modelado del alcantarillado (Celeita, 2016, Pagina 27 y 28)

es la siguiente:

/V~ﬁdS:0

/é)((ng)dv+/v.(pVV)dv:/T_ﬁdS+/dev (3.6)

Al aplicar las condiciones de frontera y sustituir la forma débil de las derivadas se

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones de primer orden:

—u1 Ay — v Ax + usAy + viAzr =0

3.7)
dp Ax (
—ﬁAasAy + p(uj—y — 2u; + uj+1)A—y =0

Las ecuaciones obtenidas anteriormente son para una celda rectangular en dos dimen-
siones como se puede ver en la figura 3.4, el sistema se resuelve usando algoritmos de
algebra lineal como ser eliminacion gaussiana o métodos iterativos como ser el método

Gauss-Seidel. En la figura 3.4 se muestra la discretizacion del problema.

» Mattos-Villarroel y col. (2021, Pagina 18-21) en su trabajo sobre uso de técnicas CFD
para encontrar el coeficiente de descarga de un vertedero. Utilizan el método de los
voltimenes finitos para modelar su problema junto- con la técnica VOF citada en
el articulo, las ecuaciones son las mismas que en el articulo anterior (3.6), la tnica

diferencia es que aplica el método del volumen fraccionado en la formulacion débil del
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problema. Al aplicar las condiciones de frontera del problema asociadas a la geometria

del vertedero, la formulacién de la ecuacion de continuidad del problema seria:

1 O(a;p; - 7., .

/ 19 é?tp Jav + / (iV;) - idS = / SodV + S (i — ;) AV (3.8)
Pi 1

Implementa un procedimiento similar de integracién numérica, proponiendo celdas con

volumen fraccionado, ademas utiliza un modelo de turbulencia K — . Sobre el uso del

método de volumen Fraccionado junto con el método de los voliimenes finitos se puede

revisar el trabajo de Zambrano y col. (2017), aplicado a una tuberia que transporta

aceite.

Bustamante, Nieto y Giraldoa (2008) implementan el método de los voliimenes finitos
en su trabajo sobre mallados no ortogonales, destinado a geometrias curvas. Siempre
se resuelve las ecuaciones para un flujo incompresible (3.6). La formulacion débil del

problema se da de la siguiente manera:

N

Z(pv : ﬁAS)l =0
N = N (3.9)
S (pV*V = uVV) - iAS] = = (pn,AS),
I=1 I=1

Los volimenes de control utilizados se muestran en la figura 3.5, en el articulo se
muestra el calculo necesario para determinar la forma débil de las derivadas, haciendo
uso de la definicion de la divergencia y cada término de la ecuacién de momentum. Se

usa el algoritmo SIMPLE para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes.
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Figure 3.5. Volumen de control usado en el articulo (Bustamante, Nieto & Giraldoa, 2008,
Pagina53-56)
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» Ceretani, Sanziel y Portapila (2013) en su trabajo sobre la implementacién del método
de los volumenes finitos en OpenFoam, hace mencion de la libreria IcoFoam para resolver

las ecuaciones de Navier-Stokes.

» Lizeth, Mellado, Ernesto, Ibarra y Fonseca (2013) en su articulo sobre las ecuaciones de
Navier-Stokes para un flujo incompresible, utilizan el método de los voliimenes finitos
junto con una adaptacion de los pasos fraccionados (Fractional Step Method) para el
acoplamiento de la presion junto con la velocidad. Dicho acoplamiento se plantea de la
siguiente manera:

Vp=—(v-V)v+ };Av —1I (—(v -V)v + lAv)

Re (3.10)

1
b ( (U )U R€ U)

Donde TI(-) es el operador Proyeccion, la ecuacion de Poisson mostrada anteriormente

(3.10), completa o cierra el problema de transporte a resolver.

» Tukovi¢, Kara¢, Cardiff, Jasak y Ivankovi¢ (2018) en su trabajo sobre el uso de
OpenVFOAM® para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes sobre un canal que
se deforma eldsticamente debido al flujo incompresible que lo atraviesa. Se formula un
solver en OpenFoam con el uso de técnicas de programacién en paralelo. La formulacion
del problema involucra las ecuaciones de Navier-Stokes junto a la ecuacién general de
transporte de Reynolds (2.35). En este caso también las ecuaciones que gobiernan la
deformacién de un sélido, como ser el tensor de Green-Lagrange (E)y el tensor Piola-

Kirchhoff (¥) en el modelo material de Venant-Kirchhoff, que define la conservacién de
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Figure 3.6. Volumen de control para la malla tridimensional no estructurada(Tukovié¢, Karac,
Cardiff, Jasak & Ivankovi¢, 2018, Pégina 6)

momento como sigue:
0 [ou
— | = dV = (- FNdS bdV
Vopoat<at> S()n ( ) * Vo
F=1+(Vu)"
+ (Vo) (3.11)
Y =2uE+ M\r(E)I

1 T T
Ezi(Vu—i-(Vu) + Vu - (Vu) )

El modelo matematico conformado por las ecuaciones mencionadas anteriormente
implementa una interfaz fluido-sélido (superficie material). La discretizacién del pro-
blema esta disenada con una malla tridimensional de poliedros, estos poliedros son los
volimenes de control, asi como se muestra en la figura 3.6. El método numérico es por
supuesto el método de los voltimenes finitos, se aplica una formulacion débil para las
derivadas, se usa el algoritmo PISO (PRESSURE IMPLICIT WITH SPLIT OPERATOR)
para resolver las ecuaciones obtenidas en la formulacién débil (Tukovié¢ y col., 2018,
Pégina 9). Por tltimo, se modela la paralelizacién usando la famosa descomposicion del
dominio, consiste en la creaciéon de subdominios para resolver de forma independiente

la parte solida y la parte del fluido usando procesadores separadamente.

» Quinodoz, Heidenreich y Vilar (2018) muestran en su articulo muestra muchos esquemas
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de discretizacion para la formulacion débil de Las ecuaciones de Navier-Stokes usando el
método de los volimenes finitos para su resolucién. Dentro de los esquemas mencionados

estan:

1. FUDS (FIRST ORDER UPWIND SCHEME)
2. CDS (CENTRAL DIFFERENCE SCHEME)
3. SOUS (SECOND ORDER UPWIND SCHEME)

4. HDS (HYBRID DIFFERENCING SCHEME)

Sobre la resolucion del sistema de ecuaciones obtenido en la discretizacion de las
ecuaciones para cada volumen de control (forma débil), se explica el método SIMPLE
(SEMI-IMPLICIT METHOD FOR PRESSURE LINKED EQUATIONS). Incluye guias de

programacion para cada esquema.

Sobre sus ventajas y desventajas, cabe mencionar que su formulacion es en extremo sencillo
de realizar, ya que parte de los principios de conservacién, dando cabida a muchas posibles
opciones usando técnicas numéricas (Laurendeau and F Kafyeke E and Tuncer Cebeci &
P.Shao, 2005). El software de apoyo mas popular en el uso de técnicas CFD para resolver
problemas ANSYS FLUENT, usa el método de los voliimenes finitos, esto es citado por los
autores antes mencionados. Su limitante més sobresaliente es su precisién para geometrias
muy complejas, el mallado debe ser lo suficientemente pequeno para lograr mejores resultados,

lo que incrementa el nimero de operaciones y costo computacional.
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3.2.2 Mcétodo de Galerkin

La esencia de este método esta en la teoria de la formulacion débil y el calculo variacional.
La idea principal del método es formular una solucién aproximada de una ecuacion diferencial
parcial a partir de valores iniciales. La metodologia empleada en el método de los elementos
finitos es la interpolacion y el uso de funciones de forma para discretizar el espacio en

subdominios llamados elementos finitos, asi como se aprecia en la figura 3.7:

Figure 3.7. Elemento tetraédrico empleado en un mallado de elementos finitos (Lewis,
Nithiarasu & Seetharamu, 2004, Pagina 73)

Todos los problemas discretos de transporte usando técnicas CFD estan basados en
algoritmos cuyo fin es encontrar una formulacion débil al problema, ya que todos ellos se
basan en un problema que no es linealmente independiente. Primero se definard la notacion
principal del problema para su formulaciéon débil. Se comienza con establecer el dominio de
solucién que se denota como €2 C R¥, se tendria la ecuacién diferencial parcial a resolver

CcOomao:

£(X) =0, QcCRY
I(X) =0, g C RV (3.12)

X(ty) = X3, o0p c RV
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Donde £(-) representa la ecuacién diferencial en su forma homogénea, I(-) representa la
ligadura dada por las condiciones de frontera en términos de sus derivadas normales en la
porcién 0Q de la condicién de frontera 02 de £(-), X(+) representa la variable de estado, la
cual se fija en una region de las condiciones de frontera de Dirichlet 0{2p donde el dominio
de la frontera 0€) es permisible. Por ultimo, se propone una solucién lineal que consiste en
la combinacién lineal de un conjunto de funciones que es llamado espacio de prueba (Trial

Space), al cual se le asigna el simbolo ¥, (t) para 1 < a < N, siendo la aproximacion:

a=1 (3.13)
=0 (t)Q1 + ... + Un(t) QN

Para hacer el error de aproximacion lo mas pequeno posible, se define una funciéon que dispersa
el error a través de QU OS2, que representa el dominio de solucién y su frontera. Esta se define

COo1mo:

eNt) = X(t) — XN (t) (3.14)

La formulacién débil del error de prueba para la aproximacion estaria dado:

/Q wt)eMdr =0, ¥ w(t)

(3.15)
/Qw(t)s (X —xN)dr = /Qw(t)s (XN)dr =0

Para poder evaluar todas las funciones de prueba w(t) se utiliza la siguiente interpolacion:

w(t) ~ w!(t) = 52_: op(t) Wy (3.16)
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Quedando la estimacion del error de aproximacién como sigue:

iwﬁ/gbﬁ(t)s(va)df:o, 0<p<I
=1 @

.y (3.17)
W, [{;wﬁ/ﬂgsﬁ(t)s (x™) d¢] =0, 0<B<N

La primera derivada debe cumplirse para que la aproximacion produzca la formulacién
débil deseada (Baker, 2014, Pagina 17-18). Ahora se introduce la implementacién de una
discretizacion del espacio de prueba, para ello se necesita definir una base para el espacio de
prueba. El dominio de solucion es segmentado, es decir, que se discretiza en subdominios

cuya interseccion sea vacia y cuya unién sea equivalente al dominio de solucion.
Q=U Q. (3.18)

Se procede entonces a crear una malla computacional que consiste en la uniéon de los
subdominios €2, llamados elementos finitos. La aproximacion de la soluciéon en términos de la

discretizacién definida anteriormente se formula como:

XV(t) =D Ua(t)Qa
a=1 (3.19)
X"(t) = U X (t)

En una implementacién discreta de elementos finitos, se utiliza la notacién funcional como

un producto escalar de la siguiente manera:

Xe(t) = {N:()}" - {Q}e (3.20)

Donde X, (t) es la matriz de rigidez del elemento finito. La matriz { N, (-)}" es conocida como
la base del espacio de prueba del elemento finito, cuyo argumento es un polinomio escrito en

coordenadas locales. En el proceso de la discretizacién del dominio de soluciéon, se tiene las
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coordenadas locales del elemento finito y la superposicién de todas las matrices en el sistema

de coordenadas globales es llamada matriz de rigidez del sistema.

/ (1) i Uge{Ne}s (x2) dt} —0 (3.21)

e=1

La solucién aproximada se basa en la hipdtesis de completitud y ortogonalidad que se describe
en la ecuacién de Sturm-Liouville. Esta ecuacion se describe como:
d du
L(u) = — (p x ) +[g(x) + Ar(x)ju=0, en Q

()
dz dz (3.22)

du
l(u) = i +apu=0, 08, 1=12

Las soluciones para esta ecuacién diferencial son llamadas eigenfunciones o autofunciones.
Estas ecuaciones tienen la principal caracteristica de que cumplen con las propiedades de

completitud y ortogonalidad, es decir:

/m Pl ) — we(w)]dz = 0 (3.23)

1

Donde £ es un operador autoadjunto. Sustituyendo la ecuacion de Sturm-Liouville en la

ecuacién (3.23), se obtiene:

[ s [ 1 o) < )

+ / )+ Ar(z))u — u(g(z) + Ar(z))w] do

(3.24)

Donde X es llamado eigenvalor de la ecuaciéon diferencial. Las eigenfunciones cumplen con la
siguiente propiedad:

2

O — An) / ()t (2t () diz = 0 (3.25)

1

Al sustituirse en la ecuacién (3.23), se cumple la condicién de ortogonalidad para n = m. La
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otra propiedad a cumplirse es la completitud, es decir:

2

T2 N
/ lf(x) - Cnunl dxr < 9, para cierto N >0 (3.26)

1

Donde C,, se define como:
_ o f@)r(@)un(2)

fff U (T)n ()

Ch

(3.27)

En la formulacién débil para una solucién por el método de los elementos finitos, se busca esas
mismas caracteristicas, la base del espacio de prueba debe ser compuesta de eigenfunciones
que cumplan con las propiedades de completitud y ortogonalidad. Otra cualidad deseable en
la forma débil de la aproximacion por el método de los elementos finitos es la extremizacion,

un concepto usado ampliamente en el calculo variacional, para ello se define el funcional I:

I= /Q £t X (1), VX (1)dr + A /a (L X(0))do (3.28)

En este caso, dr y do son elementos diferenciales de €2 y 0f) respectivamente, A\ representa el
multiplicador de Lagrange asociado al proceso de extremizacion. Ahora se pasa a definir la
funcién local n(t), esta funcién satisface el sistema de ecuaciones diferenciales conocido como

FEuler-Lagrange:

8)3( 8f8VX (3.29)
Y9 9] L
X VX 0, endf),

Entonces, para un espacio de prueba de funciones ¥, se puede extremizar cada elemento
finito y encontrar la formulacion débil para la aproximacion, dando como resultado lo siguiente

(Baker, 2014, Capitulo 2):

XA (t) = U N[n (1))} { Qe } (3.30)
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Ahora se pasard a mencionar algunos autores que implementaron el método de Galerkin para

resolver problemas de CFD:

» Karatzas, Stabile, Nouveau, Scovazzi y Rozza (2019) en su trabajo sobre mallas dindmi-
cas por medio del uso de técnicas de descomposicion ortogonal para flujos de Stokes
aplican el método de los elementos finitos haciendo uso del método de Galerkin. La

base del espacio de prueba propuesta para el calculo de aproximacion es:

¢i = )\u1/2 Z u; Q3
(3.31)

Xi = )\p1/2 Zp]

Son bases para el calculo del campo de velocidades y presiones respectivamente. Esta

aproximacion queda como:

(3.32)

La caracteristica mas sobresaliente de este trabajo es el uso de un mallado dinamico
flexible, lo que permite estudiar geometrias complicadas que contengan condiciones de
frontera no fijas (Shift boundary method, véase la figura 3.8) y a la vez la implementa-
cién del método de Galerkin con reduccién de Orden POD (PROPER ORTHOGONAL
DECOMPOSITION)-Galerkin.

» Tian, Liu, Zhang y Wang (2018) en su trabajo sobre burbujas cerca de una superficie
libre, modelan la dinamica de las burbujas haciendo uso del método de los elementos
finitos desde un enfoque euleriano, véase la figura 3.9. El disefio de la interfaz se logra

a través del método de volumen del fluido que simula la apertura y cierre de burbujas

cerca de una superficie libre. El modelo tedrico para su formulacion débil se expresa en
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Figure 3.8. Mallado implementado para resolver el problema de transporte (Karatzas,
Stabile, Nouveau, Scovazzi & Rozza, 2019, Pdgina 571)

coordenadas cilindricas y es el siguiente:

//Q X(piip — pV)dQd = — /F(xpﬁqﬁ)dl“ + //Qpélqsdg + //Q pgHdQ

(3.33)
/(Xp DDy )dQ i = — / (xpg®arr — xpV P pr)dS2 +/pﬁ‘1’MdF + // p€1 P prdQ
Q Q r Q

Siendo ®j; es llamada la funcién de forma (Shape Function) o las funciones de
interpolacion entre los nodos de la malla computacional, Vx = €; es el vector unitario
que apunta en direccion radial, 7 es el vector normal a la superficie, I" es la frontera del
dominio de solucién €2. Para la aproximacion se usa un modelamiento cuadratico por

elementos finitos:

X(1,€) = kin? + kaC® + kanC + kan + ksC + ke (3.34)

Ahora se pasa a resolver un sistema de ecuaciones que se construye a partir del

formulamiento débil propuesto en el método de Galerkin por minimos cuadrados:

0

ok 2 X(1,¢) — f;]2 =0 (3.35)

Donde f; representa la fracciéon de volumen del elemento, la cual se define como

= % [ Tt me1,4(Ava, 5 — Avi,m,j)} para la fraccién de volumen en el siguiente
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Figure 3.9. Modelo esquematico de la burbuja modelada por medio del método de Galerkin
con minimos cuadrados (Tian, Liu, Zhang & Wang, 2018, Pagina 42)

estado n + 1.

» Ateshian, Shim, Maas y Weiss (2018) en su trabajo explican sobre la implementacién del
método de elementos finitos para la simulaciéon de fluidos en el campo de la Biomecanica.
Un “Framework” es una estructura que define la geometria y las propiedades del material
o en este caso un fluido. Se busca simular el movimiento del fluido haciendo uso de
técnicas CFD, en este caso a través del método de los elementos finitos de Galerkin
con residuos ponderados. Una de las caracteristicas mas sobresalientes de su trabajo
es el enfoque material de los elementos finitos, el uso de técnicas y conceptos usados
en la mecanica del medio continuo. Para implementar Galerkin se utiliz6 la siguiente

formulacion débil para la integral del trabajo virtual del elemento finito:
J
6W:/Qév-[V-cr+p(b—a)]dV+/ﬂ5J<J—V-v>dV (3.36)

En este caso a representa la aceleracion, b representa las fuerzas de cuerpo, v representa
la velocidad, J representa el jacobiano de movimiento y dilatacion de volumen, o
representa el esfuerzo de Cauchy y por ultimo dV representa la integral de volumen en

el dominio de solucién 2. El trabajo Virtual estd definido como W = W,y — 0Weys,
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v,=v, (inlet surface)

coarse mesh

finer mesh

Figure 3.10. Mallado computacional para la simulacion de un flujo de sangre en una arteria
carétida (Ateshian, Shim, Maas & Weiss, 2018, Pédgina 27)

la solucién propuesta para este problema se basa en la linealizacion de la ecuacion no

lineal 6WW = 0 (Ateshian y col., 2018, Pagina 9), esta se define como:
W + DOWI[AV] + DOSWI[AJ] = 0 (3.37)

Esto se logra usando el siguiente espacio de prueba para crear la interpolacion de la

solucion sobre el mallado propuesto:

v(x,t) = zn: Ny(x)v,
o=t (3.38)
J(z,t) = Nu(z)J,

La simulacion es sobre el flujo de sangre dentro de una arteria carétida bifurcada, asi

como se muestra en la figura 3.10.

» Busto, Dumbser y Rio-Martin (2021) en su articulo sobre fluidos no newtonianos y
turbulentos, menciona la aplicacion semi-implicita hibrida del método de los volimenes
finitos y método de Galerkin simultdneamente. La caracteristica mas importante de este

trabajo es el uso de mallados escalonados para encontrar la solucién numérica de las
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Figure 3.11. Mallado escalonado implementado en el esquema hibrido FVM/FEM (Busto, Dumbser &
Rio-Martin, 2021, Pégina 9)

ecuaciones de Navier-Stokes de Reynolds (RANS) para flujos turbulentos incompresibles

en combinaciéon de con el modelo de turbulencia K — €. Sobre la implementacion del

método de Galerkin, se realizan las siguientes etapas:

1. La division del sistema de ecuaciones diferenciales parciales en cuatro subsistemas,
el convectivo, viscoso, presion y fuentes. Cada término serd tratado de forma
diferente, el convectivo que se define como %—f + V - F°¢ = 0 de forma explicita,
en cuanto al término viscoso que se define como %—zf + V. FY =0y de presion

ow

que es 5/ + V- F? =0 de forma implicita. El término de la fuente es la ecuacion

diferencial ordinaria 22 — S(w) = 0.

2. El diseno de la malla es triangular y esta basado en un esquema de hibrido usando
el método de los voliumenes finitos y el método de Galerkin. Esto se logra creando
un sistema de nodos que une los baricentros de cada elemento finito, mientras
el otro sistema de nodos se encarga de definir las fronteras que separan a cada
elemento finito, esto permite definir las fronteras de cada volumen de control, esto

se muestra en la figura 3.11.

3. Se procede al proceso de discretizacion de cada subsistema, es decir, primero la
parte convectiva y luego la parte viscosa, para luego definir los polinomios de

interpolacion que seran usados para proponer la forma débil de la aproximacion
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deseada. En la discretizacion explicita se utiliza el método de los voliimenes finitos:

W* =W — AtV - FS(W™)

% n At c n\ =
W= /pF (W™)ii;dS (3.39)
* n At /WA
Wi =W == 3 gl (W, W )
| Z| CjeK;

Donde C; son los volimenes de control, ¢ es la funcién de interpolacion en la cual
se hace uso de la metodologia ADER (ARBITRARY DERIVATIVE) local. Para la
discretizacion de la parte implicita como ser el subsistema viscoso que se define
en forma discreta como W** = W* — AtV - FU(W*), se procede con la siguiente

formulacién débil:

/ W* - 2dV — At/ FY(W*) - V2dS =
@ @ (3.40)
/ W* . 2dV — At / Fo (W™ . 72dS

Q T

De igual forma, para el subsistema de presiones, se discretiza de forma implicita
y luego usando integracion por partes se propone la formulacion débil de la

discretizacion en términos de los polinomios interpolantes.

» T. He, Zhang y Zhang (2018) en su trabajo proponen una metodologia basada en celdas
donde se implementa un método de los elementos finitos refinado, esto consiste en el uso
del gradiente refinado, el cual consiste en aproximar las derivadas de primer y segundo
orden utilizando una ponderaciéon basada en la asignaciéon de pesos a cada nodo de
la malla, estimando un valor promedio en la coordenada de mas importancia en el
modelo. En esencia se trata de construir una matriz de rigidez suavizada, usando el
mismo concepto implementado en método de Galerkin. Primero se define un dominio de

solucién en dos dimensiones, el cual se discretiza en elementos con forma de cuadrilatero,
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es decir, 4 nodos (Q4), el gradiente suavizado queda descrito ast:
7h(x.) = /Q V()W (x — 2.)dQ2 (3.41)

Donde cada elemento finito es refinado y subdivido en muchos sub-elementos . V
representa el operador gradiente, V representa el gradiente refinado y W es la funcién
peso. Se procede entonces a utilizar la siguiente propiedad de la divergencia, V - (pF') =
(Vp) - F+p(V-F),y luego se aplica el teorema integral de la divergencia de Gauss,

quedando esto:

Vb(z.) = / b(z) ()W (z — 2.)dl — /Q b(2)V - Wz — 2,)d9

- 5 )

Al definir W = 1/A. , el segundo término de la integral desaparece, quedando el valor

(3.42)

de integral mostrado para valores de Q) deseados. El procedimiento en el método de

Galerkin lleva al siguiente planteamiento para la aproximacién:

Vb(z.) = [VNi(z.)]b =[ [ i@y

(b, (3.43)

Usando la aproximacion para una cuadratura gaussiana de un punto, se puede realizar

la siguiente ponderacién o aproximacion:

1 4
VN (z,) = T SN (X)X, (3.44)

€ i=1

Donde 4 representa el nimero de segmentos que contiene un cuadrildtero en cierto
Q, XEP es el punto de Gauss en el T segmento del cuadrilatero, [; es el tamano del
segmento I';. El mallado es refinado de tal manera de encontrar una mejor aproximacién
en un punto en especial llamado X% el punto gaussiano, asi como se ve en la figura

3.12. En su articulo muestra diferentes aplicaciones, en entre ellas la aplicacién del
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Figure 3.12. Descripcién del elemento finito en un mallado con gradiente refinado (T. He,
Zhang & Zhang, 2018, Pégina 3)

gradiente refinado para simular un flujo incompresible con técnicas CFD.

» Xu, Tang, Xu, Feng y Guo (2017) en su trabajo implementan HopeFoam para el uso
del método de Galerkin discontinuo, esta es una extensién de OpenFoam para el calculo
de problemas de transporte haciendo uso de técnicas CFD. Primero propone el sistema
de ecuaciones diferenciales parciales para un flujo incompresible, es decir, la ecuacion
de continuidad y la ecuacién de conservaciéon del momentum lineal. Se propone un
modelo de turbulencia basado en el uso de las ecuaciones de Navier-Stokes de Reynolds
Promedio (RANS). La discretizacion es un sistema nodal lagrangiano de la siguiente
forma:

Np
up = uplii(z), k=1,234 (3.45)
=1

Donde N, es el numero de funciones en el espacio de prueba. El disefio de la interfaz se

basa en el uso de la estructura heredada de OpenFoam, esto puede verse en la figura

3.13.

» En la tesis doctoral de Gonzédlez Gutierrez (2001) se implementa el método de los
elementos finitos usando el método de las caracteristicas. Consiste en una descripcion
lagrangiana del fluido, esta técnica se basa en la integracion del término convectivo
(Se formula un problema variacional con una ecuacion integral). La formulacién débil

sé lleva a cabo mediante una formulacién de elementos finitos con sus polinomios de
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Figure 3.13. Disefio de la interfaz para el uso de Galerkin con OpenFoam (Xu, Tang, Xu,
Feng & Guo, 2017, Pagina 406)

interpolacion.

» Este articulo muestra una simulacién FSI (Fluid-Structure Interaction), presentada por
F. He, Dai, Huang y Wang (2017), La simulacién consiste en encontrar las presiones
sobre el tubo vertical que se encuentra bajo la influencia de un flujo interno y un flujo

externo, se usa un ensamble basado en la discretizacion de Galerkin.

Gassner y Winters (2021) en su trabajo sobre la implementacién del método de Galerkin
discontinuo, hace mencién sobre su estabilidad y acotamiento que debe considerarse al
momento de la discretizacion del dominio de solucién. En la medida se fueron discutiendo
articulos sobre la implementacion de Galerkin, dos puntos claves determinan la estabilidad

del método:

= La elecciéon del espacio de prueba o funciones de prueba para formular la interpolacion

o Ansatz.

= La eleccién del mallado es muy critica para lograr estabilidad y convergencia. La
integracién que se proponga en el formulamiento variacional definira la manera de como

resolver las integrales y qué técnicas seran las mas apropiadas.

El reto al final es la manipulacién del término convectivo (hiperbélico) y como suavizar y

aproximar su contribucién. La mayor desventaja que presenta el método es que no siempre
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se puede encontrar una formulacién débil que se ajuste correctamente a la geometria del
problema, haciendo que el método diverja y se vuelva inestable debido a que el término
convectivo no fue correctamente discretizado. Para finalizar, muchas aplicaciones del método
de Galerkin han sido observadas en la Hidraulica y en la Ingenieria costas (Viet, Xiping,

Tung, Conference & Coasts, 2019).
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3.3 Modelos de turbulencia

Los modelos de turbulencia a implementar son modelos de dos ecuaciones, su formulacién
consiste en la hipotesis de mezclado de las lineas de campo de velocidades, longitud de los
vortices y tasa de disipacién de energia.

El proceso consiste en aproximar la solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes, esto
se lleva a cabo descomponiendo las variables de flujo en dos partes, la parte promedio y
la parte fluctuante, luego sustituyendo estos valores en las ecuaciones de Navier-Stokes se
obtiene El tensor de esfuerzos de Reynolds, por ultimo se procede a encontrar las ecuaciones
adicionales que cierran el problema y que permiten aproximar la solucién (Alfonsi, 2009).
Sobre el problema de cerradura de las ecuaciones de promedio temporal de Navier-Stokes
(RANS), Laurendeau and F Kafyeke E and Tuncer Cebeci y P.Shao (2005, pagina 81 y 82),
explican que el formulamiento de las ecuaciones adicionales, estas ecuaciones modelan el
comportamiento de los esfuerzos viscosos debido a la turbulencia y su geometria, es decir,

como se mezclan las lineas de campo formando el campo de vorticidades, esto consiste en:

» Longitud de mezclado (Mizing Length), basicamente las suposiciones de Prandtl (Febrero
4 del 1875 — Agosto 15 del 1953), las cuales definen la razén de cambio de los vértices,

como su geometria cambia de forma espacial:
S ou\’

» Viscosidad de los vortices (eddy viscocity), basicamente las suposiciones de Boussinesq
(Marzo 13 de 1842 — Febrero 19 del 1929), define como serd el comportamiento de los
esfuerzos viscosos que surgen debido a la turbulencia, se supone un comportamiento
isotropico:

ou

Los parametros [ y ¢, apareceran en las ecuaciones que describiran la energia en cascada
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liberada en un flujo turbulento, en esto consiste la tasa de disipacion de energia, estas
ecuaciones son esencia el modelo de turbulencia junto con las ecuaciones de promedio temporal.

Los siguientes modelos de turbulencia son los més conocidos a través de la literatura:

» Modelos algebraicos (Zero-Equation Model): Este modelo se caracteriza por la des-

composicion de los esfuerzos de Reynolds en isotropicos y deviatoricos, definidos asi:

2

ngw — Ur (

(3.48)

Ti]’ =

(?ui i 8Uj
3:15]- 83:2

Donde K = %ulu] , este término representa la energia cinética debido a la turbulencia.

v; es llamada la wviscosidad de vortice o de turbulencia, esta se define como:

(3.49)

Donde [,,, = ky, donde k es llamada la constante de Von Kdrman, de aqui se puede
deducir la famosa regla de la barrera (Law of the Wall) que se define como u® =
é Iny™+C (Wilcox, 2006, Pagina 15). Como ejemplos de este modelo se puede mencionar

el modelo de Cebeci-Smith (Alfonsi, 2009).

» Modelos de una ecuacion (One-Equation Model): Este modelo es singular por su
modelamiento en cuanto a la energia cinética de turbulencia y las escalas de velocidad

de turbulencia, la ecuacién que representa el transporte de energia queda escrita asi:

aiK_i_*aiK_P _ _aDZ+ azK
ot i aﬂ:z K c (91:2 V@xz&tl

(3.50)

Donde Pk , € y D; representan las variables que definen el balance de energia por
turbulencia y la tasa de cambio en el campo de velocidades debido a la turbulencia, el

modelado de estos términos es el siguiente:
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(1) Py representa la tasa de produccion de energia cinética por turbulencia:

ou;

Py = —7ij 3.51
K Tij axj ( )
(1) € representa la tasa de disipacion de energia debido a la turbulencia:
da; 04; K
= =C 3.52
c y&l’j al’j lo ( )
(1) D; representa el término difusivo de turbulencia:
1 vr 0K
D; = Supuiyil; + pi; = —— 3.53
g kUK i ok 0x; (3.53)

Donde vy = lok'/?, esta formulacién de la viscosidad de vértice se le atribuye a

Kolmogorov y Prandtl.

Ejemplos sobre este modelo se observan en trabajos como el de Barth y Baldwin (Wilcox,

2006, Pagina 25 y 26).

Modelos de dos ecuaciones (Two-Equation Model): Como su nombre los indica, este
modelo se diferencia del anterior por la formulacion de dos ecuaciones de transporte
independientes que se resuelven para dos variables de transporte diferentes, una ecuacion
por cada variable de transporte, que son K y ¢ respectivamente. La ecuacion adicional

de transporte que modela la disipacion de energia (¢) es la siguiente:

Oe Oe 0%c
— 4 U —=P.+D,. — . +v—7—
or Tligy, T et TV onar,

o (3.54)

El modelado de los términos que aparecen en esta nueva ecuaciéon se lleva a cabo de la

siguiente manera:

(1) P. es llamado el término de produccion de energia, el cual asume que la tasa
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de disipacion de energia debido a la turbulencia, es gobernada por el nivel de

anisotropia existente en los esfuerzos de Reynolds y el gradiente medio de velocidad:

3 EZ
P=—C,—r i 3.55
KT, (3.55)

(11) D. es llamado el término difusivo, se implementa la hipé6tesis de un gradiente-

transporte para su modelado:

p. =2 (’/T 85) (3.56)

al‘i O 8$Z

(111) @ es llamado el término de destruccidn, la destruccion de disipacién de energia
debido a la turbulencia es definida por la escala de vértices y longitud de mezclado,

es decir que la turbulencia ocurre de forma isotrépica:

52

o, = C’EQE (3.57)
Ejemplos de este modelo son el modelo K — € y el modelo K — w. Existen variantes del
modelo K — e como ser el modelo realizable (Realisable K — ¢ Model) de Shih (1994).
Otra variante muy interesante del modelo de turbulencia K — ¢ es el modelo RNG
(RE-NORMALISATION GROUP) por Yakhot y Orszag (1992). Sobre el modelo K — w,

este se diferencia del modelo K — ¢ por el ajuste de la escala temporal, w = ¢/ K, este

valor se sustituye en la ecuacion adicional (3.54).

Modelos de esfuerzo-transporte (Stress-Equation Model): Este modelo es llamado también
Modelo T;; — €. La principal diferencia de este modelo de turbulencia en comparacion
con los demés es el modelado de la ecuacion de transporte de Reynolds y la ecuacion de

transporte para la tasa de disipacion de energia (2.127). Para este modelo, las ecuaciones
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antes mencionadas quedan asi:

87‘2-]- o aTij 8Cz]k 827'7;]'
—_J — R Hl — &5 —
8t uk axk J + J c J axk + yaxkaxk (3 58)
%4—@@——0 ETE—FCi ET@ —C 6724_” 825 '
ot “Ox; e x; “0x; \ ¢ Y Ooux; 2K 0x,;0x;

Dependiendo de la situacion, los términos de la ecuacion de transporte de Reynolds, a
saber, II;;, €;;, y Cjji tendran cierta forma y comportamiento, por ejemplo, suponer un
comportamiento no lineal entre la presion y los esfuerzos de los vértices (Alfonsi, 2009).
Véase el trabajo de Sultan, Rahman, Rushd y Zendehboudi (2017), en su investigacién
simulan un flujo multifasico granular usando un esquema euleriano a través de una
tuberfa anular. Usando un modelo basado en los esfuerzos de Reynolds RSM (REYNOLD
STRESS MODEL), encuentra las pérdidas de altura de presién en el flujo, corroborando

sus resultados con la literatura existente sobre el tema.
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Figure 3.14. Tlustracién de un flujo laminar y turbulento con su respectivo nimero de
Reynolds
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3.3.1 Uso del modelo de turbulencia K — ¢

Los autores siguientes han utilizado modelos de turbulencia K — ¢ para simular problemas

de transporte usando técnicas CFD:

= N. M. Martins, Soares, Ramos y Covas (2016) formulan una simulacién en 3D para un
golpe de ariete (“Waterhammer” en inglés) en valvulas de control. El fin es predecir
cuando estos cambios bruscos de presion sucederan en una red compleja de tuberias a
alta presién en sistemas hidroeléctricos. Para el modelado con CEFD se utilizé el Modelo

de turbulencia K — e:

= oB, — — pulul. 3.99

Los esfuerzos provocados por la turbulencia estan dados por:
Tij = _pm (3.60)

Para los modelos de turbulencia usando las ecuaciones de promedio temporal RANS,
existen dos formas de describir los esfuerzos de Reynolds y estos son los modelos K — e

y K —w. En este caso se utiliz6é el modelo K — ¢, las ecuaciones son:

: - 2
— = — ,-U/- == 27/TSij — gKSU (361)

)

Donde la energia cinética de la turbulencia, K, se define como:
(3.62)

Y vr es llamada la viscosidad-eddy cinemdtica y S;; es el tensor de las deformaciones,

dado por:

1 (o0 o
Si=5 ( or, T 8xi> (3.63)
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Las ecuaciones de transporte adicionales para este modelo K — ¢ son:

I(pK) 0 0 ( ,ut)aK
+ —(pKu;) = — +— ) — | +Gx+Gy—pes—Yy + .64
: j(p uj) ] l 7 ’ G Gy — pe v + Sk (36)

Jd(pe 0 0 Oe
o+ gl = 5 [(’“ . ax]
J € J
(3.65)

+ pChSe — pC, + C1CaGhy + 5.

2
K+ \/ve

Donde y; es la viscosidad de turbulencia dada por p, = pC,K?/e, G, representa la
energia cinética debido al gradiente de velocidad promedio, G, es la energia cinética
debido a la fuerza boyante, Y,, representa la contribucién debido a la fluctuaciéon de la
dilatacion en turbulencia compresible para la tasa de disipacion de energia en general,
Sk v S. son variables definidas por el autor del articulo. Los valores ox vy 0. son
respectivamente el nimero de Prandtl de turbulencia para k y €. Cy,Ci. y Cs. son
constantes. Los pardmetros C4, v y S, estan dados por:

14
C) = {0,43, }
1 max v 5

UZS(K> (3.66)

£

Este modelo esta basado en la hipdtesis de Boussinesq, que asume el valor de p; como

una cantidad isotrépica, que en algunos casos no necesariamente es cierto.

= Jines (2017) en su trabajo simula un flujo incompresible a través de un codo a 90 grados.
Esto son el fin de calcular la pérdida de altura de presion en dicho accesorio. Se usa

una variante del modelo K — ¢, es el modelo K — ¢ realizable.

» Nimadge y Chopade (2017) en su articulo explican como simular un flujo incompresible
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a través de una junta en T. En su trabajo utiliza un modelo K — ¢ para resolver las
ecuaciones de movimiento del flujo, esto con el fin de encontrar las caidas de presién

por el accesorio mencionado.

Yeoh, Liu, Tu y Timchenko (2011b) indagan en la eficiencia de una turbina en una
planta hidroeléctrica. Utilizan técnicas CFD para encontrar la pérdida de altura de
presién en el flujo de la turbina. Usan un modelo K — ¢ para realizar esto, las ecuaciones

de transporte para este caso fueron:

dp

a + V . (pU) =0
o (3.67)
% +V - (pURU) = V- (pef;VU) = Vp + V- (e VU)” + B
Donde:
U=U+u
_ t+At
U:/ Udt
t
/ 2 3.68
p=p+ ng (3.68)
Heff = M+ [
K?
= CMP7

Las ecuaciones de transporte que modelan la turbulencia son:

apiK—i-V-(pUK) =V- [(u%—ut) VK] + Px — pe
ot OK (3.69)
Ope ’

gpe . _v. He £ _
T + V. (pUe) =V {<M+GE>V8}+K(C€1PK Ceape)

Donde C.,C.s, 0k v 0. son constantes, Pk es la produccion de turbulencia debido a
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las fuerzas viscosas, que se expresa como:

2
Px = 1, VU - (VU 4+ VUT) — 3V UV - U + pK) + pxs (3.70)

Doroshenko, Doroshenko, Zapukhliak, Poberezhny y Maruschak (2019) en su trabajo
proponen una simulacién de un flujo multifasico a través de una tuberia de gas con
accesorios, como ser codos y Tees. En su modelo utilizé un esquema lagrangiano donde
se empled el modelo de turbulencia K — ¢, llamado también modelo de Reynolds alto,

un modelo basado en el uso de las ecuaciones de promedio temporal RANS.

Osman y Ovinis (2019) en su investigacion sobre chorros flotantes usan el modelo K — ¢
para simular el flujo de un derrame de aceite sobre el océano. El proceso de la simulacién

involucra las siguientes etapas:

1. Definir la geometria del chorro sobre el océano.
2. El diseno del mallado.
3. Definir las condiciones de frontera.

4. Modelado del flujo usando las ecuaciones de Navier-Stokes de promedio temporal

(RANS) y el modelo de turbulencia K — «.

Rodriguez (2016) en su tesis, modela un descargador a vértice que lleva un flujo
turbulento usando las ecuaciones de Navier-Stokes de promedio temporal (RANS). Uno
de los aspectos mas interesantes de su trabajo es la escala de turbulencia utilizada en
el modelo. Utiliza, primero, celdas de 0.3m de longitud y luego vuelve a simular el
flujo con 0.1m de longitud, establece una relaciéon bastante importante entre el diseno
del mallado y la geometria del descargador, en esto influye mucho el modelo a escala
escogido usando los principio de similitud dinamica. La técnica CFD implementada fue

el modelo de turbulencia K — e, RNG K — ¢ y el enfoque adaptativo LES.
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» El ensamble presentado por Janudrio y Maia (2020) en su articulo sobre una simulacién
CFD-DEM (DI1SCRETE ELEMENT METHOD) para una tuberia que conduce desperdicios
de minas, carbén o cualquier otro mineral, simulan la sedimentaciéon o el depésito de
sedimentos en el fondo de la tuberia mencionada anteriormente, esto es requerido y
necesario para el disenio de tuberfas de lodos o flujos bifésicos (sélido-liquido) es decir,
flujos de liquidos con particulas sélidas. La técnica CFD implementada en el problema
(solver) es el uso de los elementos finitos discretos DISCRETE ELEMENT METHOD, esto
para la discretizacién y mallado del problema. El modelo de turbulencia implementado
es 61 K — ¢ junto con las ecuaciones de promedio temporal (RANS). La simulacion se
realizd en tres codigos de uso libre, entre ellos OpenVFOAM@ El autor brinda detalles

sobre el equipo implementado para el desarrollo de la simulacion:

1. Procesador de 3.4 GHZ

2. Memoria RAM de 32 GB

3. Disco Duro de estado sdlido (SSD) de 120 GB

4. Tarjeta de video de 3 GB (GPU DDRS5 card)

» El modelo K — ¢ también puede implementarse para simular la turbulencia de flujos

externos, véase el trabajo de Sanches (2004) sobre la aplicacién de técnicas CFD para
disenar la resistencia al viento de instalaciones deportivas . El ensamble consiste en el

uso de una malla basada en el método de los voliimenes finitos para calcular el impacto

del viento (carga de viento por succién) sobre una estructura, en este caso un estadio.

» Una variante muy importante y también muy reciente del modelo K — ¢ es el modelo
R — K — ¢ implementado por Ngamalieu (2015) en su trabajo sobre vertederos y flujos

turbulentos. Una de las principales diferencias del modelo antes mencionado es la
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modelacion de la viscosidad turbulenta:

K2
e = pCy =
1

Ou= Ay ¥ A5

€

(3.71)

En el ensamble se presenta también el uso del método de los voliimenes fraccionados,
VOF (VOLUME OF FRACTION), que introduce el uso de una variable ¢, 0 < ¢ <1, que

varia segun la siguiente ecuacion:

% n dujc
8t 0a:j

=0, 0<c¢<1 (3.72)

Esta variable define el volumen de agua por celda en el mallado utilizado en el solver.
El autor, ademas de todo lo anterior, implementa técnicas de programacién en paralelo,

esto con el fin de usar con eficacia los recursos computacionales disponibles.

Una de las variantes del modelo K — ¢ es el modelo realizable (Realizable K — ¢
model), este modelo es implementado para el calculo de grandes cambios de presion en
sistemas de tuberias, esto es mostrado en la investigacion de N. M. C. Martins, Brunone,
Meniconi, Ramos y Covas (2017), el uso de este modelo implica que los esfuerzos de

turbulencia cumplen con cierta restriccion matematica en su modelado.

Otra de las variantes del modelo K — ¢, es el modelo RNG K — ¢, en este caso es
implementado para simular la descarga lateral de un canal para control de inundaciones,

es una abertura lateral con forma trapezoidal, reciben el nombre de vertederos (Ghaderi,

Dasineh, Abbasi & Abraham, 2020).

Una vez mas, se muestra un ejemplo del modelo K — ¢ realizable para el calculo de
presiones transitorias, o diferenciales de presion altos, como ser golpes de ariete, esto
realizado en el ensamble propuesto por N. M. Martins y col. (2016), implementa la

variante K — ¢ realizable para modelar la turbulencia, utiliza un mallado realizado en
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software CAD (por ejemplo AutoCAD) basado en el método de los volimenes finitos y

el algoritmo SIMPLE que relaciona la presion y la velocidad.

Una de las aplicaciones mas interesantes del modelo K —¢ es en el calculo de velocidades
en un flujo de calor a través de un intercambiador resolviendo Las ecuaciones de Navier-
Stokes con promedio temporal, Giraldo (2017) expone el proceso de mallado y resolucién
con el modelo K — ¢, utiliza el programa de post-procesado ParaView para realizar sus

graficos.
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3.3.2 Uso del modelo de turbulencia K — w

Los autores siguientes han implementado el modelo turbulencia K — w para resolver

problemas de transporte:

» Stefanski y col. (2018) en su articulo sobre el uso de modelos de turbulencia junto con
el método de los elementos finitos para el calculo de problemas de transporte con CFD,
implementan una versién modificada del modelo K — w, en el cual se pretende mejorar
el proceso de discretizacion con el método de los elementos finitos. La formulacion

estandar del modelo es la siguiente:

dp 0
2% T ai%_(ﬂuj) =0
) d ~ Op | Ory
g P+ g i) = =5 -t
9, 9, 0 .
a(pE) + aTCj(pHuj) =—P+ aiq;j<ui7—ij —qj) + 87 pwk (3.73)
) ) ) okl
&(pk) + T%(pk‘u]) =P+ (971’] [(PJ + O'k,ut)aa:j‘| - B pUJk
0 0 _%p, 2 LCA
at(pcu) + o, (pwuj) = . P+ o, l(,u+0wut)a j] Bpw

Donde E es la energia total, H es la entalpia, k es la energia cinética. El esfuerzo 7;;

estd dado por:

— 2
Tij = 2(p+ ) Sy — 5 pkoy
o 1 (0w w1, ou 3
R Ox;  Ox; 37 0xy,

La viscosidad del vértice (Eddy Viscocity) p; y el factor de correccién de Kato-Launder
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P, estan definidos como sigue:

ok
_w

2

10w ou\’ (3.75)
2 (9:18]- 6’x,

1 aul 8uj 2

Los factores oy, 0,,, 7, 8%, 8 tienen los siguientes valores por defecto:

Mt

0=

or=05  0,=05 B °=9/100 ~v=5/9  B=3/40 (3.76)

La modificacién del modelo estandar K — w, consiste en la tasa de produccion de energia

k y la formulacién de la viscosidad de voértice pi;, quedando el siguiente modelo:

k= ’QD(];', 07 Ek)]%
—k,0, €,k
= gy — PPER O )k (3.77)
Weo
Dk = B*Pwoo@b(_];a O) EIC)];
La ecuacién de energia modificada queda asi:
9( l%)+i( l%u.)—P+i (1 + opfis) ; — B*pwk — D (3.78)

Esta modificacién permite obtener una mejor estabilidad al momento de aproximar la
solucién y el fenémeno de turbulencia, el articulo incluye resultados de la NASA en la

simulacién de un alerén perteneciente a un Onera M6 transénico.

= Una variante muy utilizada en cédlculos de transportes de fluidos con técnicas CFD es

el uso del modelo K —w SST (SHEAR STRESS TRANSPORT), usado por (Devolder,

105



Troch & Rauwoens, 2018) en su articulo sobre el rompimiento de olas simuladas en

OpenVFOAMQ El modelo consiste en lo siguiente:

ok Ouk 0 okl .
Ow Oujw 0 ow| v . 9 0w Ok Ow
P, = Min (G, 108*kw) (3.79)
G= Vt@a:j (033] + 8:171>
alk
Vy

B Max(awl, SFy)

El modelo fue idealizado en 1992 por Menter, provee una mejor aproximacion en
situaciones donde se toma en cuenta el efecto del esfuerzo cortante debido a la turbulencia

y el gradiente adverso de presion que separa el flujo, mejorando asi la aproximacion.

= Un ensamble muy interesante y bastante original fue el presentado por Bassi, Crivellini,
Rebay y Savini (2005) en su articulo sobre el uso de Galerkin discontinuo junto con la
técnica de los voliimenes finitos para resolver las ecuaciones de promedio temporal de
Reynolds. El objetivo fue mejorar la aproximacion usando un espacio de prueba y un

mallado apropiado.

= Una de las aplicaciones de las ecuaciones de Navier-Stokes con promedio temporal de
Reynolds es en la simulacion de saltos hidrdulicos. El autor utiliza varios métodos para
comprobar sus resultados, utiliza OpenVFOAM® para realizar la simulacion. Entre los

modelos escogidos utiliza K —w y K —w SST (Viti, Valero & Gualtieri, 2018).
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3.4 Implementacion de OpenVFOAM® para simular flujos turbulentos

En el uso de técnicas CFD para simular flujos turbulentos existen muchas opciones
en software, alguna opcién tal vez haya sido mencionada con anterioridad. Para fines de
esta investigacion se hara uso del OpenVFOAMQ Es un software libre de cédigo abierto
que permite simular gran cantidad de flujos. Se puede descargar de forma gratuita en

https://openfoam.org/. Algunos ejemplos sobre su uso y aplicacién son los siguientes articulos:

= FEn el campo de la Hidrodinamica se puede programar en OpenVFOAM® para calibrar y
adaptar los solvers y poder resolver problemas especificos como ser problemas de flujos
transénicos y flujos incompresibles (Matvey V. and Kraposhin and Daniil A. Ryazanov

and Kirill A. Vatutin & Elizarova, 2018).

» En el drea de Transferencia de calor, Fadiga, Casari, Suman y Pinelli (2020) presentan
en su articulo CoolFFOAM. Una libreria que usa el cddigo fuente de OpenVFOAM® para

extender su aplicaciéon al campo de la Termodinamica.

= Una de las caracteristicas mas deseables y atractivas de OpenVFOAM® es la capacidad
de realizar ensambles con distintas librerias. Un ejemplo de esto se muestra en el trabajo
de Zerbib, Lassen Mebarek y Escouflaire (2016). En su articulo publicado muestra
como usar el método de los elementos finitos con distintas librerias disponibles de

OpenVFOAMC.

= Uno de los campos donde OpenVFOAM® es utilizado, es en el campo de la Aéreo-
acustica. El autor en su articulo presenta su propia libreria para realizar simulaciones

en OpenVFOAM® (Epikhin, Evdokimov, Kraposhin, Kalugin & Strijhak, 2015).

= La creacién de nuevas librerias para calculos con técnicas CFD es una de las carac-
teristicas mas sobresalientes de OpenVFOAM®, al ser de codigo abierto se puede

formular nuevos solvers para adaptar el codigo fuente de OpenVFOAM® a nuevos
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problemas de transporte que involucren las ecuaciones de Navier-Stokes. Mukha, Re-
zaeiravesh y Liefvendahl (2019) en su articulo dan a conocer la creacién de una libreria
en OpenVFOAM® para simular un flujo haciendo uso del enfoque LES (large eddy

simulation) de aproximacion.

] OpenVFOAM® ofrece librerias y solvers que dan la posibilidad de usar técnicas de
programacion en paralelo (Multi-thread). Ejemplo de esto se observa en el articulo
publicado por Liu y col. (2019) donde proponen un solver multi-escala para simular un

flujo viscoelastico.

= Otra fabulosa opcion que ofrece OpenVFOAM® es el uso de solvers multifasicos. Por
dar un ejemplo, Westermaier y Kowalczyk (2020) comparte su ensamble para simular
flujos multifasicos en su articulo sobre flujos no newtonianos, la libreria se llama

compressibleInterFoam.

= La creatividad y la evolucion de los célculos en OpenVFOAM® son sorprendentes, para
mencionar se tiene el articulo de Mangani, Buchmayr, Darwish y Moukalled (2017)
sobre transferencia de calor, donde propone un ensamble con la formulaciéon arbitraria
euleriana-lagrangiana para simular un fluido turbulento, utiliza el modelo de turbulencia

K —w SST y formula la discretizacion del mallado haciendo uso de librerias ya existentes

en OpenVFOAM®.

= Para fortalecer la confianza en el uso de OpenVFOAM®, muchos autores han tratado
de comparar sus resultados con otros software disponibles, para citar un ejemplo,
Welahettige y Vaagsaether (2018) en su investigacion sobre flujos compresibles en un
mezclador, compara sus resultados obtenidos en OpenVFOAM® con los resultados
obtenidos en ANSYS FLUENT. Logra obtener gréaficos en ParaView muy parecidos a
los obtenidos en FLUENT.

» Pena Garcia (2017) en su investigacién implementa OpenVFOAM® para simular numéri-
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camente un sistema de propulsion. Para el mallado en tres dimensiones, utiliza la libreria

snappyHexMesh y el solver pimple DyMFoam para completar la simulacion.

En el campo de la Ingenieria costera, en su articulo Li, Wang, Yan, Gong y Ma (2018)
presentan su simulacién de ondas (olas del mar) inducidas por flujo de corriente haciendo
uso dé OpenVFOAM®. Aproxima la soluciéon de las ecuaciones de Navier-Stokes por
medio de un modelo cuasi arbitrario euleriano-Lagrangiano de elementos finitos QALE-
FEM (QUASI-ARBITRARY LAGRANGIAN EULERIAN FINITE ELEMENT METHOD). El
solver implementado es interDyMFoam a la vez que implementa un mallado dinamico

para simular el oleaje.

En la simulacién de un flujo de gas (Jet), Epikhin, Kraposhin y Vatutin (2019) imple-
mentan en su articulo las siguientes librerias de OpenVFOAM@), pimpleCentralFoam,

dbnsTurbFoam, (QGDFoam, y libAcoustic.

Para simular flujos multifasicos, OpenVFOAM® cuenta con una libreria llamada mul-
tiphaseEulerFoam. Ejemplo de esto se puede apreciar en el trabajo de F.Tocci (2016),
donde simula un flujo de gas-liquido por una tuberia vertical haciendo uso de un enfoque

completamente euleriano del fluido junto con el método de voliimenes fraccionados

(VOF).

En la industria minera se necesita muchas veces trasladar flujos con lodos o particulas
suspendidas, se puede utilizar OpenVFOAM® para simular flujos de este tipo (Slurry
Flows). Por citar un caso, en el articulo de Schouten, Keetels y van Rhee (2019)
donde implementan la libreria TwoPhaseEulerFoam para simular el flujo con particulas

suspendidas.

Otra simulacion que puede realizarse en OpenVFOAM® es sobre ondas explosivas o
de propagacién. Mediante el solver rhoCentralFoam para simular las ondas expansivas

(Blast Waves), en su trabajo Elaskar (2019), simula ondas de choque debido a explosiones
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de Sedov.

» Rad (2019) y Nguyen y Indraratna (2020) en su libro presentan una recopilaciéon de
muchas aplicaciones de OpenVFOAM® y la variedad de solvers, ensambles, mallados,
librerias y extensiones disponibles en los distintos campos donde las Ecuaciones de

Navier-Stokes tienen protagonismo, entre ellos la Mecanica de suelos y la Hidrogeologia.

= En el modelado de flujos en turbinas, se ha implementado OpenVFOAM® para simular
turbinas de viento en tres dimensiones y turbinas con flujos multifdsicos (Nuernberg &

Tao, 2018; Y. Zhang, Deng & Wang, 2019).
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3.4.1 Disenio de geometria y mallado del problema

Los tipos de discretizacién méas importantes en el uso de técnicas CFD, segiin Ansorge

(2005) son:

= El enfoque empleado en un mallado haciendo uso del método de los elementos finitos

FEM (FINITE ELEMENT METHOD).

» El enfoque empleado en un mallado haciendo uso del método de los voliimenes finitos

FVM (FINITE VOLUME METHOD).

» El enfoque empleado en un mallado haciendo uso del método de las diferencias finitas

FDM (FINITE DIFFERENCE METHOD)

La mallas (Grids) se pueden clasificar en dos grandes grupos, mallas estructuradas, donde
los elementos son regulares y se ajustan a la geometria del problema y para problemas
con geometrias complejas, se implementan mallas no Estructuradas, donde con la ayuda de
software CAD (COMPUTER-AIDED DESIGN) se utilizan distintos tipos de geometrias en
los elementos de la malla, por ejemplo, uso de triangulos y cuadrilateros dependiendo la
complejidad del problema, también dependiendo del tipo de acople de las ecuaciones, las
mallas pueden ser mallas escalonadas (Y. Wang, 2015) o mallas co-localizadas (Ansorge, 2005,
Pagina 151, 152). Las mallas escalonadas se diferencian de las mallas co-localizadas en el
almacenamiento de valores escalares en los nodos, en un acople escalonado se tiene un grupo
de nodos para almacenar cantidades de campos escalares del flujo por volumen de control y
otro grupo de nodos que son en si los que definen la geometria del problema para el calculo
de los campos de velocidades. En la malla co-localizada no se necesita guardar los valores de

cantidades escalares por separado.
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3.4.2 Proceso de diseno y construccion de mallados para un problema en especifico

Cuando el proceso de discretizado estd completo se procede a construir la malla para la
solucion del problema, en este caso se utilizan programas como ser Blender® ! que ofrecen
un espacio idoneo y especializado para configurar y diseniar la geometria del problema. En
este caso nos interesan flujos masivos por gravedad que se pueden encontrar en una represa
hidroeléctrica. Primero se creara el mallado con algiin software disponible y adecuado para
disenar o modelar la pieza que pudiera encontrarse en el sistema hidraulico. Por ejemplo, un

flujo por gravedad con presion dentro de una tuberia de alimentaciéon a una turbina.

% Blender = O X

(@

(G ver st ssa 0t (@ tecten [0 )@ KB Bl ot IETTDA D DO B oo TR

Figure 3.15. Disefio de las mallas en Blender®

!Para m4s informacién visite https://www.blender.org/
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3.4.3 Uso de librerias de OpenFOAM y su estructura

La documentacién de OpenVFOAM® se encuentra en el siguiente sitio web https://www.
openfoam.com/documentation/guides/latest /doc/index.html. Las siguientes librerfas pueden
ser implementadas para simular el flujo por gravedad hacia una turbina, entre otras obras

hidraulicas encontradas en una represa:

1. IcoFoam: Es un solver para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes para un flujo
incompresible, véase para mas detalle https://www.openfoam.com/documentation/

guides/latest /doc/guide-applications-solvers-incompressible-icoFoam.html

2. HopeFoam: Es un solver que implementa el método de Galerkin discontinuo para

resolver las ecuaciones de Navier-Stokes, revise el siguiente enlace para mas informacion

https://github.com/HopeFOAM/HopeFOAM.

3. +dsmcFoam: Es un solver que implementa la integral de Monte Carlo para resolver las
ecuaciones de Navier-Stokes, sobre la documentacién e informacion disponible del solver,
véase https://www.openfoam.com/documentation/guides/latest/api/dsmcFoam _8C.

html

4. fft: Es un solver que implementa la transformada rapida de Fourier, aqui se puede
ver mas informacién sobre la librerfa en Open VFOAM® https: //www.openfoam.com/

documentation/guides/latest/api/classFoam_1_1fft.html

Estas librerias pueden ser implementadas para simular cierto flujo a través de cierta
geometria. FEstos mallados pueden ser disenados en un software CAD y luego renderiza-
dos y discretizados en Blender o cualquier otro software disponible. Por ultimo, se utiliza
OpenVFOAM® para crear los archivos de post-procesados. Con esto se pasara a la siguiente

parte del proceso de simulacién, animacién y renderizado en ParaView®.
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3.4.4 Uso de ParaView con OpenFOAM

ParaView® es un software multiplataforma utilizado para visualizar archivos de datos,
es decir, renderizar una simulacién numérica implementando los archivos de post-procesados,
en este caso los calculos realizados por medio dé OpenVFOAM®. Para més informacién sobre

el uso de ParaView, véase https://www.paraview.org/.

3.4.5 Programacién en OpenFOAM

El proceso de programacion en OpenVFOAM® se realiza en lenguaje de programacion
C+—+. OpenFOAM contiene un conjunto de clases que permiten escribir las ecuaciones de

una manera pseudo-matematica. Por ejemplo, si se quiere escribir la siguiente ecuacién en

OpenVFOAM®:

V) 1 B )
5 TV (V) =2V v (3.80)

Se implementarian las siguientes clases para escribirla:

fvVectorMatrix UEqn

(

fvm: :ddt (V)

+ 0.5%fvm::div(phi, V)
- fvm::laplacian(nu, V)
);

UEqn.solve();

Se puede mencionar ahora algunas clases implementadas en OpenVFOAM®:

= Label, Scalar, dimensionedScalar, Vector
» Storage Classes

= GeometricField, Time, database
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Si se quisiera escribir un bucle para resolver y graficar la ecuacién, se haria de la siguiente

manera 22

while (runTime.loop())

{

Info << "Time = " << runTime.timeName() << nl << endl;
#include "CourantNo.H"

fvVectorMatrix UEqn

(

fvm: :ddt (U)

+ 0.5%fvm: :div(phi, U)

- fvm::laplacian(nu, U)

)s

UEqn.solve();

U.correctBoundaryConditions() ;

phi = (fvc::interpolate(U) & mesh.Sf());
runTime.write();

Info<< "ExecutionTime = " << runTime.elapsedCpuTime() << " g"
<< " ClockTime = " << runTime.elapsedClockTime() << " s"
<< nl << endl;

3

2Revise : https://wiki.openfoam.com/Programming
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3.5 Formulacion de ensambles en OpenVFOAM®

3.5.1 Método de Monte Carlo en OpenFOAM

Se formulard un ensamble usando el modelo de turbulencia K — e. Se usara la escala
para flujos eulerianos. Se propondra una formulacién débil para resolver el problema usando
una discretizacion con el método de volimenes finitos acoplado con el método de la integral
Monte Carlo, un ejemplo del método de Monte Carlo aplicado al CFD es en la simulacién
de flujos multifasicos (White y col., 2018). Al aplicar el escalamiento apropiado, se logra
encontrar una forma asintéticamente equivalente de las ecuaciones de promedio temporal

(RANS), esto es:

Com i PO+ 5o | 5 — w381

Para un nimero de Reynolds alto, es decir, Re — 00, la ecuacion 3.81 pierde algunos términos,

quedando entonces:
ou;* g ou;* 0
u; =
o~ 7 oz oT

|—7"0i; — wiu” (3.82)

A esta ecuacion se le aplica el método de los voltimenes finitos, para esto, se expresa la
ecuacion en su forma diferencial y también a la vez se integra para un volumen de control.

Esto se plantea asi:

v o oUu” 1% s Vv
/ 0o dV+/ oV - (TT" —5%)dV = —/ PPV (3.83)
0 0 0

Donde & representa el esfuerzo de Reynolds y U representa el campo de velocidades escalado
para un flujo euleriano. Se utiliza el teorema de integrales de la divergencia, con esto se llega

a esto:

v om S v
/ po dV+/ p(UT" —5)-dA = —/ PP AV (3.84)
0 0 0
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A la vez también se formula la integral para la ecuacion de continuidad, con esto el método

de los voltimenes finitos queda aplicado:

V Tk
/ oV U dV =0
0 (3.85)

s v
/ P dV+/ W(T'T —E*)-dA:—/ PV AV
ot* 0 0

Se formula ahora la forma débil para cada término en cada una de las ecuaciones 3.85. Para
ello se escribe la integral como una suma, cada derivada se escribe como una expresion de

diferencias finitas. Se utiliza el teorema integral de la divergencia en la ecuacién de continuidad:

N
> p(@;  ni)AA =0
=1 (3.86)
Tl — Uiy . B Dii+1 — Piy
P ( At > AV + Z Z P \U; l u7 ,m — O4,l,m ) ' ni,l] AAi,l = —p <AJ}*> AV

=1 m=1
Todo lo anterior es valido para un volumen de control ¢, de la direccion [ y la direccion m, T*
representa la distancia que separa las caras del volumen de control. Para generar los valores
de presion, se acopla la siguiente ecuacion:
At*
—x ok —k —x
Ui q = Uiy + (Dipgr — pz‘,l)iA—* (3.87)
z
La expresion 3.87 acopla el campo de presion con el campo de la velocidad, generando los

valores de presion en cada volumen de control. Por ultimo se formulan los esfuerzos de

Reynolds @, estos esfuerzos se acoplan de la siguiente manera:

7t = (1 + ’t) (VU* + VU*T) - gK*I

e (3.88)

pe =C,
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Usando notacion de indice, ahora se reescriben los esfuerzos, esto es:

Ui,l,m_< +M> (%;“n+ gz ) 3k Om (3.89)

Para integrar los esfuerzos en las ecuaciones 3.86, se sustituyen las derivadas en sus formas

de diferencias o su forma débil, de lo cual se obtiene lo siguiente:

—2 — =% —% =%

_ K Ujgpr — Uig  Uj g1 — Uy, 2—

U;:l,m = (1 + C;tp z, 7 > ( : Zf* : + : m-i-Af? ) - gK;lalm (3'90)
2, m

Donde K es la energia cinética debido a la turbulencia y ¢ es la tasa de disipaciéon de

energia. Para cerrar el problema se anaden las ecuaciones para K y e:

K .
+v-(UpK)—V~[<u+’“)VK}zutGK—pa
ot OK
, (3.91)
PO v (Tpe) =V |+ L) Ve| = Cres G — Cocp=
ot 1% 12 . lsK,U/t K 25,0K

Con esto, ya todo esta acoplado y listo para por fin aplicar métodos de Monte Carlo.

Primero se integran las ecuaciones 3.91 para un volumen de control en su forma adimensional

o escalada(Baker, 2014):

K" e p Mt — —x
o av+ | pv- (U K )dV— Lol (1+ VE*|av = | puGrav — [ pzrav
ot* Pe ORI
\%4 \%4 \'4 \'4 \%4
o S P Be ) o E e?
P av + pV - (U € )dV* —V . 1+ Ve" | dV = pCre = ntGgdV — Cocp—dV

ot* Pe Oep K K

\%4 \%4 \%4 % \%

(3.92)

Ahora se plantea la integral del Monte Carlo para los términos del lado derecho de las

ecuaciones anteriores, se evaluia el nimero de Péclet cuando Pe — co. Se usa el teorema
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integral de la divergencia y se formula la integral de Monte Carlo:

- N
K; - K; — N’ N’
=1 (3.93)

_ N
€ —F e N’ N’
p (HlAtl) AV + lél P (UZ-JEi,l n”) AA; = pCrept WMax(H)AV — pCQEWMaX(J)AV

Se implementa la integral de Monte Carlo (Véase 8) para resolver las integrales del lado derecho
en cada ecuacién diferencial parcial en 3.91, se formula una distribucién para los valores K, ¢, Gk ,
H y J. El muestreo consiste en N eventos de los cuales N’ son los que satisfacen la condicién. Para
un mallado estructurado (BlockMesh de OpenVFOAM®), las ecuaciones 3.86, 3.93, 3.90, 3.87 son
las ecuaciones del ensamble propuesto. La distribucion para las variables mencionadas anteriormente,

son valores aleatorios generados por una distribuciéon de probabilidad, estas son las siguientes:

u’- = AX,L’n/At
1
Kin = suj,u; + Kio1n

_2 1, 1

gin=f(Kin)+€i-1n

. (3.94)
Hi,n = h(Ki,nagi,n) < I;,n GK
in
2
in
Ji,n = g(Ki,na 5i,n) < K;,n

Gk = HVU + VUTH > 0 (Es el determinante del Tensor)

Donde f, g, vy h son distribuciones de probabilidades, dan como valores de salida, los valores
esperados para €, H y J. La simulacion de la energia cinética turbulenta funciona de la siguiente
manera, para cada volumen de control ¢, se calcula la energia cinética K;, esto se logra obteniendo
la variacién de la velocidad, calculando el cambio de desplazamiento AX; dentro del volumen de
control 7, usando dos posiciones aleatorias dentro del volumen de control para cierto At. Se calculan

los valores para H;, J;, y Gk . Los valores que no satisfacen la condicién se excluyen y luego se
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contabilizan los que si llenaron el requerimiento (N'). Por tltimo se calculan los valores promedio:

=
I
2|~
M=
=
3

3
Il
—

o

\
2]~
] =

o

3

i
I

(3.95)

Max(Hi) Hi,n +AH

I
Z| =
hE

3
Il
_

Max(J;) = Jin+AJ

=
M=

3
Il
_

Para finalizar el ensamble, se formula la ecuaciéon matricial, las incégnitas a encontrar son ; 41,
K1 €041, Digt1, Y Wim+1, son diferencias progresivas (Upwind Scheme), se usan las librerias de
OpenVFOAM® para simular un flujo con cierta geometria. El proceso consiste en calibrar el solver
para las ecuaciones encontradas, esto se logra modificando las carpetas de la simulacién, la libreria
se llama +dsmcFoam (Véase 11).

Con esto se finaliza la formulacién del ensamble haciendo uso del método de Monte Carlo
3. Véase ahora otro ensamble més interesante, haciendo uso del FEM y transformada de

Fourier.

3Para més detalles véase https://www.openfoam.com /documentation/guides/latest /api/dsmcFoam_8C_
source.html
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3.5.2 Método de transformada rapida de Fourier en OpenFOAM

Se formulard un ensamble usando el modelo de turbulencia K — w. Se usard una
escala para flujos eulerianos. Se resolvera el problema usando una discretizaciéon basada en
el método de Galerkin discontinuo acoplado con transformada rapida de Fourier. El uso de
la transformada réapida de Fourier queda relegado a la aplicaciéon de métodos espectrales.
También para algunos flujos incompresibles se implementa la transformada rapida de Fourier
para acelerar la convergencia usando técnicas de programacion en paralelo (Costarelli, Paz,
Dalcin & Storti, 2011). Se inicia el ensamble haciendo mencién de la ecuacién 3.82, junto con

la ecuacién de continuidad y las ecuaciones del modelado de turbulencia K — w:

V-U =0
8U* =k Tk . %
ﬁﬁ—V(UU —O') ——Vp
8&)* % W* * u;k *2
o +V-Uw —a[K*aljax;]%—’yw =0 oo
3.96
OK* — ur
. K*_ * T
o +V.-U U”(’)x; 0
(14 2 ~ K5
7= (04 ) (G ) - 55
K
,Ut:Cupi
w

Donde todas las ecuaciones han sido escaladas para un flujo euleriano y acopladas para
reducir el nimero de ecuaciones. Se procede ahora a usar la transformada de Fourier en el

sistema de ecuaciones diferenciales parciales:

ow;* ou;* 0 K*\ (our 0uj 2
7 7k ? _ 77*(2'7 1 o 7 J **K*(si' .
%{ o T 3%*} S{axi* l D" 0ij ( +C"w*u> (ax; + 83},“) 3 J” (3.97)

3 ow’* +7*8w* w* | OK* +7*6K* 42 0
U, -« Uu; w =
o " Yom  “Kr o  “am |
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La transformada de las ecuaciones diferenciales seria:

”Li‘F{uT*}:o
3{ }Jrzh S{u uJ} g{l*auf }_
o K* our  our 9 (3.98)
woalmye o{ = (o) (B 7E) p b
J i

| ow™ L ow™ w* [0K™ L oK™ 42 o
u — u =
R TR K* | ot T

Se procedera a dar un tratamiento especial a la siguiente transformada:

S{&‘; <1+cu )(? ?)} (3.99)

* —_— —
ﬁu. Sea K* ~ u;**, y w ~ u;*/B. Se agrupan las

constantes y se obtiene lo que sigue a continuacion:

3.100
o . (3100

Tomamos el término 3.99, se aplica la derivada del producto, y se aproxima el resultado

usando 3.100:

ﬁaxﬁ* (ax; + aﬂ) + B ; (a o+ 6@*31: >+ (8@2 8:p*8w ) (3.101)

1

Se procede a calcular la transformada de Fourier término a término, haciendo 8 = 1, se

cancelan algunos términos, quedando:

% 257%
z‘his{ui*au}Jr%{]gl:g} hihi§{w"} =

*87 J — 82 : — %
zhg{ a% } 12§ (w7 }+${uj ﬁ*?} — hihyF ()}

(3.102)

Un procedimiento similar se hace en la tercera ecuacion en 3.98, el término con la constante

«, desaparece por la suposicién de que el flujo es euleriano (niimero de Reynolds alto, es
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decir, Re — o0) y queda:

ow* _ Ow* 2|
S{at* —i—uia@%—vw }—0

5 (3.103)

ot*

Una vez finalizado el proceso de expresar el sistema de ecuaciones diferenciales en el espacio
espectral, se utiliza la transformada discreta de Fourier para aproximar los valores de u;,
w, K,y p;. Para ello se implementa el método de elemento finito de Galerkin discontinuo,
se escoge un espacio de prueba, usando polinomios ortogonales (Véase 10). Se suavizan las
transformadas usando interpolaciones de polinomios ortogonales, el sistema de ecuaciones
diferenciales ahora solo contiene derivadas temporales. OpenVFOAM® ofrece una libreria para
realizar una simulacién con métodos espectrales, es la libreria fft (Véase 11), una vez suavizado
el sistema de ecuaciones diferenciales parciales, es decir, haber encontrado la formulacion débil
del sistema de ecuaciones diferenciales parciales y entonces haber encontrado la aproximacion
de la solucién, se calcula la transformada inversa, este método espectral es bien conocido
como Fourier- Galerkin (Véase 9).

Con este ensamble finaliza la seccién del proceso de ensamble y modelado asintético 4.
Ahora se usara OpenVFOAM® con diferentes ensambles para generar archivos post-procesados,
todo para una misma geometria. Por tltimo, se procedera a comparar y a comentar sobre

cada grafico renderizado en ParaView.

4Para mas detalles sobre la clase de OpenVFOAM® antes mencionada, puede visitar https://www.
openfoam.com/documentation/guides/latest /api/fft_8H_source.html
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4. RESULTADOS

4.1 Definicién del problema de transporte de fluidos

En esta seccion se presentaran los resultados obtenidos de distintas simulaciones reali-
zadas en OpenVFOAM® y renderizadas en ParaView. Al principio de esta investigacion se
contextualizo el problema de transporte de flujos en una represa hidroeléctrica. Se procedera

a localizar la seccién de tuberia que se quiere modelar y disenar que forma parte de la represa.

Una represa es una estructura que fue disenada para retener un flujo de agua, ya sea
un rio, asi como se muestra en la figura 4.1. El flujo de agua que se logra retener se utiliza
para producir energia eléctrica haciendo uso de una turbina. Partiendo de esto, el agua del
embalse debe transportarse de tal manera que la energia mecanica del flujo pueda convertirse
en energia eléctrica. Debe disenarse este conducto con las dimensiones correctas para el buen

funcionamiento de la turbina.

Figure 4.1. Represa hidroeléctrica Chief Joseph, véase méas en
https://en.wikipedia.org/wiki/Chief _Joseph_Dam

124


https://en.wikipedia.org/wiki/Chief_Joseph_Dam

El flujo que se quiere transportar seria entonces:
(1) Es un flujo por gravedad y con gran volumen o caudal.

(11) Es un flujo euleriano, ya que adquiere gran velocidad. Debe considerarse un modelo de

turbulencia apropiado.

(1) Es un flujo con transiente de presion, es decir, la presién aumenta a medida el flujo
avanza por el conducto. La presion es distinta de cero en la frontera. Se debe prevenir

el golpe ariete (Water Hammer) a la turbina para evitar dafios.

(1v) Las dimensiones de la tuberia (didmetros, longitudes y conexiones) deben ser tales que

el flujo sea manejable y permita el buen funcionamiento de la turbina.

El esquema constructivo interno de la turbina es el siguiente. El peso del agua en el
embalse genera una presion hidrostatica en el inicio del tramo de tuberia, asi que al inicio
se puede tener un didmetro lo suficientemente grande para prevenir aplastamientos en la
compuerta, el didmetro se va reduciendo a medida se acerca a la turbina. Véase la figura 4.2

para entender mejor lo dicho anteriormente:

Transmission

Draft Tube @

Figure 4.2. Corte constructivo de la tuberia de alimentaciéon para una turbina Kaplan
(Yaseen y col., 2020, Pagina 12)
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4.2 Configuracion de la simulaciéon usando similitud dinamica

El objetivo principal de simular el flujo hacia la turbina, para ello se utiliza un modelo a
escala que tenga la similitud dindmica con el problema a resolver. Esto con el fin de ahorrar
costo computacional. Al ser también una tuberia cilindrica, se aprovecha la simetria existente
del problema, puede simularse en solo dos dimensiones. El modelo a escala debe tener las
mismas condiciones de frontera que el problema original. Una vez importados los archivos
que definen la geometria del problema, se definen en ParaView las condiciones de frontera.
Se calibra el solver para ajustarlo al flujo descrito en la seccion anterior. Por tltimo se crean

los archivos de post-procesados en OpenVFOAM® y luego se renderizan en ParaView.

4.2.1 Primera simulacion

Para la primera simulaciéon se implementé la libreria simpleFoam '. Es una libreria
disponible para flujos incompresibles, bajo la carpeta pipeCycle. La libreria utiliza el modelo
de turbulencia K — ¢ realizable. Para la geometria y mallado del problema se implemento el
software libre Salome 9.92. La geometria consiste en un modelo que involucra dos didmetros
diferentes en la entrada y salida del flujo (inlet y outlet respectivamente), algo parecido a un
cono truncado (Véase 1.1). Véase la figura 4.3 para ver la consola de Salome 9.9, el archivo de
mallado (Mesh.unv) se exporta y se copia en la carpeta de simulacion. se utiliza el comando
ideasUnvToFoam para convertirlo en un mallado con extension que pueda utilizarse en
OpenVFOAM®. La figura 4.4 muestra el archivo case.foam renderizado luego de la simulacion.
Para usar OpenVFOAM® en sistema operativo Windows se usa el Kernel de Linux/Ubuntu
disponible para usuarios wsl2 en Windows 10. Para ejecutar la simulacién se debe calibrar el
solver, para ello se debe cambiar y editar los archivos que se contengan en las carpetas de
simulacién. Para realizar esta tarea, puede usar un editor como ser notepad c++3. Se mostrars,

los cambios realizados en las carpetas colocando las clases y valores correspondientes a la

1Véase més https://www.openfoam.com/documentation/guides/latest/doc/index.html
ZVéase en https://www.salome-platform.org/
3Véase mas en https://notepad-plus-plus.org/
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simulacién en cuestion, por ultimo se mostraran los graficos 3D renderizados en ParaView.

Study1]

File Edit View Tools Window Help

DeE BB ~wvw v S @ 2P0 0 = @ a ¥ =
Object Browser 8 x Help panel x

@ Name | Welcome to SALOME

Getting started
Divew
Create a new document

L open

Open an existing document

43 video Tutorials

Visit YouTube channel with
some videos

Avallable modules
3 shaper

6 Geometry

Create, import, repair CAD
models

B esh

Generate mesh from CAD
model or import mesh

B Paravis
Fracs

€ J0bManager
7 Fields

Simplified interface to
visualise and manipulate fields

e PyHello

(£ HexaBlock

e Eficas

00
Python Console 8
>>>

HeOO0C uNEHdEWNOCHEROIOMNGE =& ~ T

Figure 4.3. IDE de la consola Salome 9.9 para eleborar mallados que puedan ser usados en
OpenVFOAM®
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Figure 4.4. Geometria exportada exitosamente de Salomé a OpenVFOAM y renderizada en
ParaView
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hmartinezs10@DESKTOP-V8L X + v o X

smoothSolver: Solving for k, Initial residual = 0.000863497, Final residual = 8.23113e-05, No Iterations 1
bounding k, min: -0.000982392 max: 1.00163 average: 0.0547613
ExecutionTime = 52.25 s ClockTime = 52 s

Time = 999

smoothSolver: Solving for Ux, Initial residual = ©.00101767, Final residual = 5.46988e-05, No Iterations 2
smoothSolver: Solving for Uy, Initial residual = 0.000282829, Final residual = 1.59057e-05, No Iterations 2
smoothSolver: Solving for Uz, Initial residual = 0.000901016, Final residual = 4.39335e-05, No Iterations 2
GAMG: Solving for p, Initial residual = ©.00681845, Final residual = 0.000102869, No Iterations 2

time step continuity errors : sum local 1.07543e-05, global = 3.30264e-06, cumulative = 0.00893825
smoothSolver: Solving for epsilon, Initial residual = 0.00306096, Final residual = 0.000114864, No Iterations 1
bounding epsilon, min: -2.65155e-06 max: 1 average: 0.0168437

smoothSolver: Solving for k, Initial residual = 0.000901813, Final residual = 8.75531e-05, No Iterations 1
ExecutionTime = 52.3 s ClockTime = 52 s

Time = 1000

smoothSolver: Solving for Ux, Initial residual = 0.00102593, Final residual = 5.33815e-05, No Iterations 2

smoothSolver: Solving for Uy, Initial residual = 0.000299669, Final residual = 1.71784e-05, No Iterations 2

smoothSolver: Solving for Uz, Initial residual = 0.000960959, Final residual = 4.46194e-05, No Iterations 2
GAMG: Solving for p, Initial residual = ©.00651402, Final residual = 9.85852e-05, No Iterations 2

time step continuity errors : sum local 1.03096e-05, global 4.06112e-06, cumulative = 0.00894231
smoothSolver: Solving for epsilon, Initial residual = 0.0031374, Final residual = 0.000109656, No Iterations 1
bounding epsilon, min: —-6.61677e-05 max: 1 average: 0.0168395

smoothSolver: Solving for k, Initial residual = 0.000886407, Final residual = 8.13873e-05, No Iterations 1
bounding k, min: -0.000982785 max: 1 average: 0.0547598

ExecutionTime = 52.44 s ClockTime = 52 s

functionObjects::fieldCoordinateSystemTransform coordinateTransform writing field: U:Transformed
momentum momentum write:
Sum of Momentum (volume 6.39964e+06)
linear : (4235.04 2.6302e+07 5731.95)
angular : (2.32275e+07 2244.24 4235.04)

Writing fields
End

15:45

ll‘@@‘f '!'ﬂfﬂﬂlv‘y.UVumfg‘lgs_-' ANRD® 500 &

Figure 4.5. Célculos realizados durante la simulaciéon con el solver simpleFoam

Primero se calibra la carpeta 0, Véase la figura 4.7, los cambios se realizan teniendo el

cuidado de llamar a la clase dentro del cédigo fuente de OpenVFOAM@’:

0 X + - a X
® Nuevo ~ N Ordenar v = Ver
<« v « wsllocalhost > Ubuntu-2004 > home > hmartinezs110 > OpenfOAM > hmartinezs110-v2012 > run > tutorials > incompressible > simpleFoam > pipeCyclic > 0 v C
) Inicio Nombre Fecha de modificacion  Tipo Tamaiio
TS -
OneDrive - Personal [ yogiion Archivo
[ epsilon.bak Archivo BAK
' Descargas Mk Archivo
] Documentos [ kbak Archivo BAK
R Imagenes [ nut Archivo
pipeCyciic [ nutbak Archivo BAK
polyMesh [ nuTilda Archivo
o [ nuTildabak Archivo BAK
Oe Archivo
constant
[ pbak Archivo BAK
Du Archivo
32 Dropbox [ ubak Archivo BAK
M Este equipo
=505 (©) Seleccione el archivo del que desea obtener la vista previa.
48 Red
A Linux

12 elementos ED
I=@@Gc: '(’ﬂfﬂﬂlv‘y.UV-m(j‘l_ﬂs_-"{ A@q’»‘@zgmgg‘g

Figure 4.6. Se modifican las carpetas y se reescriben los archivos encontrados en ellas.
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B \\wsllocalhost\Ubuntu-20.04\home\hmartinezs110\OpenFOAM\hmartinezs110-v2012\run\tutorials\incompressible\simpleFoam\pipeCyclic\0\p - Notepad++

Archivo  Editar Buscar Vista Codificacion Lenguaje Configuracion Herramientas Macro Ejecutar Plugins Ventana ? + v X
= = 1 (e

=l 3 Ta B [2¢ithpg| 2% |BE |51 EEEDh=® @
Blesssioan & B |

1/ == N

H [{j—— ‘ ‘

ERRIIANN / Field | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox |

4 | A\ / o peration | Version: v2012 |

S 1\ / and | Website: www.openfoam.com |

NIV} M anipulation | |

7\ /

VVVVVVV 2.0
format ascii;
class volscalarrield;
abject P
}
R T /7
7 dimensions (02-20000];

internalField uniform 0;

boundaryField
inlet
{
type fixedvalue;
value uniform 50;
}
outlet
{
type fixedvalue;
value uniform 0;
|
}
walls
{
type zeroGradient;
}
}
2 2
Normal text file length: 1,172 lines: 46 Ln:35 Col:9 Pos:1018 Unix (LF) UTF-8 INS

HeoeCeL umEEWNOAEROOMNG®ma ~ L.y

Figure 4.7. Para editar los archivos se usa Notepad C++.

El diagrama de velocidades y presiones son los siguientes. El diagrama de presiones 4.8
muestra en el didmetro mayor (en rojo) una presiéon inicial debido a la presion hidrostatica
de la represa y en la abertura menor (en azul) una presién nula, debido a que el flujo sale a
un canal, esto con el fin de prevenir un golpe ariete. El flujo se mueve del didmetro mayor
hacia el menor.

Para el diagrama de velocidades 4.9, en el didmetro mayor (en azul) se observa una
velocidad cero, ya que el movimiento del agua parte del reposo y en el didmetro menor (en
Rojo) se obtiene la velocidad al final del conducto hacia el canal. Se puede observar como el
efecto de la turbulencia puede apreciarse en las paredes del conducto. Ahora se procedera
a simular un flujo con la misma geometria y las mismas condiciones de frontera. Esta vez
usando una libreria diferente con algoritmos para el calculo del campo presiones diferente al

utilizado anteriormente.
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Figure 4.8. Diagrama del campo de presiones.
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Figure 4.9. Diagrama del campo de velocidades.
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4.2.2 Segunda simulacion

Para esta simulacién se pretende usar la libreria pisoFoam. Se caracteriza por el uso
del algoritmo PISO para el cdlculo de presiones. Implementa el modelo de turbulencia
K — ¢ # para simular la turbulencia. Se utilizé la misma configuracién que en la simulacién
anterior, se realizaron los ajustes en el archivo control Dict de la carpeta system dentro de las
carpetas de la simulacion. Pudo observarse que el calculo es mayor y le tomo méas tiempo al
procesador encontrar los campos. La libreria pisoFoam no solo calcula los campos de presiones
y velocidades, también campo de vorticidades, campos unidireccionales y aceleraciones, para
la simulacion estos fueron los resultados, véase la figura 4.10:

hmartinezs10@DESKTOP-V8L X + v = o X

ExecutionTime = 178.5 s ClockTime = 179 s

fieldAverage fieldAveragel write:
Calculating averages

momentum momentuml write:
Sum of Momentum (volume 6.39964e+06)
linear : (-6.46923e+06 954954 3109.64)

valueAverage: valueAveragel averages:
momentum_xMean: -6.46755e+06
momentum_yMean: 941100
momentum_zMean: 3181.48

Time = 188.7

Courant Number mean: ©.0493184 max: ©.251442
Solving for Ux, Initial residual = 0.640009, Final residual = 1.38714e-09, No Iterations 1
Solving for Uy, Initial residual = 0.832807, Final residual .01152e-09, No Iterations 1
smoothSolver: Solving for Uz, Initial residual = 0.650256, Final residual = 9.7404e-10, No Iterations 1
GAMG: Solving for p, Initial residual = ©.0138372, Final residual = 0.00126718, No Iterations 1
time step continuity errors : sum local = 3.32265e-07, global = 1.31695e-08, cumulative = -1.62605e-05
GAMG: Solving for p, Initial residual = ©.901415, Final residual = 9.31422e-07, No Iterations 17
time step errors : sum local = 6.43466e-07, global = -6.15481e-08, cumulative = -1.63221e-05
#0 RS ntStack(Foam: :Ostream&) at ??:?
#1
#2 7 i i _64-linux—-gnu/libpthread.so.®
#3 smoothSolver: :solve(Foam: :Field<double>&, Foam::Field<double> const&, unsigned char) const at ??:?
#4 : :fvMatrix<doubl. :solveSegregated(Foam: :dictionary const&) at ??:?
#5 : :fvMatrix<doubl. olveSegregatedOrCoupled(Foam: :dictionary const&) at ?7:?

#6 : :fvMesh: :solve(Foam: : fvMatrix<double>&, Foam::dictionary const&) const at ??:?
: :SolverPerformance<double> Foam: :solve<double>(Foanm: :tmp<Foam: :fvMatrix<double> > const&) at ?7:?

RASModels: :kEpsilon<Foam: : IncompressibleTurbulenceModel<Foam: : transportModel> >::correct() at ??:?
2:7

_start_main in /1ib/x86_6U4-linux-gnu/libc.so0.6
27:7
Floating point exception
$ explorer.exe .

I=‘_v g ee - l!lim|‘_3"-ﬂ.ﬂVUm§%’ A@d’»@30/7/1220:;;"’“’l

Figure 4.10. Ventana en Windows de la linea de comando en Ubuntu para la simulaciéon con
pisoFoam.

Ahora se revisard y mostrara cada diagrama renderizado en ParaView. Se pondra mas
atencion a los siguientes graficos en 3D: vorticidades, presiones, velocidades en la direccién

del flujo, aceleraciones.

4Véase https://www.openfoam.com/documentation/guides/latest /man /pisoFoam.html
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Figure 4.11. Diagrama del campo de presiones con pisoFoam.
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Figure 4.12. Diagrama del campo de velocidades en la direccion del flujo con pisoFoam.
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Figure 4.13. Diagrama de vorticidades en la seccion transversal del flujo con pisoFoam.
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Figure 4.14. Diagrama de aceleraciones en la direccion del flujo con pisoFoam.

Puede apreciarse un parecido con el resultado anterior obtenido en la simulacién con

simpleFoam, esto tiene sentido porque es el mismo problema resuelto con diferentes métodos
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de cédlculo. Puede apreciarse que en los gréaficos de vorticidades y aceleraciones, los esfuerzos
debido al movimiento del flujo se dan en la capa limite, es decir, en la pared del conducto
como se esperaba. Con esto se termina la seccién de simulaciones y graficos en 3D con
OpenVFOAM® y ParaView. Los esfuerzos viscosos en la capa limite son mayores a medida
se acercan al didmetro de menor tamano. La vorticidad incrementa en el fondo del conducto
debido al cambio de presiéon que experimenta el flujo a medida avanza hacia el didmetro mas
pequeno. Es posible observar que los esfuerzos para una razén de didmetros en el reductor
1:2, y con una reduccién de presion del 50 % de la presién inicial, la pieza no experimenta
danos o no es sometida a esfuerzos considerables, esto quiere decir que la profundidad del
desplante en la véalvula de control en el embalse debe ser tal que la pieza experimente dicho
cambio de presion, usando la razéon de didmetros antes mencionada. Esto también muestra
donde la pieza debe ser reforzada o llevar un material mas adecuado. Si la capa limite hubiera
sido mas gruesa y se hubieran visto zonas en rojo, quiere decir que la razoén de didmetros en
el reductor o la profundidad de la valvula de control no son las adecuadas, se dan esfuerzos
viscosos muy intensos que pudieran danar la pieza. En resumen, los parametros de diseno

que se definen a partir de la simulacién son:

1. Profundidad de la valvula de control: La presién hidrostatica inicial estd definida

por esta longitud.

2. Diametros en el reductor: La razéon de los diametros define las velocidades de
entrada y salida en la pieza, si la vorticidad no es controlada, los esfuerzos viscosos en

el diAmetro de menor tamano podrian ser considerables.

3. Tipo de material y espesor de la pieza: Si el espesor de la capa limite es demasiado
pronunciado, entonces la pieza debe reforzarse en las regiones con mayor presencia de

esfuerzos viscosos debido a la turbulencia.
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5. DISCUSION

En esta seccion se discutiran algunos detalles que pueden deducirse de los resultados de
las simulaciones realizadas en OpenVFOAM®. El objetivo de simular es poder ofrecer disenios
coherentes y precisos que se adapten a las necesidades del problema de transporte. En este

caso se deben diseniar los siguientes elementos de la tuberia que alimentan a la turbina:

» Profundidad de la apertura medida desde el nivel del embalse (Intake pipe).
» Apertura de la compuerta en el embalse (Intake pipe and Control Gate).

= Jlongitud del tramo desde la apertura hasta la tuberia de alimentacion a la turbina

(Penstock).
= Posiciéon de las chimeneas de equilibrio y valvulas de control.

= La relacion de didmetros y la razon de cambio de ellos, es decir, con qué frecuencia se

ir4 reduciendo el didmetro.

Chimenea de equilibrio

Subestacion

Patio de
elevacion
¢ Casa de
: magquinas
i Tuberia de —
X presién
: i [
H.
1
i . G Nl - TITILT
i %'\ -
: .
I
v

'.l"l'ljI

v £ b
Figure 5.1. Elementos constructivos de una represa hidroeléctrica
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En las simulaciones se reprodujo un cambio de didmetro entre tuberias de presion. En el
primer didmetro, el flujo entra desde el embalse con una presién hidrostatica inicial. En el
trayecto hacia la turbina el didmetro se reduce de tal manera que se ajuste al diseno de la
turbina. En este punto normalmente se coloca una estructura de control que permite regular
los cambios de presion, el peligro latente en este caso es el golpe de ariete debido al transiente
de presion, esta presion debe liberarse y esto se logra colocando chimeneas de control en
puntos estratégicos del sistema de tuberias, también pueden construirse canales, si estos son

superficiales.

chimenea de
embalse  presa equilibrio

Pl

1'-. nivel de embalse | ||| |

galeria de

g ) i tuberia
7N ————  conduccion

forzada

valvulas
m canal de
b descarga

Figure 5.2. Elementos hidraulicos dentro del esquema constructivo de la represa

Lograr la simulaciéon tomando en cuenta estos elementos permite colocar los materiales y
tomar las medidas necesarias para lograr el funcionamiento correcto de la turbina. Partiendo
de la ecuacién de energia de los principios de conservacion, se logra obtener una ecuacion

muy practica que es llamada la ecuacion de Bernoulli:

2

vV:Z P vz P
D4 -+ L=y + 2+ 22 Hy (5.1)
29  gp 29  gp
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También hay otra ecuacion que surge de la ecuacion de continuidad de los principios de

conservacion, es la ecuacion siguiente:

Donde Z; representa las cotas de elevacion, V; representa las velocidades en cada diametro,
P; representa las presiones, A; representa las areas de seccion transversal en las tuberias
y Hy = %V2 es la perdida de altura piezométrica (2.77). Usando notacién vectorial e
introduciendo escalamiento multiple a las ecuaciones 5.2 y 5.1, se obtiene lo que sigue:
A 2
pgVZ + VP = — l01+1— (AZ) ] g<v,v>
1

5.3
2gp L (5.3)

Re2 2

VZ*+2VP* =BV, V")

Donde g = — [01 +1- <ii)2] y (V,V) = V2 L es la longitud del tramo de tuberia. Con
este escalamiento se puede relacionar el nimero de Reynolds, los didmetros de tuberia y
la presion. De esta forma se puede obtener la razén de los didmetros para el diseno. La
simulacion tiene un papel de ser una ayuda visual para el disenador, para poder elegir la
mejor geometria para su diseno, de ella se puede extraer los gradientes de presion y velocidad,
también se pueden apreciar las areas con mayor vorticidad y con presencia de esfuerzos
viscosos que puedan danar la tuberia. Encontrar los picos de presion en el disefio es uno de

los usos mas importantes de las simulaciones en el diseno hidraulico.

Para los materiales de las tuberias se considera también la simulacion y sus resultados,
tuberias presurizadas, como ser el tramo donde se ubica la turbina, estas tienen que ser de
acero y con el espesor necesario para soportar vibraciones y cambios repentinos de presiéon
debido al flujo de agua. Los cambios de didmetro deben disenarse a través de una simulacién
para decidir materiales, juntas constructivas, por ejemplo, si la tuberia que viene del embalse

es de concreto, debe disenarse la junta para cambiar de material o elemento hidraulico.
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Figure 5.3. Seccion transversal del detalle constructivo de una turbina Kaplan.
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6. CONCLUSION

Esta tultima seccion esta destinada a reunir todos los puntos mas importantes de la
investigacién. El objetivo principal de esta investigacién era lograr simular un flujo dentro de
un sistema hidraulico en una represa. Esto se llevd a cabo usando OpenVFOAM®. El proceso
de simulacion comienza con el modelamiento asintotico del problema de transporte, este flujo
de agua a través de la tuberia en el reductor de diametro, es un flujo convectivo. El reductor
de didmetro es un elemento hidraulico que permite la transicién suave y homogénea de los
diametros de entrada en el embalse hacia la chimenea de control implementada para regular
la presion. Al ser agua lo que se transporta, la densidad del flujo es constante, es un flujo
incompresible y ademas es un flujo con transiente de presién y euleriano, es decir, con un
nimero de Reynolds alto. Como es un flujo en una sola direccién, se puede modelar con un
enfoque de promedio temporal (RANS) y con un modelo de turbulencia que se concentre
en como la energia cinética se disipa y convierte en vortices, pudiendo predecir las areas o
regiones del flujo con mayor presencia de esfuerzos viscosos, por ello se elige el modelo de
turbulencia de dos ecuaciones K — ¢. Para predecir los cambios de presion en la pieza, se
implementa el algoritmo PISO y poder observar el campo de presiones dentro de la pieza.
Se realizan dos simulaciones para poder comparar y poder relacionarlas a través de los
conceptos de similitud dindamica, es decir, si las lineas de campo de velocidades tienen el
mismo comportamiento, lo cual fue verificado y es capaz de observarse en los graficos 3D
renderizados en ParaView. Se revisa el campo de vorticidades y aceleraciones para asegurar
que los esfuerzos viscosos debido a la turbulencia no sean capaces de romper la tuberia. Las
técnicas CFD suelen ser de mucha utilidad para definir el disefio y geometria final de los

elementos. En este caso el costo computacional para disefiar la pieza no fue muy alto.
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7. APENDICE A: MODELAMIENTO ASINTOTICO DE LAS
ECUACIONES DE NAVIER-STOKES

Segin Moreau (2004), la Mecanica de los fluidos esté inspirada en el modelamiento
asintético, o mejor dicho, las ecuaciones que definen el movimiento de los fluidos han
sido fundamentadas en técnicas de modelamiento asintotico. Las técnicas de modelamiento
asintético permiten aproximar, o encontrar una expresion equivalente asintoticamente, es
decir, que tenga un mismo comportamiento terminal. Los modelos asintéticos pueden dividirse

CeI1l:

1. Modelos generales: Estos son los modelos de flujos del tipo, advectivo, difusivo y

convectivo.

2. Modelos locales: Estos modelos parten de los modelos generales y se enfatizan en el
uso de suposiciones especiales como ser, escalamiento, comportamiento de las lineas de

campo (Stream Lines), modelado de la turbulencia, entre otros detalles.

3. Modelos globales especificos: Son modelos locales con ciertas geometrias y condi-

ciones de fronteras bien especiales y tnicas.
Las técnicas de modelamiento asintético mas empleadas son las siguientes:

(1) Correspondencia asintotica: consiste en proponer la existencia de una solucién local
en una regiéon interna que tenga el mismo comportamiento de la solucién general en el

dominio externo.

(1) Escalamiento maltiple: consiste en encontrar la forma adimensional del problema con
el fin de eliminar términos seculares. Aqui es donde aparece en escena el analisis

adimensional y sus famosos Nimeros Adimensionales.
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(1) Homogeneizacion o promedios de cantidades vectoriales y escalares: consiste en la
formulacién ponderada o promediada del problema, es aqui donde entran en juego los
enfoques adaptativos, como ser los de promedio temporal, promedio espacial o mejor
valor esperado dentro un numero finito de eventos con la misma similitud geométrica o

dindmica.

En resumen, el modelamiento de las ecuaciones de Navier-Stokes consiste en la aproximacién
de los términos difusivo (uV2U) y convectivo-advectivo (pV - UU). Se mostrara las distintas
maneras en que se puede modelar un flujo usando técnicas de modelamiento asintético:

» Berselli (2000) en su trabajo de tesis, se muestra el modelado asintético de las ecuaciones de Navier-

Stokes usando métodos variados, entre ellos el método de la descomposicién de dominios.

= P. Joseph (2020) en su articulo sobre una solucién exacta para las ecuaciones de Navier-Stokes, propone

un ansatz en coordenadas cartesianas de la siguiente forma:
A = (ay® + b2’y + cy,da® + exy® + fx,g2* + gy?) (7.1)

Usando polinomios ortogonales de Bessel, propone una solucién exacta para un flujo en dos dimensiones.

= Kollmann (2019, Pagina 273, 274) en su libro sobre el fendmeno de la turbulencia, ofrece técnicas de

modelado espectral para las ecuaciones de Navier-Stokes.

= Hieber y Robinson (2017, Pédgina 94, 95) en su libro sobre el uso del andlisis real para la formulacién
débil de las ecuaciones de Navier-Stokes, proponen diferentes tipos de modelamiento asintético haciendo

uso de los espacios de Sobolev.

» Ordaz y Sciences (2013) en su articulo demuestran que la ecuacién de Ricatti es asintéticamente

equivalente a las ecuaciones de Navier-Stokes para un flujo en una direccion.

= Slattery (2012, Pdgina 217, 218) presenta en su libro muchas formas de usar las expansiones asintéticas
para resolver problemas de transporte, como ser flujos incompresibles, flujos de calor por conduccién o

conveccion.
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8. APENDICE B: INTEGRAL DE MONTE CARLO

Los métodos de Monte Carlo son un conjunto de técnicas computacionales que estan
basadas en el muestreo aleatorio y recursivo. Se usa el principio de aleatoriedad para resolver
problemas que en esencia son de caracter determinista. Los métodos de Monte Carlo se

pueden usar para resolver problemas como:
= Optimizacion
= Integracion numérica

= Distribuciéon de probabilidades

Algunos problemas fisicos pueden ser demasiado complejos, por eso se implementan los
métodos de Monte Carlo para poder encontrar una respuesta usando métodos estocasticos.
Se pondra mas atencion a las técnicas de integracion de Monte Carlo para resolver problemas

en el campo del CFD, véase algunos de ellos:

1. Parés-Pulido (2021) en su trabajo sobre el uso de métodos de Monte Carlo para resolver
las ecuaciones de Euler para un flujo Incompresible, implementa el método de los
volimenes finitos junto con técnicas de integracién de Monte Carlo para encontrar una

solucion convergente o asintéticamente equivalente.

2. Q. Zhang y Zhang (2014, Pagina 3) en su articulo sobre el uso del ensamble MCFVEM
(MONTE CARLO FINITE VOLUME ELEMENT METHOD), resuelven la ecuacién convec-

cién-difusion (2.4). Para resolver el problema implementa la siguiente formulacién de
Monte Carlo:
» Primero se define un espacio de prueba U, (D) y otro espacio V3 (D).

= Por cada ¢ = 1,2,3,...M, se encuentra una muestra para cada coeficiente de

difusién a(w;, -) que cumpla con la condicién propuesta.
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= El valor promedio de las muestras es Elu] = & Y0 up[z(w;)] y E[Q(w)] =
LM Qlup(z(w;))], donde Efu] y E[Q(u)] son los valores esperados promedios

de la solucién.

= Por ultimo, se formula el error de discretizacién al formular la soluciéon débil por

medio del método de los elementos finitos.

La integral de Monte Carlo implementada en el articulo es:

<>/<x>

T (f %f (8.1)

z:l

I (f) = I m(f)

Donde K es una coleccién de puntos aleatorios en el espacio de prueba, x; es una
secuencia de puntos aleatorios de K y f es una funcién continua y M es la cantidad de

muestras en el espacio de prueba.

. Badwaik, Klingenberg, Risebro y Ruf (2021) en su trabajo sobre el uso de métodos de
Monte Carlo para la solucién de las leyes de conservacion aleatoria y flujos discontinuos,
presentan un ensamble que consiste en la discretizacion por medio del método de los
volimenes finitos junto con la solucién aproximada haciendo uso de la integral de Monte

Carlo MCFVM (MONTE CARLO FINITE VOLUME METHOD).

. Mishra, Schwab y éukys (2013) trabajé con sistemas no lineales donde las leyes de
conservacion se aplican a flujos con condiciones de frontera que son aleatorias. Im-
plementa el método de Monte Carlo para espacios multi-dimensionales MLMCFVM
(MuLTI-LEVEL MONTE CARLO FINITE VOLUME METHOD). El ensamble trata sobre
la aplicacion del método de los voliimenes finitos, encontrando una solucién aproximada

haciendo uso de la integral de Monte Carlo.
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9. APENDICE C: TRANSFORMADA DE FOURIER

Segtn Julidn (2020, Pdgina 4 ) en su trabajo sobre transformada de Fourier, expresa que

la integral de Fourier definida como sigue:

g(€) = jQ_W | et (9.1)

Surge de extender el andlisis de frecuencias al dominio del tiempo, fue denominada asi por
Jean-Baptiste Joseph Fourier y es una transformacién matemédtica utilizada para transformar
las senales entre el dominio del tiempo (espacio) y el de la frecuencia. La transformada de
Fourier tiene muchas aplicaciones en las Matematicas y la Fisica, sobre todo porque ofrece la
oportunidad de resolver ecuaciones diferenciales parciales PDE (PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS).

La transformada de Fourier puede denotarse como:

FIfl, f. F(r@), FLr®}), F(f), F©), F()(©)

Algunas propiedades de la transformada de Fourier son:

L Fla-f+b-g} =aF{f} +bF{g}.

2. F{fat)}H(E) = — -f{f}<€>
|al a

3. F{f(t— a)}&) = e 2™ . FLFHE)

4. F{f}E —a) = F{e¥ " f(t)}(€)

5. FLfHE) = 2mi& - F{f}(S)

6. F{f} (&) = F{(=it) - f{)}(&)
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Una de las formas més importantes de implementar la integral de Fourier es haciendo uso de

la transformada discreta de Fourier:
N-1 Y
X = Z T, e Nk
n=

= 2 2
= TLZ:;) Ty - [cos (;kn> — 1 -sin (;knﬂ ,

Se quiere centrar la atencion al uso de la transformada para resolver problemas de transporte

[e=]

9.2)

—_

de fluidos con técnicas CFD. Véase algunos casos:

» Zang, Streett y Hussaini (1989) en su trabajo sobre métodos espectrales, hacen una
recoleccién de los distintos tipos de aproximaciones espectrales (Uso de la transformada

discreta de Fourier) para resolver ecuaciones diferenciales parciales, de la forma:

u(z) = Jio te’® (9.3)

k=—o0

Un tipo especial de expansion es la expansion de Chebyshev:

+00
u(z) = Y WTk(z) (9.4)
k=—o00
Donde Tk (z) es un polinomio de Chebyshev. La parte més sobresaliente de su trabajo

estd en la manipulacion de estas expansiones junto con el método de Galerkin para

aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales parciales:

ke J

Donde ¢y (x) es un espacio de prueba o base en el método de Galerkin. En su investigacion

presenta el tratamiento de las ecuaciones diferenciales, mejor conocidas como las
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ecuaciones de Navier-Stokes:

di o .
—E LUK Pk + iKpg =
dt
1K -t =0
- (9.6)
Tk = —u-Vug + fx
. (K - Tk)
— g TK)
a KT

Donde u(z,t) = Y a(t)e’E® vy p(x,t) =3 p(t)e’* son las formas semi-discretas para
la velocidad y la presion. Por iltimo, muestra como suavizar o en otras palabras usar el
método de Galerkin para encontrar una interpolaciéon de polinomios ortogonales que

sea solucién al sistema de ecuaciones diferenciales parciales.

» Nunez, Ramos y Lopez (2012) muestran en su investigacién un acople con el método
espectral Fourier-Galerkin junto con el método de volimenes finitos en coordenadas

cilindricas:
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Figure 9.1. Ecuaciones de Navier-Stokes en coordenadas cilindricas
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El ensamble consiste en encontrar la forma espectral de las ecuaciones diferenciales en
coordenadas cilindricas para luego formular con el método de Galerkin una interpolacion

de polinomios ortogonales.

Por tltimo, se hard mencion de la transformada rdpida de Fourier FFT (FAST FOURIER
TRANSFORM). Es un algoritmo que permite calcular la transformada de una funcién usando

un menor costo computacional. Implementada para calcular la transformada inversa de
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funciones del espacio espectral que son muy complejas. El algoritmo mas conocido es el

algoritmo de Cooley-Tukey, este es el pseudo-cddigo del algoritmo:

Algorithm PAR-R4-FFT

Input: a N-point data x, N =2’

Output: x overwritten with its DFT

1. n+ 4!

2. for p+ 1totdo

3. [+ 4r

4. 5441

5. Ve (s—1)/3

6. fori+eton—1step P-Cdo
7. k<+i/s

8. Jj+i (mod s)

9. o < x|kl + j|

10. B+ v+ 0| x[kl +5+ |
11. Y ov+ 1] - xlkl + 25+ j]
12. S+ v+ 7,2 - x[kl +3s+ j|
13. Tg+— Aty

14. T +—a—Y

15. T+ pP+0

16. T3 pP—0

17. X[kf—l—j] —Top+7T2

18. x|kl +5+ j| + 1) —it3

19. x|kl + 25+ j] + T — T2

20. x|kl +3s+ j| + T +it3
21. endfor

22, barrier

23. endfor

Figure 9.2. Algoritmo de la transformada rapida de Fourier
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10. APENDICE D: POLINOMIOS DE SOBOLEV

Los polinomios ortogonales son ampliamente usados para aproximar las soluciones de
ecuaciones diferenciales parciales con métodos espectrales en el campo del CFD. Uno de los
espacios mas sobresalientes y usados en el campo del CFD es el espacio de Sobolev (Baker,

2014, Pagina 66). Es un espacio de producto interno definido como:

(F.0) = [ F) - gl + 3 [ O r)g® () (10.1)

La construccién de las secuencias de los polinomios regulares de Sobolev segiin Francisco
Marcellan, Teresa E. Pérez (1995), puede lograrse de la siguiente manera, tomando una
secuencia de polinomios ortogonales moénicos P, y haciendo que el siguiente producto interno
dentro de un espacio de Sobolev se cumpla con respecto a cierto funcional u, es decir,
(u, Py Py) = kplpm, kn # 0,¥ n e N, entonces, a través del siguiente kernel puede formularse
la secuencia de polinomios regulares de Sobolev:
P.(z) P,
Ky(2,y) = ;OM (10.2)

Las derivadas para esta secuencia de polinomios estan definidas como sigue:

ar+s
oo asyKn(:L", y)

K (2, y) = (10.3)

Todo esto valido para la siguiente forma bilineal ¢, definida en un espacio de Sobolev:

o(P,,, Py,) = (u, P,,P,) + AP,/ (c) P,/ (c) (10.4)
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Una forma bilineal es una transformacion lineal definida como ¢ : R x R — R. Verifica la
siguiente condicion que f(u, agv; + agva) = a1 f(u,v1) + as f(u, v2) y a1, ag, u,v1 y ve € R.
Estos polinomios pueden usarse como un espacio de prueba en el método de Galerkin. Un

ejemplo de secuencias de estos polinomios seria:

Qn = Pn + ng CLjB(SC)
+ (u,Qnb))
=Ft+ 2 - Pilx)
= (wFf)
I O A R U ACLAGHE
=0 (u, P2) (10.5)
L, Q0P ,
=P, FOA U,Pf> Pj(x)
_ Pn . >\an<6) n:o E<f)géc)

Donde @, es un polinomio ménico de Sobolev de grado n y ¢(Q,, P;) = 0. Los siguientes
autores han realizado investigaciones en el uso de polinomios de Sobolev para el uso de

expansiones de Fourier en métodos espectrales:

» Marcelldn y Xu (2015, Pagina 36, 37) explican lo dificil que es encontrar una expansién
ortogonal de Fourier para polinomios de Sobolev a través de técnicas comunes y ampliamente
aceptadas, pero también menciona que en los ultimos afos se ha logrado encontrar expansiones
ortogonales de Sobolev usando polinomios ortogonales clasicos (como ser Legendre-Sobolev)
en vez de usar una expansién ortogonal estandar de Fourier con polinomios de Sobolev, esta
ha sido la tendencia en los ultimos anos dentro de la comunidad de cientificos que usa métodos

espectrales para resolver ecuaciones diferenciales parciales.

» Canuto y Quarteroni (1982) en su articulo sobre polinomios ortogonales, publican los diferentes

sistemas de interpolacién espectral, usando distintas formas bilineales en un espacio de Sobolev.
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11. APENDICE E: CODIGOS EN C++ DE LAS LIBRERIAS UTILIZADAS EN

OPENFOAM

Véase el cédigo en C++:

/% *\
========= |

\\ / F ield | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

\\ / 0 peration |
\\ / A nd | www.openfoam.com

\\/ M anipulation |

Copyright (C) 2011-2016 OpenFOAM Foundation

License
This file is part of OpenFOAM.
OpenFOAM is free software: you can redistribute it and/or modify it
under the terms of the GNU General Public License as published by
the Free Software Foundation, either version 3 of the License, or
(at your option) any later versiomn.
OpenFOAM is distributed in the hope that it will be useful, but WITHOUT
ANY WARRANTY; without even the implied warranty of MERCHANTABILITY or
FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the GNU General Public License
for more details.
You should have received a copy of the GNU General Public License
along with OpenFOAM. If not, see <http://www.gnu.org/licenses/>.
Application
dsmcFoam
Group
grpDiscreteMethodssolvers
Description
Direct simulation Monte Carlo (DSMC) solver

for transient, multi-species flows.

\* */
#include "fvCFD.H"

#include "dsmcCloud.H"

J/ % % k %k ok k k ok ok ok k k k k ok k k ok ok k k *k k k kx * * *k *k *k *k *k k kx *x *x *x //
int main(int argc, char *argv([])

{
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arglList::addNote

(

"Direct simulation Monte Carlo (DSMC) solver"

" for transient, multi-species flows."

);

#define NO_CONTROL

#include
#include
#include
#include
#include
#include

// * % x

"postProcess.H"
"addCheckCaseOptions.H"
"setRootCaseLists.H"
"createTime.H"
"createMesh.H"
"createFields.H"

k% %k 3k 3k >k >k %k %k *k >k >k >k 3k % X %k * % >k % 3k % % % * * % k * 3k % X //

Info<< "\nStarting time loop\n" << endl;

while (runTime.loop())

{

Info<< "Time = " << runTime.timeName() << nl << endl;

dsmc.evolve();

dsmc.

info();

runTime.write();

Info<< nl;

runTime.printExecutionTime (Info);

}

Info<< "End\n" << endl;

return 0;

}

[/ kskskskokokskok skok sk ok ok sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok sk sk ok sk ok sk ok ok sk ko ksk sk koskosk sk skskok sk skskskokskokskokskkk ko / /
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Véase el cédigo en C++:

\\ / F ield | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

\\ / 0 peration |
N\ / A nd | www.openfoam.com
\\/ M anipulation |
Copyright (C) 2011 OpenFOAM Foundation
Copyright (C) 2016-2018 OpenCFD Ltd.

License

This file is part of OpenF(OAM.
OpenFOAM is free software: you can redistribute it and/or modify it
under the terms of the GNU General Public License as published by
the Free Software Foundation, either version 3 of the License, or
(at your option) any later version.
OpenFOAM is distributed in the hope that it will be useful, but WITHOUT
ANY WARRANTY; without even the implied warranty of MERCHANTABILITY or
FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the GNU General Public License
for more details.
You should have received a copy of the GNU General Public License

along with OpenFOAM. If not, see <http://www.gnu.org/licenses/>.

Class
Foam::fft
Description

Fast fourier transform using the fftw library.
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The complex transform field is returned in the field supplied. The
direction of transform is supplied as an argument (-1 = forward, 1 =
reverse). The dimensionality and organisation of the array of values
in space is supplied in the nn indexing array.
Note
The fftw library uses int only (no longs) for its dimensionality.
SourceFiles

fft.C

#ifndef fft_H
#define fft H
#include "complexFields.H"
J/ % ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok %k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok %k k k ok ok ok ok ok ok x x //
namespace Foam
{
class fft
{
public:
enum transformDirection

{

I
|
—

-

FORWARD_TRANSFORM

Il
[

REVERSE_TRANSFORM
+;

static void fftRenumberRecurse

List<complex>& data,

List<complex>& renumData,
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const UList<int>& nn,
label nnprod,

label ii,

label 11,

label 12

//- fftRenumber: fold the n-d data array to get the fft components in
//- the right places.

static void fftRenumber(List<complex>& data, const UList<int>& nn);

//- Transform real-value data
// - uses the fftw real to half-complex method
// - result size is field.size()/2 + 1

static tmp<complexField> realTransformlD(const scalarField& field);

//- Transform real-value data
// - uses the fftw real to half-complex method
// - result size is field.size()/2 + 1

static tmp<complexField> realTransformlD(const tmp<scalarField>& field);

//- Transform complex-value data

static void transform

(
complexField& field,
const UList<int>& nn,

transformDirection fftDirection
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static tmp<complexField> forwardTransform
(
const tmp<complexField>& field,

const UList<int>& nn

static tmp<complexField> reverseTransform
(
const tmp<complexField>& field,

const UList<int>& nn

static tmp<complexVectorField> forwardTransform
(

const tmp<complexVectorField>& field,

const UList<int>& nn

static tmp<complexVectorField> reverseTransform
(

const tmp<complexVectorField>& field,

const UList<int>& nn

+;

// % % %k %k %k %k % % %k *k % * % >k ) %k %k % % % *k Kk % % % * %k % % % % %k k kx *x x x //
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} // End namespace Foam

J/ % %k %k k >k %k % % *k *k % % >k >k >k % % % % % *k k % % % >k > % % % % %k k *x % x x //

#endif
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