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RESUMEN

Las técnicas de Dinámica de fluidos computacional o mejor conocidas como las técnicas

CFD con sus siglas en inglés (Computational Fluid Dynamics), son ampliamente usadas para

aproximar el comportamiento de un flujo, encontrando la solución local de las ecuaciones

de Navier-Stokes utilizando técnicas computacionales. Según Malalasekera, H K Versteeg

(2007, página 1) se define el CFD como el análisis de sistemas que envuelven flujos de fluidos,

transferencia de calor y fenómenos asociados usando técnicas computacionales. Actualmente,

gracias al desarrollo de la computación, se ha logrado varios avances en esta rama de la

Mecánica de fluidos, teniendo muchas aplicaciones en la Ingenieŕıa civil para el diseño

de puentes, edificios y estructuras expuestas a cargas debido a flujos externos (González

Gutierrez, 2001; Sanches, 2004; Bozorgnia & Lee, 2012), en la Ingenieŕıa marina y costera se

utiliza para simular y modelar mareas y su efecto en las estructuras costeras (Dı́az-Carrasco,

Croquer, Tamimi, Lacey & Poncet, 2021), en la Ingenieŕıa mecánica se usa para modelar

piezas de una turbina (Rai, 1989), aśı de la misma manera o de forma similar para muchas

otras ciencias. Este caso de estudio se ha enfocado en el análisis hidráulico de un sistema

de tubeŕıas con un flujo por gravedad (Uso, tanque elevado como fuente de abastecimiento,

represa de abastecimiento de agua potable, son algunos ejemplos). El análisis se ha orientado

a encontrar los esfuerzos resultantes del flujo a través de los sistemas hidráulicos y a partir

de la información obtenida, proponer un diseño apropiado, esto usando las técnicas CFD

apropiadas para resolver las ecuaciones diferenciales del modelo f́ısico propuesto para el

problema. Para ello se definió primero los fundamentos de la Dinámica de los fluidos y se

revisó la literatura con los últimos enfoques adaptativos para resolver las ecuaciones de

Navier-Stokes, con este fin, se propuso un modelo teórico con la forma asintótica de las

ecuaciones de Navier-Stokes que más se ajustó al problema de transporte en cuestión y luego

se propuso un ensamble donde se pueda usar los métodos computacionales más apropiados

para obtener una simulación a un bajo costo computacional.
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ABSTRACT

The Computational Fluid Dynamics techniques or better known as the CFD techniques

with its acronym in English (Computational Fluid Dynamics), are widely used to approximate

the behavior of a flow, finding the local solution of the Navier-Stokes equations using

computational techniques. According to Malalasekera, H K Versteeg (2007, page 1), CFD is

defined as the analysis of systems involving fluid flows, heat transfer and associated phenomena

using computational techniques. Currently, thanks to the development of computation, several

advances have been made in this branch of Fluid Mechanics, having many applications in

Civil Engineering for the design of bridges, buildings, and structures exposed to loads due to

external flows (González Gutierrez, 2001; Sanches, 2004; Bozorgnia & Lee, 2012), in Marine

and Coastal Engineering it is used to simulate and model tides and their effect on coastal

structures (Dı́az-Carrasco y col., 2021), in Mechanical Engineering it is used to model turbine

parts (Rai, 1989), among other sciences. This case study focuses on the hydraulic analysis of

a piping system with a gravity flow. (Use Elevated tank as source of supply, Dam for drinking

water supply are some examples). The analysis will be oriented to find the efforts resulting

from the flow through the hydraulic systems and from the information obtained propose

an appropriate design, this using the appropriate CFD techniques to solve the differential

equations of the physical model proposed for the trouble. The foundations of fluid dynamics

were defined first, and the literature was reviewed with the latest adaptive approaches to

solve the Navier-Stokes equations, this in order to propose a theoretical model where the form

of the equations of Navier-Stokes that best suits the transportation problem to be solved

and then use the most appropriate computational methods to obtain a simulation at a low

computational cost.
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Wk Enerǵıa por Trabajo.
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1. INTRODUCCIÓN

1.1 Justificación del trabajo

Los problemas de Hidráulica al igual que muchos problemas del sector industrial, tienen

muchas limitantes de diseño, muchas veces encontrar una solución anaĺıtica no es posible

debido a las caracteŕısticas intŕınsecas del problema en cuestión, por eso la necesidad de

simular numéricamente el problema es una opción viable en el proceso de diseño. Muchos

autores dan énfasis a este aspecto, por ejemplo, C. Pozrikidis (2017) menciona en el prefacio

de su libro:

“ El fácil acceso a las computadoras ha definido una nueva era en la enseñanza y el aprendizaje. La

oportunidad ampliar la materia de los planes de estudio tradicionales de ciencia e ingenieŕıa al ámbito de la

informática cient́ıfica se ha vuelto no solo deseable, sino también necesaria. Gracias a la portabilidad y bajos

costos operativos y generales, la experimentación mediante simulación numérica se ha convertido un sustituto

viable, y ocasionalmente la única alternativa, a la experimentación f́ısica.”. (C. Pozrikidis, 2017, página xvii)

Llevar a cabo un desarrollo experimental puede ser muy costoso muchas veces y no del

todo práctico. Los conocimientos teóricos sobre el uso de técnicas CFD para el análisis y

diseño de redes hidráulicas con flujos por gravedad puede dar la oportunidad de mejorar

la facilidad en el desarrollo de los diseños, sin olvidar que estas técnicas todav́ıa no están

perfeccionadas en su totalidad. Sobre este detalle se puede leer en el prefacio del libro de

Laurendeau and F Kafyeke E and Tuncer Cebeci y P.Shao (2005) lo siguiente acerca de los

costos de diseño:

“... Debe reconocerse que tanto el proceso experimental como el uso de técnicas CFD requieren recursos.

El costo de los experimentos en algunos casos puede ser prohibitivo, como, por ejemplo, con extensas pruebas

de vuelo de aviones, pruebas a gran escala de una turbina de gas, o pruebas destructivas de componentes
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costosos. En esos casos, puede ser posible reducir el número de pruebas experimentales usando CFD, ya

que solo se requiere un número relativamente pequeño de experimentos para verificar la precisión de los

resultados numéricos. Por supuesto, el costo de obtener información precisa Las soluciones numéricas de

ecuaciones diferenciales también pueden ser grandes para un complejo flujo, pero todav́ıa son generalmente

mucho menores que el costo de los experimentos adicionales, que de otro modo seŕıa necesario...”. (Laurendeau

and F Kafyeke E and Tuncer Cebeci & P.Shao, 2005, página vi)

1.2 Necesidades relacionadas

En el entorno de trabajo actual en el campo de la Hidráulica están presentes varios puntos

que permiten dar respuesta a las necesidades de investigación relacionadas con el estudio del

uso de técnicas CFD aplicadas al diseño de redes hidráulicas y desarrollo de la investigación

en el ámbito de grado y posgrado dentro de la facultad de Ciencias e Ingenieŕıa de la UNAH,

necesidades entre las cuales se describen las siguientes:

1. La Mecánica de fluidos computacional es una ciencia que ofrece muchas oportunidades

para la investigación en muchos campos de la ciencia e ingenieŕıa, de hecho se invita

a muchos investigadores jóvenes a resolver uno de los problemas del milenio más

importante de todos los tiempos: la existencia de una solución anaĺıtica (continua y

suave) para las ecuaciones de Navier-Stokes en tres dimensiones. Una explicación sobre

este problema se puede encontrar en el art́ıculo escrito por Mora (2017, página 70).

2. Disminuir los costos de diseño es imprescindible en un proyecto, por eso el correcto uso

de software con técnicas CFD se ha vuelto parte importante en la formación actual de

los ingenieros en fluidos. Se debe promover la creación de nuevos enfoques y técnicas

para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes con un bajo costo computacional, sobre el

costo computacional se puede leer en el art́ıculo escrito por Hoffman y Johnson (2006)

lo siguiente: “... Entonces, la pregunta clave se convierte en el costo computacional. ¿El

método adaptativo producirá un resultado confiable a un costo mı́nimo?, y la principal
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pregunta restante es entonces: ¿Cuál es el costo? En particular, podemos ¿Calcular

flujos turbulentos de números de Reynolds altos en una PC?...” (Hoffman & Johnson,

2006, página 1710)

3. Es necesario promover la F́ısica computacional a través de coloquios y congresos de

investigación. La falta de profesionales preparados, capacitados y entrenados para

realizar estudios utilizando técnicas CFD para diseñar redes hidráulicas causa un

estancamiento en el progreso y desarrollo de la industria y la investigación en este

campo, ya que no es posible diseñar usando nuevos controles y tecnoloǵıas basadas

en técnicas computacionales, la demanda del uso de técnicas CFD es mucha en la

actualidad. Sobre la necesidad de aprender técnicas CFD se puede leer lo siguiente en el

libro de Ferziger, H y Peric (2002): “...Hay muchos paquetes de software disponibles para

resolver problemas de flujo de fluidos; miles de ingenieros los utilizan en una amplia

gama de industrias y áreas de investigación. El mercado está creciendo aparentemente

a un ritmo de alrededor del 15 % cada año. Los códigos CFD se aceptan hoy en d́ıa

como herramientas de diseño en muchos industrias y se utilizan no solo para resolver

problemas, sino también para ayudar en el diseño y optimizando diversos productos y

como veh́ıculo de investigación...”(Ferziger y col., 2002, página v)

4. La necesidad de mejorar los diseños de redes de flujos para mejorar la eficacia de los

procesos de transporte de fluidos. Según Fletcher (1998, página 2), pueden identificarse

algunas ventajas en el uso de técnicas CFD para el diseño de redes de flujo:

El implemento de técnicas CFD reduce considerablemente el tiempo de diseño.

Las simulaciones con técnicas CFD pueden llevarse a cabo con situaciones que son

irreproducibles en un experimento.

Las simulaciones con técnicas CFD aportan información más detallada sobre el

fenómeno de transporte en cuestión.
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Transportar el fluido reduciendo pérdidas, en nuestro caso el agua debe transpor-

tarse reduciendo en el menor posible pérdidas de cualquier tipo.

Ser reduce el costo de diseño enormemente.

5. Una necesidad en el diseño es que debe contemplar la naturaleza real del flujo y ser capaz

de cumplir cualquier requerimiento industrial ó técnico, es decir que debe contemplar las

normas técnicas de diseño vigentes. El uso de técnicas CFD permite tener la oportunidad

de crear varias opciones de diseño a un mismo problema.

6. La necesidad de ahondar en el fundamento teórico es esencial para el uso de técnicas

CFD y resolver problemas de transporte de fluidos, esto dará el conocimiento teórico

sobre como resolver las ecuaciones de Navier-Stokes dará un mejor entendimiento de los

fenómenos de transporte asociados a la Hidráulica. El ingeniero de fluidos podrá diseñar

de una manera muy aproximada, problemas de transporte simulando el movimiento del

flujo en tiempo real haciendo uso de software y técnicas CFD.

7. Es necesario introducir la F́ısica computacional aplicada a los sectores de la Industria,

Construcción e Ingenieŕıa en general, ya que existe muy poco entendimiento ó una

carencia casi absoluta en estas herramientas computacionales.

1.3 Objetivos

Crear una simulación generada con técnicas CFD para diseñar un sistema de tubeŕıas

canales y vertederos con un flujo incompresible de gran caudal bajo la acción de la gravedad.

Objetivos espećıficos

- Formular correctamente el modelo f́ısico del problema de transporte con sus relaciones

constitutivas y condiciones de frontera.

4



- Identificar las técnicas CFD apropiadas para diferentes problemas y condiciones de

frontera.

- Obtener los campos de velocidades, aceleraciones y vorticidades a través de la simulación

del flujo usando técnicas CFD.

- Usar técnicas CFD para calcular las solicitaciones y parámetros de diseńo de redes

hidráulicas.

- Encontrar las limitantes e irregularidades de usar técnicas CFD al resolver problemas

de Hidráulica.

1.4 Hipótesis

En la actualidad la demanda de uso de técnicas computacionales viene en aumento y

la necesidad de agilizar el proceso de generar diseños que puedan dar solución a muchos

problemas que involucren el transporte de fluidos resulta imprescindible. Sobre esta necesidad

menciona Yeoh, Liu, Tu y Timchenko (2011a) lo siguiente:

“...El dominio de CFD en el manejo de problemas industriales complejos de flujo y calor es

cada vez más importante...” (Yeoh y col., 2011a, página x)

Uno de los problemas más frecuentes y que es de mucha importancia en los problemas con

fenómenos de transporte es la solución de las ecuaciones de Navier-Stokes y el campo de la

Hidráulica no es la excepción. Según Piechota, Synowiec, Andruszkiewicz y Wedrychowicz

(2018) como ejemplo del CFD aplicado a la Hidráulica, donde en su trabajo simulan el flujo de

un fluido turbulento a través de una tubeŕıa con codos a 90 grados, el objetivo era encontrar

un modelo de turbulencia adecuado que simule el flujo a través del sistema de tubeŕıas con el

accesorio mencionado, el autor Piechota y col. (2018) mencionan:
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“...La elección del modelo de turbulencia y el establecimiento de las condiciones de contorno

en la entrada a la tubeŕıa fue crucial para recrear el comportamiento del fluido en el flujo real

durante las mediciones...” (Piechota y col., 2018, página 415)

Para ello es necesario comprender muy a fondo el modelo f́ısico detrás del fenómeno de

transporte que se quiere estudiar para poder implementar correctamente las técnicas CFD,

para lo cual (Yeoh y col., 2011a, página xv) sugiere mucho entrenamiento.

Las preguntas que cualquier f́ısico ó ingeniero de fluidos se haŕıa para resolver un problema

de transporte son las siguientes:

¿Cuál es el modelo f́ısico más apropiado para modelar flujos?

¿Qué debe considerarse en el modelo f́ısico para diseñar un flujo a través de un sistema

de tubeŕıas?

¿Cuál es el método de solución más apropiado para resolver las ecuaciones diferenciales

del modelo propuesto?

¿Es posible estimar el error y costo computacional en una simulación?

¿Se puede reducir el costo computacional y mejorar la proyección de la simulación

obtenida?

¿Qué resultados podŕıa tener la comparación entre una simulación computacional y las

evidencias experimentales?

En la Dinámica computacional de fluidos, la clave para resolver cualquier problema de

transporte es el modelo f́ısico es decir, las ecuaciones diferenciales que definen el sistema con

sus condiciones de frontera y el método numérico a implementar para encontrar la solución.

Por ejemplo, el modelamiento de problemas de Hidráulica haciendo uso de las técnicas CFD

puede ser muy dif́ıcil si no se tiene claridad de como funciona un sistema, otra situación

puede ser que el enfoque adaptativo para resolver el problema tenga un costo computacional
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muy alto afectando la precisión de los resultados. Sobre este aspecto Giraldo (2017) menciona

en su trabajo:

“...Las principales desventajas que tiene la simulación de fluidos son, que requiere

computadoras de gran memoria con procesadores de frecuencia elevada, y es fundamental

tener conocimientos avanzados tanto en dinámica de fluidos como en métodos numéricos

para lograr resultados razonables y fiables...” (Giraldo, 2017, página 1)

En el campo de la Hidráulica se llevan a cabo obras que involucran el transporte de flujos,

ya sea sobre un canal o una tubeŕıa bajo presión, también diseño de tanques como reservorio

de algún fluido y vertederos de distintas geometŕıas para usos varios. En todos estos diseños

se debe modelar corréctamenta las ecuaciones de Navier-Stokes.

Un sistema en particular en el cual se puede indagar es aquel que involucra un sistema de

tanque-tubeŕıa-vertedero. Una situación donde se puede ver este sistema es por ejemplo la

construcción de un ramal de tubeŕıa que transportará un flujo desde un reservorio remoto

hacia un vertedero donde se llevará a cabo algún procedimiento en particular, se puede citar

el trabajo de C. Wang, Nilsson, Yang y Petit (2017, ver página 13), donde ellos proponen una

combinación de métodos en 1-D y 3-D para simular el sistema mencionado anteriormente.

Para esto se debe modelar el flujo a través de este sistema, proponiendo un modelo teórico

sobre el régimen de flujo y su comportamiento a través del sistema. Esto debe hacerse tomando

en consideración todas las particularidades del problema en cuestión, sobre esto Malalasekera,

H K Versteeg (2007) señalan:

“...Para tomar las decisiones correctas se requieren buenas habilidades de modelado, porque en

todos los problemas, excepto en los más simples, necesitamos hacer suposiciones para reducir

la complejidad a un nivel manejable...” (Malalasekera, H K Versteeg, 2007, páginas 4 a la 6)

7



El modelo teórico debeŕıa contemplar:

La forma asintótica más correcta o adecuada de las ecuaciones de Navier-Stokes para el

sistema propuesto. El modelo f́ısico que más se adhiere a la realidad del sistema.

El enfoque adaptativo más conveniente para resolver las ecuaciones diferenciales pro-

puestas en el modelo con sus condiciones de frontera.

Determinar si el enfoque propuesto es viable, es decir, si su costo computacional es

mı́nimo y si se pueda llegar a establecer una predicción correcta del flujo.

A partir del modelo, proponer un diseño es decir, tubeŕıas con diámetros y espesores,

accesorios u otras necesidades partiendo de los esfuerzos e información obtenida de la

simulación numérica, tomando en cuenta normas técnicas de diseño.

Además de C. Wang y col. (2017), existen otros autores que trabajaron en algo similar.

Algunos modelos teóricos recientes en distintas áreas han sido los siguientes:

Se han utilizado técnicas CFD en el diseño de alcantarillado de aguas lluvia, se puede

citar el trabajo de Celeita (2016, página 26 a la 28), donde en su trabajo se menciona

el uso del método de diferencias finitas y volúmenes finitos.

En la industria muchas veces se diseñan tubeŕıas y tanques para transportar y almacenar

fluidos que presentan cambios de fase o combinación/mezcla de fluidos heterogéneos

durante su movimiento, estos flujos son llamados flujos multifásicos, ejemplo de esto se

observa en el trabajo de Gidaspow, Li y Huang (2013).

Es importante revisar los esfuerzos en las juntas de las redes de flujo, como ejemplo

de esto se puede citar el trabajo de Athulya y Miji Cherian (2016, Página 330). En

su trabajo se muestra el diseño de una junta en Tee para una red que transporta un

flujo multifásico, el autor apoyó sus resultados usando ANSYS Fluent como software

de apoyo para su diseño.
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En la industria se manejan fluidos muy viscosos (“Slurry Flows” en inglés) y las fuerzas

internas de estos fluidos son considerables, por lo tanto, en el diseño de los tramos

de tubeŕıa debe considerarse los esfuerzos en la capa ĺımite, ejemplo de esto se ve en

el trabajo de Zambrano, Sigalotti, Klapp, Peña-Polo y Bencomo (2017, Páginas 13 a

la 17), usan técnicas CFD para medir la cáıda de presión en los tramos de tubeŕıa

haciendo uso del programa FLUENT 6.3 como apoyo, también añade detalles sobre un

experimento realizado para verificar sus resultados obtenidos en la simulación.

El uso de técnicas CFD en la Industria qúımica y petrolera son usadas para simular

procedimientos y técnicas de desplazamiento de flujos con fluidos diferentes, esto ya

sea porque se necesita la total remoción de alguno de los fluidos en el tratamiento

de algún producto(limpieza del ducto después del tratamiento), ejemplo de esto se ve

en la simulación de un flujo en una tubeŕıa inclinada a cierto ángulo que transporta

agua y aceite, está realizada por Zheng, Zhang, Jiang y Guo (2017, Página 664). En la

simulación se observa que la geometŕıa del problema afecta el comportamiento del flujo

en la tubeŕıa, la simulación fue llevada a cabo usando ANSYS como software de apoyo.

Este sistema de tanque-tubeŕıa-vertedero es muy visto y bastante común en obras hidráuli-

cas. Estudiar este sistema bajo la acción de grandes caudales resulta interesante y se propondrá

un diseño para una pieza localizada en un ramal de tubeŕıa que tendrá por función abas-

tecer una turbina desde un reservorio remoto, este puede ser una represa. Se indagará en

las solicitudes de carga para la infraestructura que soportará el sistema de tubeŕıas para

grandes caudales, la carga viva que esta estructura soportará es la carga hidráulica debido al

movimiento del flujo, se encontrará el modelo más apropiado usando técnicas CFD.
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1.5 Descripción del objeto de estudio y contexto de la investigación

Uno de los objetivos principales seŕıa simular los distintos flujos que pueden encontrarse en

una represa hidroeléctrica, por ejemplo (El sistema hidráulico puede encontrarse en cualquier

situación donde el objetivo sea transportar agua, pero para dar contexto a la investigación,

se ha elegido una represa), se puede mencionar los siguientes:

1. Simular un flujo por gravedad como ser la cáıda de agua de un vertedero.

2. Simular la tubeŕıa de alimentación hacia una turbina

3. Simular un canal de drenaje para control de una represa.

Se mostrára mayor importancia a tubeŕıas con transiente de presión, ya que son estas

piezas las que posiblemente sean más afectadas por los esfuerzos producidos por el flujo en

movimiento dentro de la tubeŕıa. Se podŕıa proponer un reductor de diámetro de tubeŕıas

como se aprecia en el siguiente detalle constructivo:

Figure 1.1. Detalle constructivo del corte transversal de la pieza que se quiere diseñar en
tramo o conducto que conduce el flujo en una represa.
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2. MARCO TEÓRICO

2.1 Introducćıon

Él Computational Fluid Dynamics (CFD) en sus inicios fue de gran interés para la

Aeronáutica y la Astronáutica, pero poco a poco muchos otros campos, como la Mecánica

industrial y manufacturera, fue introduciendo la aplicación de técnicas CFD para resolver

problemas que involucraban fluidos (Tu, Yeoh & Liu, 2018), no solo para problemas de

Hidráulica, también para simular flujos de magma en calderas (Duran, 2000). Se puede definir

el CFD cómo el conjunto de técnicas numéricas y computacionales implementadas para

simular un fluido en movimiento. Puede utilizarse como herramienta de diseño, instrumento

de investigación, o como instrumento didáctico.

Figure 2.1. La Dinámica de fluidos computacional, involucra la Mecánica de fluidos, Ciencias
de la Computación y Matemáticas (Tu, Yeoh & Liu, 2018, página 2)

Se empezará caracterizando los distintos tipos de flujos y de transporte de materia, esto

es primordial y básico en la Mecánica de fluidos y Termodinámica. Los fenómenos f́ısicos de

transporte, como ser la transferencia de materia de un lugar a otro, puede suceder de tres

formas:
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Advectivo: La dinámica del flujo de alguna propiedad es definida por su velocidad y las

propiedades se transfieren de forma espacial en el fluido, por ejemplo la presión de un

flujo a lo largo de una tubeŕıa. El Operador Advectivo V · ∇ está dado por:

V · ∇ = Vx
∂

∂x
+ Vy

∂

∂y
+ Vz

∂

∂z
(2.1)

Donde Vx, Vy y Vz son las componentes de la velocidad V. El flujo advectivo jadv queda

definido como:

jadv = Vc (2.2)

Donde c representa la propiedad que se transfiere y que es proporcional a la velocidad

V.

Difusiva: En un flujo molecular, la dinámica del flujo es determinada por el compor-

tamiento de las moléculas, por ejemplo la temperatura del fluido incrementa debido

al aumento de velocidad de las moléculas dentro del fluido o la viscosidad incrementa

debido a la estructura molecular del fluido (R. Byron Bird, Warren E. Stewart, 2002,

página 11). Un flujo difusivo jdiff puede expresarse como:

jdiff = −D∇c (2.3)

Esta última ecuación es llamada la Ley de Ficks, que establece que el flujo es proporcional

al gradiente de concentración ∇c y D es una constante.

Convectiva: La dinámica del flujo es global, es el movimiento de un conjunto de moléculas,

el movimiento del fluido como un todo (R. Byron Bird, Warren E. Stewart, 2002, página

34), es decir que las propiedades que transfiere el fluido no dependen del movimiento

interno de las moléculas, por ejemplo la masa se transfiere a través de una tubeŕıa

independientemente de la velocidad que tengan las moléculas internamente, puede ser
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de orden laminar o turbulento. La Ecuación de Convección-Difusión se escribe como:

∂c

∂t
= ∇ · (D∇c)−∇ · (Vc) +R (2.4)

Donde ∇· (D∇c) es el término difusivo, ∇· (Vc) es el término advectivo y R representa

las fuentes de origen de la propiedad c.

Para el correcto uso de técnicas CFD se necesita tener un entendimiento perfecto del

modelo f́ısico propuesto hasta el momento para un fluido en movimiento. Se estudiará toda

la terminoloǵıa técnica en Mecánica de fluidos aplicada a flujos internos, que es en esencia el

problema a resolver en este proyecto de investigación. Sobre esto se puede leer en el libro de

Zikanov (2010):

“...Dos factores clave que contribuyen al éxito en la aplicación de dichos códigos: (1)

Comprensión de los aspectos f́ısicos y de ingenieŕıa del proceso analizado; y (2) Capacidad

para realizar el análisis CFD correctamente, de una manera que garantice un análisis preciso

y una solución eficiente...” (Zikanov, 2010, página xv). Primero se definirá los conceptos de

fluido, densidad y viscosidad.
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2.2 Fundamentos de la Dinámica de fluidos usados en CFD

Un fluido se define como una sustancia que cambia su forma continuamente siempre

que esté sometida a un esfuerzo cortante, sin importar que tan pequeño sea (Shames, 1996,

página 3). Los fluidos son denominados incompresibles cuando su densidad es constante,

por ejemplo los ĺıquidos. Cuando la densidad no es constante, los fluidos son denominados

compresibles, como ser los gases (R. Byron Bird, Warren E. Stewart, 2002, página 19). A

partir de este concepto nace lo que se conoce como la ley de viscosidad de Newton, que se

explica a continuación.

Dentro de las propiedades macroscópicas de los fluidos se tiene la densidad ρ y la viscosidad

µ, donde la viscosidad es el efecto indirecto de las moléculas o estructura interna del fluido a

causa de su movimiento, estas fuerzas internas son llamadas fuerzas inerciales (Ferziger y col.,

2002, página 1). La viscosidad se define como la proporción entre los esfuerzos cortantes

superficiales y la tasa de deformación que experimenta el fluido durante su movimiento (C.

Pozrikidis, 2017, página 211).

Un flujo bien ordenado (también llamado fluido newtoniano) es aquel cuyas part́ıculas

se mueven en ĺıneas rectas paralelas y el esfuerzo cortante τ sobre una interfaz tangente a

la dirección del flujo es proporcional a la tasa de cambio de la velocidad con respecto a la

distancia, donde la diferenciación se toma en una dirección normal a la interfaz (Shames,

1996, página 10). Esto se establece matemáticamente como:

τ ∝ ∂V
∂n

(2.5)

Donde τ es el esfuerzo cortante, ∂V
∂n

es la derivada direccional de la velocidad V con

respecto al vector normal a la interfaz n̂. Con esta expresión se introduce la siguiente

constante de proporcionalidad µ, que se conoce como coeficiente de viscosidad, el cual

puede obtenerse de forma experimental. dejando la expresión (2.5) como sigue:
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τ = µ
∂V
∂n

(2.6)

La ecuación (2.6) es la ley de viscosidad de Newton para un flujo unidimensional. Existe

una ley de viscosidad más general llamada la ley de viscosidad de Stokes (Shames, 1996,

página 398) que se aplica a fluidos newtonianos considerablemente más generales, la cual

converge a la ley mostrada en (2.6) cuando el flujo es paralelo en una dimensión. Las siguientes

ecuaciones se cumplen para cualquier fluido newtoniano:

τxx = −p+ C11 ˙εxx + C12 ˙εyy + C13 ˙εzz + C14 ˙εxy + C15 ˙εyz + C16 ˙εxz

τyy = −p+ C21 ˙εxx + C22 ˙εyy + C23 ˙εzz + C24 ˙εxy + C25 ˙εyz + C26 ˙εxz

τzz = −p+ C31 ˙εxx + C32 ˙εyy + C33 ˙εzz + C34 ˙εxy + C35 ˙εyz + C36 ˙εxz

τxy = C41 ˙εxx + C42 ˙εyy + C43 ˙εzz + C44 ˙εxy + C45 ˙εyz + C46 ˙εxz

τyz = C51 ˙εxx + C52 ˙εyy + C53 ˙εzz + C54 ˙εxy + C55 ˙εyz + C56 ˙εxz

τxz = C31 ˙εxx + C32 ˙εyy + C33 ˙εzz + C34 ˙εxy + C35 ˙εyz + C36 ˙εxz

(2.7)

Donde p es la presión, τxx, τxy, τxz,τyy, τyx, τyz, τzz, τzx, τzy, son los esfuerzos cortantes

en la superficie del fluido, ˙εij son las deformaciones en la superficie del fluido, y Cij son los

coeficientes de viscosidad. El sistema de ecuaciones (2.7) se puede simplificar para un fluido

isotrópico, es decir, que el fluido no tiene una preferencia en la dirección del flujo, es decir,

que se comporta igual en todas las direcciones (Shames, 1996, páginas 400-403). Usando
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notación vectorial se puede escribir (2.7) de la siguiente manera:

τxx = µ

(
2∂Vx

∂x
− 2

3∇ ·V
)
− p

τyy = µ

(
2∂Vy

∂y
− 2

3∇ ·V
)
− p

τzz = µ

(
2∂Vz

∂z
− 2

3∇ ·V
)
− p

τxy = µ

(
∂Vx

∂y
+ ∂Vy

∂x

)

τxz = µ

(
∂Vx

∂z
+ ∂Vz

∂x

)

τyz = µ

(
∂Vy

∂z
+ ∂Vz

∂y

)

(2.8)

Según Shames (1996, página 403), las ecuaciones (2.8) representan en general para un

fluido isotrópico la Ley de viscosidad de Stokes. Este resultado será de mucha importancia en

el planteamiento de las ecuaciones de Navier-Stokes. Para terminar, la forma más general

posible en notación de ı́ndice para La Ley de viscosidad de Newton, según (R. Byron Bird,

Warren E. Stewart, 2002, página 18) es:

τij = −µ
(
∂Vj

∂xi
+ ∂Vi

∂xj

)
+ (µ′ − κ)

(
∂Vx

∂x
+ ∂Vy

∂y
+ ∂Vz

∂z

)
δij (2.9)

Donde µ′ es la viscosidad debido al cambio de volumen y κ es la viscosidad dilatacional.

La siguiente figura 2.2, muestra los esfuerzos viscosos generados debido a la interacción de la

estructura interna del fluido con las fuerzas externas.
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Figure 2.2. Ilustración de los esfuerzos axiales (a) y cortantes (b) sobre un volumen de
control (Blazek, 2015, página 14)
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2.3 Modelado de campos en el análisis de flujo con CFD

Parte del análisis de flujos con técnicas CFD involucra la descripción de los campos de velocidad

V(x, y, z, t), densidad ρ(x, y, z, t), presión p(x, y, z, t) y temperatura Γ(x, y, z, t), todos ellos en

términos del sistema de coordenadas y el tiempo (Malalasekera, H K Versteeg, 2007, página 10). El

modelado de estos campos surge de aplicar los principios de conservación. Sobre la importancia de

los campos en el CFD se puede leer en el libro de Zikanov (2010) lo siguiente:

“... el análisis se centra en propiedades distribuidas. Tratamos de determinar campos completos

como temperatura Γ(x, y, z, t), velocidad V (x, y, z, t), densidad ρ(x, y, z, t), incluso cuando una

caracteŕıstica integral, como el coeficiente de fricción o la tasa neta de transferencia de calor, sea el

objetivo final del análisis, esto se deriva de los campos distribuidos...” (Zikanov, 2010, página 1)

De los campos mencionados anteriormente, el más importante en el análisis de flujos es el campo

de velocidades, donde se definen las componentes de velocidad en términos de las coordenadas

espaciales y el tiempo para describir el movimiento de las moléculas/part́ıculas dentro de un fluido

al igual que en la Mecánica clásica, como puede verse en el libro de Shames (1996, página 107) y C.

Pozrikidis (2017, página 6):

Vx =f(x, y, z, t)

Vy =g(x, y, z, t)

Vz =h(x, y, z, t)

(2.10)

Para ilustrarlo se usará la siguiente figura:

Figure 2.3. El enfoque de volumen de control y una ĺınea de campo de velocidad (John D.
Anderson, 1995, página 41)
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Donde Vx, Vy, Vz son las componentes de velocidad del campo en coordenadas cartesianas. Si

las propiedades y caracteŕısticas del flujo en cada punto del espacio permanecen invariables en el

tiempo, el flujo se conoce como flujo permanente, de lo contrario, es decir, si el flujo es dependiente

del tiempo, entonces se dice que es un flujo no permanente (Shames, 1996, página 107 a la 110), las

ecuaciones (2.10) se pueden representar como:

Vx = f(x, y, z)

Vy = g(x, y, z)

Vz = h(x, y, z)

(2.11)

Existen dos puntos de vista en el cual se puede abordar un problema de flujos, el punto de vista

euleriano, es decir, cuando se fija para una posición en el espacio en cualquier tiempo el vector

velocidad para una part́ıcula dentro del fluido, es decir:

V = (f(x1, y1, z1, t), g(x1, y1, z1, t), h(x1, y1, z1, t)) (2.12)

Según Graebel (2007, página 4) a esto se le conoce como una descripción espacial del fluido y el

punto de vista lagrangiano que es donde las componentes de velocidad de la part́ıcula se conocen en

cualquier instante de tiempo, se puede expresar la velocidad como:

V = (f [x(t), y(t), z(t), t], g[x(t), y(t), z(t), t], h[x(t), y(t), z(t), t]) (2.13)

la siguiente figura ilustra la ecuación 2.13:

Figure 2.4. Ĺınea de campo de velocidades (John D. Anderson, 1995, página 43)
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Seǵun Graebel (2007, página 4) a este formalismo se le conoce como la descripción material del

fluido. Ahora se definirá la aceleración en un campo de velocidades para una part́ıcula dentro de

un fluido, esto se hará haciendo uso de la derivada material o sustancial D
Dt , este operador queda

definido aśı:
D

Dt
= ∂

∂t
+ (V · ∇) (2.14)

Donde V es la velocidad para la part́ıcula, se puede escribir la aceleración ã más expĺıcitamente

como sigue:

a = D

Dt
V(x, y, z, t) = ∂V

∂t
+ Vx ·

∂V
∂x

+ Vy ·
∂V
∂y

+ Vz ·
∂V
∂z

(2.15)

Donde la derivada parcial temporal ∂V
∂t es llamada aceleración temporal y la derivada parcial

espacial Vx · ∂V
∂x + Vy · ∂V

∂y + Vz · ∂V
∂z es llamada aceleración convectiva (Graebel, 2007, página 4).

Por útimo se define el concepto de flujo irrotacional, para ello se define primero el concepto de

vector vorticidad ω que está definido como sigue:

ω = 1
2∇×V (2.16)

Donde ω es conocido como el vector de vorticidad. Cuando este vector es cero, entonces el flujo

carece de la existencia de vórtices, entonces se dice que es irrotacional, de lo contrario se dice que el

flujo es rotacional (Shames, 1996, páginas 117-120). La ecuación (2.16) debe cumplir la siguiente

propiedad:

∇ · ω = ∇ ·
(1

2∇×V
)

= 0 (2.17)

En su libro Shames (1996, página 119) explica que la vorticidad depende de el gradiente de

velocidad y la viscosidad del fluido, por lo tanto los esfuerzos en lo que se llama capa ĺımite definen

si el comportamiento del flujo será rotacional o irrotacional, para estudiar este comportamiento del

fluido, se calcula la derivada material del vector vorticidad, esto se expresa matemáticamente como:

Dω

Dt
= ∂ω

∂t
+ (V · ∇)ω (2.18)
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Usando la siguiente identidad vectorial:

(A · ∇)B = 1
2

[
∇(A ·B)−∇× (A×B)−B× (∇×A)−A× (∇×B)−B(∇ ·A) + A(∇ ·B)

]
(2.19)

Se obtiene el siguiente resultado:

Dω

Dt
= ∂ω

∂t
+ 1

2 [∇(V · ω)−∇× (V× ω)− ω × (∇×V)−V× (∇× ω)− ω(∇ ·V) + V(∇ · ω)] (2.20)

A partir de la ecuaciones (2.17) y (2.16), se simplifica la ecuacion (2.20) en la siguiente expresión:

Dω

Dt
= ∂ω

∂t
+ 1

2 [∇(V · ω)−∇× (V× ω)−V× (∇× ω)− ω(∇ ·V)] (2.21)

Se pueden implementar identidades vectoriales para eliminar el producto cruz de algunos términos,

como ser esta:

∇(A ·B) = (A · ∇)B + (B · ∇)A + A× (∇×B) + B× (∇×A) (2.22)

Entonces queda como sigue:

Dω

Dt
= ∂ω

∂t
+ 1

2[(V · ∇)ω+(ω · ∇)V + V× (∇× ω)

+ω × (∇×V)−∇× (V× ω)−V× (∇× ω)− ω(∇ ·V)]
(2.23)

Reduciendo algunos términos queda lo siguiente:

Dω

Dt
= ∂ω

∂t
+ 1

2[(V · ∇)ω + (ω · ∇)V−∇× (V× ω)− ω(∇ ·V)] (2.24)

Usando la definición de la derivada material (2.18), se puede expresar de forma más compacta la

ecuación anterior:

Dω

Dt
= (ω · ∇)V +

[
∂ω

∂t
−∇× (V× ω)− ω(∇ ·V)

]
(2.25)

Se puede usar la definición de vector vorticidad para simplificar aun más usando otras definiciones e
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identidades:

Dω

Dt
= (ω · ∇)V +

[1
2∇×

∂V
∂t
− 1

2∇× [V× (∇×V)]− 1
2(∇ ·V)(∇×V)

]
(2.26)

De nuevo se utiliza la definición de la derivada material en la velocidad, para llegar a esto:

Dω

Dt
= (ω · ∇)V +

[
1
2∇×

DV
Dt
− 1

2∇× (V · ∇)V− 1
2∇× [V× (∇×V)]− 1

2(∇ ·V)(∇×V)
]

(2.27)

Al utilizar la siguiente identidad:

V× (∇×V) = 1
2∇(V ·V)− (V · ∇)V (2.28)

Se obtiene lo siguiente:

Dω

Dt
= (ω · ∇)V+1

2∇×
DV
Dt
− 1

2∇× (V · ∇)V

−1
2∇× [12∇(V ·V)− (V · ∇)V]− 1

2(∇ ·V)(∇×V)
(2.29)

Recordando que el rotacional del gradiente de un escalar es cero, es decir:

∇×∇
(1

2∇(V ·V)
)

= 0 (2.30)

Se llega al resultado deseado. Por consiguiente, se puede ahora simplificar de esta manera;

Dω

Dt
= (ω · ∇)V +

[1
2∇×

DV
Dt
− 1

2(∇ ·V)(∇×V)
]

(2.31)

Por último, se aplican los principios de conservación para el caso de un flujo incompresible, estos

principios se estudiarán con más detalle más adelante. Asumiendo que la densidad es constante,

entre otras cosas, se llega a la ecuación siguiente:

Dω

Dt
= (ω · ∇)V +

[
µ

2ρ∇×∇
2V
]

(2.32)
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Esta identidad para el operador laplaciano permite llegar al resultado esperado:

∇2(∇×A) = −∇× (∇× (∇×A)) = ∇×
(
∇2A

)
(2.33)

Usando la definición de vector vorticidad (2.16) junto con la identidad anterior (2.33), se obtiene

esta ecuación:
Dω

Dt
= (ω · ∇)V + µ

ρ
∇2ω (2.34)

La última ecuación (2.34) es conocida como la ecuación de vorticidad cuando la densidad (ρ) es

constante, una expresión más general puede ser obtenida a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes

(Graebel, 2007, página 34).

Según Graebel (2007) el vector vorticidad debe considerarse como una ecuación constitutiva a

pesar de su comportamiento irregular e inesperado en algunas situaciones (sobre leyes secundarias o

constitutivas se entrará en más detalle luego) aśı como las tasas de deformación (2.8), el menciona

en su libro lo siguiente:

“...Lo que se ha llamado el “principio de objetividad material” o “principio de isotroṕıa del

espacio” o “indiferencia del marco material”, entre otras cosas, establece que todos los observadores,

independientemente de su marco de referencia (inercial o de otro tipo), debe observar el mismo

comportamiento material. Por lo tanto, un observador estacionado en una plataforma, por ejemplo,

ve el mismo comportamiento del fluido que un observador parado en el suelo del laboratorio...,

la vorticidad no es satisfactoria en este caso, considerando que es sensible a rotaciones ŕıgidas...”

(Graebel, 2007, página 31)

Ahora se pasará a explicar lo que son las leyes de conservación y leyes constitutivas. Estos

principios son los pilares fundamentales para la Mecánica de medios continuos, estos principios son

la base para el uso de técnicas CFD.
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2.4 Principios de conservación usados en CFD

Para deducir los campos o propiedades distribuidas de los flujos, se necesita usar los

principios de conservación o las ecuaciones que gobiernan el movimiento de un fluido (Ma-

lalasekera, H K Versteeg, 2007). En aplicaciones a la Ingenieŕıa, se deben satisfacer cuatro

leyes básicas (“Governing Equations” en inglés) para cualquier medio continuo y estas son:

Conservación de la materia (ecuación de continuidad)

Segunda ley de Newton (conservación del momentum lineal)

Conservación de la enerǵıa (primera ley de la Termodinámica)

Segunda ley de la Termodinámica

Además de estas leyes generales existen numerosas leyes secundarias llamadas relacio-

nes constitutivas, que se aplican a tipos de medios espećıficos (Shames, 1996, página 120),

un ejemplo de estas leyes es la ecuación (2.17), que debe cumplirse para un flujo rotacional.

Al emplear las leyes básicas y secundarias, pueden adoptarse cualesquiera de los siguientes

modos de aplicación:

1. Las actividades de todas y cada una de las masas deben ser tales que se satisfagan

las leyes básicas y las leyes secundarias pertinentes. Este enfoque es conocido como

el enfoque de sistema (Shames, 1996, página 120). También se le conoce como control

de masa y se centra en cuantificar las propiedades extensivas del sistema como ser la

masa, momentum lineal y enerǵıa. Este enfoque es usual encontrarlo aplicado a sólidos

(Ferziger y col., 2002, página 3).

2. Las actividades de todos y cada uno de los volúmenes en el espacio deben ser tales

que se satisfagan las leyes básicas y las leyes secundarias pertinentes. Este enfoque es
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Figure 2.5. El enfoque de volumen de control y la superficie de control en el modelado de un
fluido (Blazek, 2015, página 6 y 10)

conocido como el enfoque de volumen de control (Shames, 1996, página 120). En un

fluido es mucho más fácil trabajar con un volumen de control, no es nada fácil seguir

un elemento de masa en un fluido en movimiento (Ferziger y col., 2002, página 3).

En el primer enfoque, la masa del sistema queda inalterada, el volumen puede cambiar.

En el segundo enfoque el volumen permanece inalterado, pero la masa involucrada en el flujo

podŕıa cambiar con el tiempo, existe lo que llamamos una superficie de control que es como

la frontera del flujo que se estudia, esto se puede apreciar en la figura 2.5.

El punto de vista lagrangiano está asociado al enfoque de sistema cuando se decide seguir

al agregado en śı (masa de control). El punto de vista euleriano se asocia al volumen de

control cuando se centra la atención en una región finita (superficie de control). Las ecuaciones

de conservación para un fluido se deducen usando un volúmen de control, que consiste en un

elemento infinitesimal de volúmen lo suficientemente grande para contener una gran cantidad

de part́ıculas, John D. Anderson (1995) menciona en su libro:

“...Los principios f́ısicos fundamentales se aplican al fluido dentro del volumen de control

y al fluido que atraviesa la superficie de control.(si el volumen de control está fijo en el

espacio)...” (John D. Anderson, 1995, páginas 40 a la 42)
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La relación que existe entre un enfoque y el otro se define en la ecuación del transporte de

Reynolds (Shames, 1996, página 126):

DN

Dt
=
∫∫

sc
η(ρV · dA) + ∂

∂t

∫∫∫
vc
ηρ · dv (2.35)

Donde N se define como la propiedad extensiva a estudiar (masa, momentum lineal ó

enerǵıa por ejemplo), η representa una cantidad espećıfica que mide la relación que existe

entre propiedades extensivas e intensivas (o distribuidas, es decir, los campos asociados al

flujo: presión, densidad, temperatura y velocidad).

De las cuatro leyes básicas, son tres los principios más usados en CFD para flujos incom-

presibles, la segunda ley de la Termodinámica tiene su aplicación en flujos de transferencia

de calor en máquinas térmicas ó procesos de enfriamiento, los cuales no se abordarán en

profundidad de ninguna manera en esta investigación, solo se hará mención de situaciones

parecidas como referencia de algún método utilizado en estos procesos que pueda aplicarse al

objeto de estudio propuesto. Se estudiará en detalle el principio de conservación de masa, el

principio de conservación de momentum Lineal y el principio de conservación de enerǵıa.

Figure 2.6. Ilustración de un enfoque euleriano y un enfoque lagrangiano (John D. Anderson,
1995, página 43)
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2.4.1 Ecuación de continuidad

Para describir el principio de conservación de masa usando el enfoque de volumen de control,

se usará la ecuación de transporte de Reynolds (2.35), al ser la masa constante (M) y η seŕıa la

densidad (ρ) en este caso, la ecuación toma la siguiente forma:

DM
Dt

=
∫∫

sc
ρ(ρV · dA) + ∂

∂t

∫∫∫
vc
ρ(ρ · dv) = 0 (2.36)

Despejando el segundo término en (2.36) se obtiene lo que se conoce como la ecuación de continuidad:

∫∫
sc

(ρV · dA) = − ∂

∂t

∫∫∫
vc
ρ · dv (2.37)

En su forma diferencial, la ecuación (2.37) se puede escribir de la siguiente manera:

∇ · ρV + ∂ρ

∂t
= 0 (2.38)

Otra forma en la que se puede escribir la ecuación de continuidad es usando el convenio de suma

de Einstein ó notación de ı́ndice, entonces se tendŕıa la ecuación (2.38) como sigue:

∂ (ρVi)
∂xi

+ ∂ρ

∂t
= 0 (2.39)

Para ilustrar mejor la deducción de la ecuación de continuidad, véase la figura 2.7:

Figure 2.7. Elemento infinitesimal de volumen que ilustra la conservación de masa y de flujo
en todas las direcciones (John D. Anderson, 1995, página 54)
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2.4.2 Ecuación de la conservación del momentum lineal

Ahora se pasará a analizar el momentum lineal P en un sistema finito, partiendo de la

Ley de Newton para fuerzas resultantes, en un fluido se puede definir de la siguiente manera:

Fr = d

dt

∫∫∫
M

Vdm = DP
Dt

(2.40)

La fuerza resultante, denotada como Fr, es la suma de las fuerzas de tracción que ocurren

fuera de la frontera del sistema más las fuerzas de cuerpo que ocurren dentro de la frontera del

sistema que se denotan como T(x, y, z, t) y B(x, y, z, t) respectivamente, con esto la ecuación

del momentum lineal para sistemas finitos es la que sigue:

∫∫
S

TdA+
∫∫∫

V
Bρdv = DP

Dt
(2.41)

Para el enfoque de volumen de control, se usará otra vez la ecuación de transporte de

Reynolds:
DP
Dt

=
∫∫

sc
V(ρV · dA) + ∂

∂t

∫∫∫
vc

V(ρdv) (2.42)

Donde η es ahora la velocidad (V). Tanto la ecuación (8) como la ecuación (9) son

equivalentes. Se igualan para obtener la ecuación de momentum lineal de un fluido

∫∫
S

TdA+
∫∫∫

V
Bρdv =

∫∫
sc

V(ρV · dA) + ∂

∂t

∫∫∫
vc

V(ρdv) (2.43)

La ecuación (2.43) puede escribirse en dos formas, dependiendo si el fluido es viscoso o no

viscoso. Una forma diferencial muy conocidad sobre la fuerza resultante en un fluido es la La

ecuación de Euler :

dF = D

Dt
(dmV) = dm

(
Vx

∂V
∂x

+ Vy
∂V
∂y

+ Vz
∂V
∂z

+ ∂V
∂t

)
(2.44)

Esta ecuación se cumple solo cuando el fluido tiene como fuerza superficial una presión y
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como fuerza de cuerpo la gravedad (Es decir, cuando se estudia un fluido no viscoso). En su

forma diferencial se podŕıa escribir como:

−1
ρ
∇p− g∇z = (V · ∇) V + ∂V

∂t
(2.45)

Para flujos viscosos, es decir, cuando existen fuerzas superficiales, al tomar un elemento

infinitesimal de volumen con forma de un paraleleṕıpedo rectangular y aplicar la ley de

Newton sobre fuerzas, se puede encontrar las siguientes ecuaciones:

∂τxx
∂x

+ ∂τxy
∂y

+ ∂τxz
∂z

+ ρBx =ρDVx
Dt

∂τyx
∂x

+ ∂τyy
∂y

+ ∂τyz
∂z

+ ρBy =ρDVy
Dt

∂τzx
∂x

+ ∂τzy
∂y

+ ∂τzz
∂z

+ ρBz =ρDVz
Dt

(2.46)

Para ilustrar mejor las ecuaciones 2.46, véase la figura 2.8:

Figure 2.8. La suma de fuerzas axiales debido a los esfuerzos viscosos del fluido generan el
tensor de esfuerzos en la ecuación de conservación de momentum (John D. Anderson, 1995,

página 61)
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Estas ecuaciones definen la fuerza resultante de un fluido viscoso. En su forma diferencial, las

ecuaciones (2.46) se pueden escribir de forma más compacta como:

ρ
DV
Dt

= ρB +∇ · τ (2.47)

Donde τ es el tensor de esfuerzos superficiales. Una forma simplificada y útil de esta útima ecuación

es la siguiente, está escrita en notación de ı́ndice:

∂τij
∂xj

+ ρBi = ρ
DVi

Dt
(2.48)

Donde ∂τij
∂xj

son las componentes de los esfuerzos cortantes denotados por el tensor τ de esfuerzos

superficiales, Bi es la componente de las fuerzas de cuerpo y DVi
Dt es la componente de la derivada

material dé V. Según Ferziger y col. (2002, páginas 5 a la 7) una forma más general de la ecuación

de conservación de momentum lineal es:

∂(ρV)
∂t

+∇ · (ρVV) = ∇ · τ + ρB (2.49)

Donde ρVV es el producto diádico de ρV con V, que es otra forma de escribir (ρV · ∇)V +

[∇ · (ρV)] V, entonces:

∇ · (ρVV) =(ρV · ∇)V + [∇ · (ρV)] V

=(ρV · ∇)V + [(∇ρ) ·V + ρ(∇ ·V)] V
(2.50)

Esto puede probarse usando la ecuación de transporte de Reynolds, usando notación de ı́ndice y

teoremas de integración se tiene:

DP
Dt

=
∫∫

sc

V(ρV · dA) + ∂

∂t

∫∫∫
vc

V(ρdv)

=
∫∫

sc

Vi(ρV · dA) + ∂

∂t

∫∫∫
vc

Vi(ρdv)

=
∫∫∫

vc

[
∂

∂xi
(ρViV) + ∂

∂t
(ρVi)

]
dv

=
∫∫∫

vc

[
∇ · (ρVV) + ∂

∂t
(ρV)

]
dv

(2.51)

De la misma manera para el lado izquierdo de la ecuación (2.43), se usa el teorema de la
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divergencia de Gauss:

DP
Dt

=
∫∫

S
TdA+

∫∫∫
V

Bρdv

=
∫∫

S
τ · ndA+

∫∫∫
V

Bρdv

=
∫∫

S
τ · dA +

∫∫∫
V

Bρdv

=
∫∫∫

vc
[∇ · τ + ρB] dv

(2.52)

Donde τ es el tensor de esfuerzos para un fluido Newtoniano [Ver las ecuaciones (2.8), τ

es la forma tensorial de (2.8)], este está definido como sigue:

τ = −
(
p+ 2

3µ∇ ·V
)

I + 2µD (2.53)

En donde I es el tensor identidad y D es el tensor de la tasa de deformación de esfuerzos

que se escribe como:

D = 1
2
[
∇V + (∇V)T

]
(2.54)

Donde ∇V es el gradiente de deformaciones y se define como:


∂Vx

∂x
∂Vy

∂x
∂Vz

∂x

∂Vx

∂y
∂Vy

∂y
∂Vz

∂y

∂Vx

∂z
∂Vy

∂z
∂Vz

∂z

 (2.55)

Por consiguiente, la ecuación (2.49) en notación de ı́ndice tiene la siguiente forma:

∂(ρVi)
∂t

+∇ · (ρViV) = ∇ · τi + ρBi (2.56)

Donde τi se expresa como:

τi = µ∇Vi + µ (∇V)T · ei −
(
p+ 2

3µ∇ ·V
)

ei (2.57)
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La última ecuación (2.49), es la forma general para La ecuación de momentum lineal para un

fluido isotrópico de la cual cuando ∇ ·V = 0, el gradiente de la densidad es cero, es decir,

∇ρ = 0 y la presión es nula, es decir p = 0, entonces la ecuación (2.49) se simplifica a la

ecuación (2.47) para un fluido viscoso. De la ecuación (2.49) nace la forma general para las

ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido isotrópico.
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2.4.3 Ecuación de la conservación de enerǵıa

Según Shames (1996, páginas 203 a la 207), se puede definir la primera ley de la Termodinámica

como sigue:

“...La primera ley de la Termodinámica es un planteamiento basado en la experiencia macroscópica

que establece que la enerǵıa se conserva en todo momento...”

En el caso de Malalasekera, H K Versteeg (2007), la primera ley de la Termodinámica establece

lo siguiente:

“...La ecuación de enerǵıa se deriva de la primera ley de la termodinámica, que establece que la tasa

de cambio de enerǵıa de una part́ıcula de un fluido es igual a la tasa de adición de calor a la

part́ıcula de un fluido más la tasa de trabajo realizado en la part́ıcula...” (Malalasekera, H K

Versteeg, 2007, páginas 16 a la 20 )

Matemáticamente esto se escribe como:

DE
Dt

= dQ
dt
− dWk

dt
(2.58)

Donde E es la Enerǵıa total del sistema, Q representa la enerǵıa caloŕıfica, y Wk representa la

enerǵıa por trabajo. Usando un análisis de volumen de control, se usará la ecuación de transporte

de Reynolds 2.35 para relacionar la enerǵıa (propiedad extensiva) con los campos asociados al flujo

(propiedades intensivas), en este caso η es e, que representa la enerǵıa almacenada por unidad de

masa. La ecuación de Reynolds queda como:

DE
Dt

=
∫∫

sc
e(ρV · dA) + ∂

∂t

∫∫∫
vc

e(ρ · dv) (2.59)

Usando la primera ley de la Termodinámica, el lado izquierdo de la ecuación (2.59) queda de

esta manera:
dQ
dt
− dWk

dt
=
∫∫

sc
e(ρV · dA) + ∂

∂t

∫∫∫
vc

e(ρ · dv) (2.60)

Ahora, para un elemento infinitesimal de volumen, se calcula la enerǵıa almacenada e por unidad

masa en el volumen de control. Esta enerǵıa almacenada consta de tres partes a) la enerǵıa cinética,
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b) la enerǵıa potencial y c) la enerǵıa interna, por lo tanto, e se puede escribir como:

e = v2

2 + gz + u (2.61)

También dWk
dt queda redefinido para las fuerzas T de superficie y B de cuerpo, quedando esto:

dWk

dt
= dWs

dt
−
(∫∫

S
T ·VdA+

∫∫∫
V

B ·Vρdv
)

(2.62)

Sustituyendo todo en la ecuación (2.60), se obtiene la forma integral de la ecuación general para

la conservación de enerǵıa:

dQ
dt
−dWs

dt
+
∫∫

S
T ·VdA+

∫∫∫
V

B ·Vρdv

=
∫∫

sc

(
v2

2 + gz + u

)
(ρV · dA) + ∂

∂t

∫∫∫
vc

(
v2

2 + gz + u

)
(ρ · dv)

(2.63)

Según Zikanov (2010, página 19), la ecuación (2.63) se puede expresar en su forma diferencial

como sigue:

ρ
De
Dt

= Q̇−∇ · q + ρB ·V +∇ · (σV) (2.64)

Donde σ es el esfuerzo superficial (también llamada presión superficial o normal a la superficie de

control) y es σ = −pI + τ . Para llegar a la forma diferencial (2.64), se usa el teorema de divergencia

de Gauss en la ecuación de transporte de Reynolds:

DE
Dt

=
∫∫

sc
e(ρV · dA) + ∂

∂t

∫∫∫
vc

e(ρ · dv)

=
∫∫∫

vc
∇ · (eρV)dv + ∂

∂t

∫∫∫
vc
e(ρdv)

=
∫∫∫

vc

[
∇ · (eρV) + ∂eρ

∂t

]
dv

=
∫∫∫

vc

[
∇e · (ρV) + e(∇ · ρV) + ∂e

∂t
ρ+ e

∂ρ

∂t

]
dv

=
∫∫∫

vc

[
e

(
∂ρ

∂t
+∇ · ρV

)
+ ρ

(
∂e

∂t
+ (V · ∇)e

)]
dv

(2.65)
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Se procede a usar la ecuación de continuidad y la definición de la derivada material:

DE
Dt

=
∫∫∫

vc
ρ
De

Dt
dv (2.66)

Al igual que en la ecuación (2.59), se usa otra vez el teorema de la divergencia de Gauss para las

integrales en lado izquierdo de la ecuación (2.63), esto según Shames (1996, página 207):

∫∫∫
vc
∇ · (σV)dv =

∫∫
sc
σV · dA =

∫∫
sc

T ·VdA (2.67)

Otra vez de la misma forma, también el término dQ
dt −

dWs
dt se convierte en una integral de la

siguiente manera:
dQ
dt
− dWs

dt
=
∫∫

sc
Q̇T · dA =

∫∫∫
vc
∇ · Q̇Tdv (2.68)

Usando la ecuación de calor se puede simplificar como sigue:

Q̇ = ρCρ
DΓin
Dt

= κ∇2Γin (2.69)

Al usar este resultado se deduce los términos que aparecen en la ecuación (2.64):

Q̇T =κ∇Γin − q

∇ · Q̇T =∇ · (κ∇Γin)−∇ · q

=κ∇2Γin −∇ · q

=Q̇−∇ · q

(2.70)

El término −∇ · q representa la enerǵıa debido al flujo de calor que sale por conducción. Esta parte

de la ecuación se puede escribir como:

−∇ · q = −κ∇2Γout (2.71)

El término Q̇ es calor generado por el flujo debido a la fricción u otras circunstancias, Γ es el campo

de temperaturas en el flujo y κ es la constante de conductividad, a la ecuación (2.71) se le conoce
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como ley de conducción de Fourier (Zikanov, 2010, página 20). También Fletcher (1998, página 10)

ofrece una alternativa más compacta y general de la ecuación de conservación de enerǵıa, partiendo

de la primera ley de la Termodinámica propone la siguiente forma integral:

∫∫∫
vc
ρ
De
Dt

dv =
∫∫∫

vc
ρB ·Vdv +

∫∫
sc

(σV− Q̇T ) · dA (2.72)

Al usar el teorema de la divergencia de Gauss en la ecuación (2.72), se llega a la siguiente forma

diferencial:

ρ
De
Dt

= ρB ·V +∇ · (σV)−∇ · Q̇T (2.73)

Donde ∇· Q̇T = ∇·q− Q̇. Con esta parte se termina de examinar los principios de conservación.

Ahora se pasará a definir lo que algunos llaman similitud dinámica, un concepto muy importante a

la hora de analizar simulaciones con técnicas CFD, para ello se necesita entender primero los grupos

adimensionales.

Figure 2.9. Ilustración del cambio de enerǵıa en un fluido (John D. Anderson, 1995, página
68)
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2.4.4 Resumen de los principios de conservación

Ecuaciones Gobernantes (Governing Equations)
Principio de conservación Ecuación

Ecuación de continuidad ∇ · ρV + ∂ρ
∂t

= 0

Ecuación de conservación de momentum ∂(ρV)
∂t

+∇ · (ρVV) = ∇ · τ + ρB

Ecuación de conservación de enerǵıa ρDe
Dt

= ρB ·V +∇ · (σV)−∇ · Q̇T

Cuadro 2.1 Principios de conservación
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2.5 Análisis dimensional y adimensional de flujos con técnicas CFD

El análisis dimensional de flujos es el aspecto o cualidad medible de los flujos, las

cantidades que permiten diferenciar un flujo de otro (Shames, 1996, Página 283). La Mecánica

de los fluidos se ha desarrollado mucho a través del análisis dimensional y la experimentación,

sobre esto Graebel (2007) menciona en su libro:

“...El desarrollo de la Mecánica de fluidos a lo largo de los años se ha basado tanto en la

experimentación y el análisis dimensional, con el primero a la cabeza en muchos casos. Para

expresar los datos en forma más útil, el análisis dimensional se utilizó

ampliamente...”(Graebel, 2007, página 39)

En un experimento poder correlacionar muchas variables puede ser una tarea tediosa y

extremadamente larga, por eso La Mecánica de los fluidos se apoya en el análisis adimensional,

que consiste en crear dos grupos adimensionales para poder estudiar flujos de forma más

práctica, esto con el fin de crear una relación funcional entre los dos grupos adimensionales

que se llamarán π1 y π2.

Para formar los grupos adimensionales, se debe utilizar el teorema π de Buckingham,

Según Shames (1996), el teorema se puede enunciar como sigue: el número de grupos adimen-

sionales independientes que puede emplearse para describir un fenómeno en el que intervienen

n variables es igual al número n− r, donde r usualmente es el número de dimensiones básicas

necesarias para expresar las variables dimensionalmente. (Shames, 1996, página 283)

Los grupos adimensionales más importantes en La Mecánica de fluidos son los siguientes

mostrados en la tabla 2.2:
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Números adimensionales
Número adimensional Ecuación

Número de Reynolds Re = ρV D
µ

Número de Froude Fr = V 2

Lg

Número de Mach M = V
c

Número de Weber We = ρV 2L
σ

Número de Euler Eu = ∆p
ρV 2

Cuadro 2.2 Números adimensionales más comúnmente usados en Mecánica de fluidos

Estos números surgen de la aplicación del teorema π de Buckingham, todos ellos obtenidos

en diferentes experimentos realizados en laboratorios de Mecánica de fluidos. Las variables

que se relacionan en cada caso, se correlacionan dependiendo el tipo de flujo y situación, por

ejemplo en Aerodinámica nos interesa más la velocidad del flujo con respecto a la velocidad

del sonido.

Todos estos grupos adimensionales están formados por las siguientes variables:

1. Cambio en la presión (∆p)

2. Longitud (L)

3. Viscosidad (µ)

4. Tensión superficial (σ)

39



5. Velocidad del sonido (c)

6. Aceleración de la gravedad (g)

7. Densidad (ρ)

8. Velocidad (V )

De los grupos adimensionales mencionados anteriormente, solo uno en especial es de

carácter importante para esta investigación y es el número de Reynolds (Re). Esta magnitud

adimensional representa la relación entre las fuerzas inerciales y las fuerzas de fricción,

usualmente en función de parámetros geométricos y de flujo conveniente, esta relación está

matemáticamente definida como:

ρV 2/L

µV/L
= ρV L

µ
(2.74)

Los grupos adimensionales, como el número de Reynolds (Re), permiten encontrar simili-

tudes dinámicas, es decir, que existe una relación conocida entre dos fenómenos (Shames, 1996,

página 291). Existen similitudes geométricas que son flujos con fronteras geométricamente

similares y similitudes cinemáticas.

Los flujos con ĺıneas de corriente similar (campo de velocidades), es decir, con una similitud

cinemática evidente, también son geométricamente similares, pero no necesariamente esto

es cierto a la inversa, es decir que flujos con similitud geométrica sean también flujos con

similitud cinemática. Según Shames (1996), en general para cualquier flujo, se puede establecer

la siguiente proposición: “El análisis dimensional proporcionará los grupos adimensionales en

un flujo, para el cual deben duplicarse todos menos uno en flujos geométricamente similares

con el fin de conseguir similitud dinámica.” (Shames, 1996, página 297)

Para analizar flujos con técnicas CFD se usa el análisis adimensional, esto se logra
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expresando el modelo f́ısico en parámetros adimensionales. Sobre esto Dillon, Emery, Cochran

y Mescher (2010) expresan en su trabajo:

“...Esto es particularmente cierto en las áreas de mecánica de fluidos y transferencia de calor,

donde la mayoŕıa de las correlaciones experimentales son expresados en términos de grupos

adimensionales y muchos análisis numéricos implican la solución de ecuaciones

adimensionales....” (Dillon y col., 2010, páginas 1 y 2)

Además de esto, Dillon y col. (2010) menciona en su trabajo que existen muchas maneras

de crear grupos adimensionales en problemas de flujos, en especial se menciona el caso para

flujos de transferencia de calor por convección, en el art́ıculo se puede leer lo siguiente:

“...Las diferentes elecciones conducen a diferentes técnicas de solución, particularmente para

problemas altamente no lineales y para diferentes interpretaciones. Algunas no

dimensionalizaciones son más apropiadas que otras...”(Dillon y col., 2010, páginas 1 y 2)

En el caso para el análisis de flujos en tubeŕıas se maneja la relación entre los siguientes

grupos adimensionales que son el número de Euler y el número de Reynolds. Esta relación se

expresa matemáticamente como sigue:

Eu = f
(
Re,

L

D
,
e

D

)
(2.75)

El enfoque adaptativo para resolver problemas de flujos en tubeŕıas debe ser tal que el

modelo f́ısico se exprese en términos de los grupos adimensionales mencionados anteriormente.

Sobre el número de Euler (Eu), este mide la relación entre las fuerzas de presión y las fuerzas

inerciales, esto se expresa matemáticamente como:

∆p/L
ρV 2/L

= ∆p
ρV 2 (2.76)
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La ecuación (2.75) puede usarse para caracterizar la pérdida de presión en una tubeŕıa

(Shames, 1996, página 329), más expĺıcitamente esto se puede escribir como:

∆p
ρV 2 =G

(
ρV D

µ
,
L

D
,
e

D

)
ρhl
ρV 2 =L

D
·H

(
ρV D

µ
,
e

D

)

hl =V
2

2 ·
L

D
·
[
2 ·H

(
ρV D

µ
,
e

D

)]

=V
2

2 ·
L

D
· f

(2.77)

Donde f es llamado el factor de fricción que depende del número de Reynolds (Re) y e
D

(la razón entre la rugosidad y el diámetro de la tubeŕıa), hl es la pérdida de altura en una

tubeŕıa. La ecuación (2.77) deducida es la llamada la fórmula de Darcy-Weisbach.
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2.6 Análisis de flujos importantes para el uso de técnicas CFD

El análisis adimensional según Krantz (2007) es “ un método sistemático para expresar

una ecuación en un enunciado sin unidades o dimensionamiento”. El escalamiento antes

mencionado es utilizado en la Mecánica de fluidos para comparar, por ejemplo, la velocidad

del flujo con respecto a la velocidad del sonido, para comparar flujos turbulentos y laminares.

Los flujos pueden clasificarse como flujos externos, que son flujos alrededor de cuerpos,

y están los flujos enternos, que son aquellos flujos encerrados por una frontera (Shames,

1996, página 315). De estos conceptos nace lo que se conoce como capa ĺımite. La capa

ĺımite es la región del fluido, donde por decirlo aśı, el fluido se pega a la frontera creando un

esfuerzo cortante significativo, es decir que el fluido es altamente viscoso en esa región del

flujo. El espesor de la capa ĺımite dependerá de la viscosidad del fluido, si el espesor de la

capa ĺımite es tan grande como la sección transversal del flujo, entonces estamos hablando de

un flujo interno altamente viscoso. Cuando la capa ĺımite es muy delgada, entonces el fluido

se comporta como un fluido no viscoso, donde los esfuerzos cortantes más importantes se

presentarán en la frontera del fluido contenido.

Para caracterizar los flujos externos e internos se usa el número de Reynolds (Re), según el

número de Reynolds los flujos pueden ser laminares, que es un flujo cuyas ĺıneas de corriente

son paralelas y bien ordenadas, por otro lado están los flujos turbulentos, que son flujos

caóticos sin ningún orden o irregulares. Todo flujo por debajo de Re < 2300, se considera

un flujo laminar. Cuando 2300 < Re < 40, 000 se entra en una etapa de transición de flujo

laminar a flujo turbulento, que dependiendo el tipo de flujo en cuestión, la turbulencia se

manifestará en menor o mayor grado, esta transición iniciará una vez se alcance, lo que se

conoce como número de Reynolds cŕıtico (Rec) es decir cuando Rec = 2300.

Sobre la turbulencia y sus efectos en los diseños, Malalasekera, H K Versteeg (2007)

menciona: “...Muchos, si no la mayoŕıa, de los flujos de importancia para la ingenieŕıa son

turbulentos, por lo que el régimen de flujo turbulento no es solo de interés teórico. Los

43



ingenieros de fluidos necesitan acceso a herramientas viables capaces de representar los efectos

de las turbulencias... y a su modelado en CFD...” (Malalasekera, H K Versteeg, 2007, página 40)

Para el modelado correcto de la turbulencia con técnicas CFD se necesita entender como

ocurre hasta cierto punto este fenómeno. A medida el número de Reynolds incrementa, el

flujo experimenta ciertas etapas de transición. Según C. Pozrikidis (2017, página 670) el flujo

pasa por las siguientes etapas:

Vórtices: La aparición de los vórtices (“Eddies” en inglés) a través de la frontera de

cada lámina del flujo debido a la difusión del campo de velocidad. Aparece un flujo

rotacional que se acumula en ciertas regiones del flujo.

Dinámica de los vórtices: Una vez que aparecen los vórtices en ciertas regiones del

flujo, la interacción entre ellos crea un desorden e inestabilidad en el flujo.

Inestabilidad: Una vez que el número de Reynolds alcanza el punto cŕıtico, las

pequeñas disturbaciones (Eddies) se amplifican causando que la estructura del flujo

cambie local o completamente. Según Malalasekera, H K Versteeg (2007, páginas 40 a

la 41), este proceso de amplificación de los Eddies es llamado enerǵıa en cascada.

Transición a la turbulencia: Los distintos vórtices que han aparecido empiezan a

superponerse el uno con el otro, causando un desorden a gran escala en el flujo. El flujo

es turbulento completamente. A este proceso se le conoce como la descomposición de

Reynolds (Malalasekera, H K Versteeg, 2007, páginas 40 a la 41).

El modelamiento matemático de la turbulencia consiste entonces en determinar las

estructuras de flujo rotacional que van apareciendo a medida el flujo entra en la turbulencia.

Las ecuaciones de Navier-Stokes son el punto de partida para este modelamiento, Graebel

(2007) menciona al respecto:
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“...Dado que las ecuaciones de Navier-Stokes son válidas tanto para flujo laminar como para

flujo turbulento, suelen servir como punto de partida general. Sin embargo, la complejidad y

la riqueza de detalles de lo que ocurre en un flujo turbulento, limita nuestras habilidades para

abordar completamente las ecuaciones de Navier-Stokes directamente....” (Graebel, 2007,

página 234)

Para el modelamiento se implementa lo que se llama la escala Eddy (“Eddy scale”

en inglés). Sobre el dimensionamiento de los “Eddies”, Malalasekera, H K Versteeg (2007)

menciona:

“...Incluso en flujos donde las velocidades y presiones medias vaŕıan solo en una o dos

dimensiones espaciales, las fluctuaciones turbulentas siempre tienen un carácter espacial

tridimensional. Además, visualizaciones de flujos turbulentos revelan estructuras de flujo

rotacional, los llamados remolinos turbulentos (Eddies), con una amplia gama de escalas de

longitud...” (Malalasekera, H K Versteeg, 2007, página 41)

Una de las escalas más conocida es la escala(s) de Kolmogorov llevada(s) acabo en 1940

(Malalasekera, H K Versteeg, 2007, página 42). Estas escalas de movimiento de flujo turbulento

caracterizaron el tamaño de los eddies más pequeños, basándose en la velocidad V y su

tamaño η, esto se expresa de la siguiente manera:

Reη = V η

µ
(2.78)

Donde Reη es el Número de Reynolds para el eddy más pequeńo posible para cierto

η. Cuando las fuerzas por viscosidad y de Inercia son iguales en fuerza, entonces Reη = 1.

Usando análisis adimensional, se pueden establecer las siguientes razones de escala:

Escala de longitud:
η

l
(2.79)
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Escala de tiempo:
τ

T
(2.80)

Escala de velocidad:
V

ϑ
(2.81)

Hay grandes diferencias entre los eddies grandes y los eddies pequeños. Para los eddies

grandes, su dimensionamiento depende de las razones de escala de longitud y velocidad, tam-

bién cabe mencionar que su comportamiento no es isotrópico. En cambio, los eddies pequeños

dependen de la tasa de enerǵıa disipada y su comportamiento es isotrópico (Malalasekera, H

K Versteeg, 2007, páginas 40 a la 42).

Con esto se da por terminado el análisis de flujos internos, ahora se pasará a plantear

las ecuaciones de Navier-Stokes para sus distintos casos, se revisará literatura reciente sobre

trabajos acerca de los enfoques adaptativos y modelos de turbulencia más conocidos para las

ecuaciones de Navier-Stokes que simulan flujos laminares y turbulentos.

Figure 2.10. Ilustración del cambio de enerǵıa en un flujo turbulento, creación de los vórtices
en la medida aumenta el número de Reynolds
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2.7 Ecuaciones de Navier-Stokes

Ahora se pasará a consolidar todo lo estudiado hasta este momento en lo que se conoce

como las ecuaciones de Navier-Stokes. Acerca de estas ecuaciones Laurendeau and F Kafyeke

E and Tuncer Cebeci y P.Shao (2005) mencionan:

“...No se ha presentado alguna vez una seria objeción a este principio, y la validez de estas

ecuaciones se ha establecido en tantos casos que podemos considerarlas como un acto de fe y

tener plena confianza en ellas... Las ecuaciones de Navier-Stokes se basan en los principios

de conservación de masa, momentum lineal y enerǵıa...” (Laurendeau and F Kafyeke E and

Tuncer Cebeci & P.Shao, 2005, página 41)

Para deducir las ecuaciones de Navier-Stokes, se parte de un volumen de control, un

elemento infinitesimal al cual, por medio de aplicar las leyes de Newton, se encontrará la

fuerza en cada componente en coordenadas cartesianas. Para el caso de la componente en x,

se tiene:

ρdxdydz
DVx

Dt
=ρBxdxdydz

+
(
τxx + ∂τxx

∂x
dx

)
dzdy − τxxdzdy

+
(
τyx + ∂τyx

∂y
dy

)
dxdz − τyxdxdz

+
(
τzx + ∂τzx

∂z
dz

)
dxdy − τzxdxdy

(2.82)

simplificando se obtiene lo siguiente;

ρ
DVx

Dt
= ρBx + ∂τxx

∂x
+ ∂τyx

∂y
+ ∂τzx

∂z
(2.83)

Usando las ecuaciones (2.8) del tensor de deformaciones y sustituyéndolas en la ecuación

(2.83), se llega a la forma general de la ecuación de Navier-Stokes, estas ecuaciones para
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cierto µ′, tienen la siguiente forma para la componente en x:

τxx = µ

(
2∂Vx

∂x
− µ′∇ ·V

)
− p

τxy = µ

(
∂Vx

∂y
+ ∂Vy

∂x

)

τxz = µ

(
∂Vx

∂z
+ ∂Vz

∂x

) (2.84)

lo mismo se hace con las otras componentes. Según Graebel (2007, página 27) se pueden

expresar las ecuaciones de Navier-Stokes en su forma más general posible para cualquier

fluido Newtoniano de la siguiente manera:

ρ
DVx

Dt
=−

∂(p− µ′∇ ·V)
∂x

+ ρBx +
∂

∂x

[
2µ
(
∂Vx

∂x

)]
+

∂

∂y

[
µ

(
∂Vx

∂y
+
∂Vy

∂x

)]
+

∂

∂z

[
µ

(
∂Vx

∂z
+
∂Vz

∂x

)]
ρ
DVy

Dt
=−

∂(p− µ′∇ ·V)
∂y

+ ρBy +
∂

∂x

[
µ

(
∂Vy

∂x
+
∂Vx

∂y

)]
+

∂

∂y

[
2µ
(
∂Vy

∂y

)]
+

∂

∂z

[
µ

(
∂Vy

∂z
+
∂Vz

∂y

)]
ρ
DVz

Dt
=−

∂(p− µ′∇ ·V)
∂z

+ ρBz +
∂

∂x

[
µ

(
∂Vz

∂x
+
∂Vx

∂z

)]
+

∂

∂y

[
µ

(
∂Vz

∂y
+
∂Vy

∂z

)]
+

∂

∂z

[
2µ
(
∂Vz

∂z

)] (2.85)

Donde µ y µ′ son los coeficientes de viscosidad primero y segundo respectivamente. En

el caso de µ, es la viscosidad relacionada a la tasa de deformación debido a los esfuerzos

dinámicos y en el caso de µ′, es la viscosidad debido al cambio de volumen que experimenta

el fluido. Hay que recordar que la relación entre µ y µ′ es µ′ = 2µ/3 cuando el fluido es

isotrópico, entonces según (Zikanov, 2010, página 18) las ecuaciones de Navier-Stokes toman

la siguiente forma:

ρ
DVx

Dt
=−

∂p

∂x
+ ρBx +

∂

∂x

[
µ

(
−

2
3
∇ ·V + 2

∂Vx

∂x

)]
+

∂

∂y

[
µ

(
∂Vx

∂y
+
∂Vy

∂x

)]
+

∂

∂z

[
µ

(
∂Vx

∂z
+
∂Vz

∂x

)]
ρ
DVy

Dt
=−

∂p

∂y
+ ρBy +

∂

∂x

[
µ

(
∂Vy

∂x
+
∂Vx

∂y

)]
+

∂

∂y

[
µ

(
−

2
3
∇ ·V + 2

∂Vy

∂y

)]
+

∂

∂z

[
µ

(
∂Vy

∂z
+
∂Vz

∂y

)]
ρ
DVz

Dt
=−

∂p

∂z
+ ρBz +

∂

∂x

[
µ

(
∂Vz

∂x
+
∂Vx

∂z

)]
+

∂

∂y

[
µ

(
∂Vz

∂y
+
∂Vy

∂z

)]
+

∂

∂z

[
µ

(
−

2
3
∇ ·V + 2

∂Vz

∂z

)] (2.86)
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Estas expresiones pueden escribirse de una forma más compacta y conocida haciendo

uso del operador laplaciano y readecuando algunos términos utilizando la definición de la

divergencia, esto queda de la siguiente manera:

ρ
DVx

Dt
=ρBx −

∂p

∂x
+ µ∇2Vx + µ

∂

∂x

(1
3∇ ·V

)
ρ
DVy

Dt
=ρBy −

∂p

∂y
+ µ∇2Vy + µ

∂

∂y

(1
3∇ ·V

)
ρ
DVz

Dt
=ρBz −

∂p

∂z
+ µ∇2Vz + µ

∂

∂z

(1
3∇ ·V

) (2.87)

Ahora, además de considerar un fluido isotrópico, se supondrá que el flujo tendrá densidad

ρ constante, es decir que ∇ ·V = 0, usando la ecuación de continuidad. Aśı se llega a las

ecuaciones de Navier-Stokes en su forma más útil para flujos incompresibles:

ρ
DVx

Dt
=ρBx −

∂p

∂x
+ µ∇2Vx

ρ
DVy

Dt
=ρBy −

∂p

∂y
+ µ∇2Vy

ρ
DVz

Dt
=ρBz −

∂p

∂z
+ µ∇2Vz

(2.88)

Según Shames (1996, página 405) podemos escribir el sistema de ecuaciones (2.88) en su

forma diferencial de la siguiente manera:

ρ
DV
Dt

= ρB−∇p+ µ∇2V (2.89)
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2.7.1 Ecuaciones de vorticidad y enerǵıa

A partir de las ecuaciones de Navier-Stokes se pueden construir dos resultados muy

importantes en la Mecánica de fluidos y estos son primero la ecuación general de la vorticidad

y segundo la ecuación de trabajo y enerǵıa.

Ya se dedujo la ecuación de vorticidad para el flujo laminar incompresible, ahora véase el

caso general, primero se escribirá las ecuaciones (2.85) en su forma diferencial:

ρ
DV
Dt

= −∇p− µ′∇(∇ ·V) + ρB + µ∇2V + µ∇(∇ ·V) (2.90)

Ahora se pasa a dividir la densidad (ρ), se expande el operador de la derivada material y se
aplica el operador rotacional en ambos lados de la ecuación (2.90):

∇×
∂V
∂t

+∇× (V · ∇)V = −∇×
(∇p
ρ

)
+∇×B +∇×

µ

ρ

[
∇2V +∇(∇ ·V)

]
−∇×

µ′

ρ
∇(∇ ·V) (2.91)

Se usan ahora las identidades vectoriales (2.19), (2.22), (2.28), (2.30) y (2.33) además de la
propiedad del rotacional para el producto de un escalar por un vector:

∂

∂t
(∇×V)−∇× [V× (∇×V)] = −∇

(
1
ρ

)
×∇p

+∇×B + µ

ρ
∇2(∇×V) +∇

(
µ

ρ

)
×∇(∇ ·V)−∇

(
µ′

ρ

)
×∇(∇ ·V)

(2.92)

Ahora se aplica la definición de vector vorticidad (2.16) y la siguiente identidad vectorial:

∇× (A×B) = A(∇·B) − B(∇·A) + (B·∇)A − (A·∇)B (2.93)

Entonces, se tiene que:
[
∂

∂t
(2ω) + (V · ∇)2ω

]
+2ω(∇ ·V)− (2ω · ∇)V = −∇

(
1
ρ

)
×∇p

+∇×B + µ

ρ
∇2(2ω) +∇

(
µ

ρ

)
×∇(∇ ·V)−∇

(
µ′

ρ

)
×∇(∇ ·V)

(2.94)

Por último se usa la definición de la derivada material para el vector vorticidad (2.18), donde
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se obtiene la ecuación deseada:

D(2ω)
Dt

+ 2ω(∇ ·V)− (2ω · ∇)V = −∇
(

1
ρ

)
×∇p

+∇×B + µ

ρ
∇2(2ω) +∇

(
µ

ρ

)
×∇(∇ ·V)−∇

(
µ′

ρ

)
×∇(∇ ·V)

(2.95)

Para el caso donde el fluido es isotrópico, la densidad es constante y las fuerzas de cuerpo

son campos escalares, entonces se obtiene la ecuación (2.34).

Para la ecuación de trabajo y enerǵıa, se procede de la misma manera, se empieza con las

ecuaciones de Navier-Stokes (2.90) en su forma diferencial, se procede aplicando el producto

escalar con el vector velocidad en ambos lados de la ecuación:

ρ
DV
Dt
·V = −∇p ·V− µ′∇(∇ ·V) ·V + ρB ·V + µ∇2V ·V + µ∇(∇ ·V) ·V (2.96)

Usando propiedades del producto escalar, la ecuación (2.96) se puede expresar como sigue:

ρ
D

Dt

(V ·V
2

)
= −∇p ·V− p(∇ ·V) + p(∇ ·V)− µ′∇(∇ ·V) ·V

+ ρB ·V + µ∇2
(V ·V

2

)
+ µ∇(∇ ·V) ·V

(2.97)

Se utiliza la propiedad de la divergencia para el producto de un escalar por un vector,

quedando:

ρ
D

Dt

(V ·V
2

)
=−∇ · (pV)−∇ · (τV) +∇ · (τV)

+ p(∇ ·V) + ρB ·V + µ∇2
(V ·V

2

)
− µ′∇(∇ ·V) ·V

(2.98)

Ahora se sustituye 1
2V ·V por e, donde e es la enerǵıa por unidad de masa y se procede a
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comparar con la ecuación (2.64), obteniendo la relación deseada entre trabajo y enerǵıa:

ρ
De

Dt
=∇ · (σV) + ρB ·V

+
[
µ∇2e+ µ∇(∇ ·V) ·V + p(∇ ·V)

]
− [µ′∇(∇ ·V) ·V +∇ · (τV)]

(2.99)

Los términos de la ecuación (2.99) entre corchetes guardan una estrecha relación con la ley de

conservación de enerǵıa (2.64) estudiada anteriormente, el trabajo realizado por las fuerzas

de cuerpo y superficiales del fluido se convierte en calor, como se muestra a continuación:

Q̇−∇ · q =
[
p(∇ ·V) + µ∇2e+ µ∇(∇ ·V) ·V

]
− [τ · ∇V +∇τ ·V +∇ [p− µ′(∇ ·V] ·V−∇p ·V + 2µ′∇(∇ ·V) ·V]

(2.100)

Según Graebel (2007, página 37), el término negativo de la ecuación (2.100) es conocido como

la función disipativa, esta puede expresarse como:

Φ = τ · ∇V +∇ [p− µ′(∇ ·V)] ·V

= τxx
∂Vx

∂x
+ τxy

∂Vx

∂x
+ τxz

∂Vx

∂x
+

τyx
∂Vy

∂y
+ τyy

∂Vy

∂y
+ τyz

∂Vy

∂y

τzx
∂Vz

∂z
+ τzy

∂Vz

∂z
+ τzz

∂Vz

∂z
+∇ [p− µ′(∇ ·V)] ·V

(2.101)

En conclusión, la ecuación (2.100) se puede escribir como:

Q̇−∇ · q = [∇ · (pV) + (∇ · τ) ·V + µ∇(∇ ·V) ·V]− [∇τ ·V + Φ + 2µ′∇(∇ ·V) ·V] (2.102)

Esta última ecuación (2.102) describe como se comporta la tasa de enerǵıa liberada por el

movimiento del fluido, la relación que existe entre la enerǵıa mecánica y caloŕıfica. Para un

flujo laminar incompresible, la ecuación (2.102) toma la forma:

Q̇−∇ · q = (∇ · τ ) ·V−∇ · (τV) (2.103)
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2.7.2 Condiciones de frontera para el modelado del movimiento de un fluido

En resumen, las ecuaciones que definen el movimiento de un flujo laminar incompresible

son las siguientes:

∇ ·V = 0
DV
Dt

= ∂V
∂t

+ (V · ∇)V

ρ
DV
Dt

= ρB−∇p+ µ∇2V

ρ
De
Dt

= Q̇−∇ · q + ρB ·V +∇ · σV

Q̇−∇ · q = (∇ · τ ) ·V−∇ · (τV)
Dω

Dt
= (ω · ∇)V + µ

ρ
∇2ω

∇ · ω = ∇ ·
(1

2∇×V
)

= 0

(2.104)

Según C. Pozrikidis (2017, páginas 397 a la 398), las condiciones de frontera para encontrar

una solución a las ecuaciones de Navier-Stokes (2.104) en un flujo laminar incompresible,

deben ser tales que la velocidad y los esfuerzos en la superficie de control cumplan lo siguiente:

1. Superficie sólida impermeable: Esta condición de frontera es también conocida

como la condición de pared ŕıgida (Zikanov, 2010, página 27). Para flujos viscosos, se

tiene que Vfluid = Vwall, no hay lo que se llama capa desprendida. Sea n el vector normal

a la superficie de control o frontera, entonces la siguiente condición se cumple:

n · (Vfluid − Vwall) = 0 (2.105)

Esto asegura que el flujo se mantiene dentro de la superficie de control. Para flujos

no viscosos, pues la situación es diferente, la velocidad en la frontera es cero, la capa

ĺımite está desprendida. Debido a la fricción, la temperatura en la frontera debe ser

considerada en algunos casos, entonces el flujo de transferencia de calor en la frontera
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queda definido como:

κ∇Γ · n + h(Γ− Γwall) = 0 (2.106)

Donde κ es la constante de conducción de calor del material, h es una constante de

enfriamiento (ley de enfriamiento de Newton) y Γ(x, y, z, t) es el campo de temperatura

asociado al flujo. Otra cualidad que debe cumplir la frontera es que esta sea una

superficie material (Graebel, 2007, página 28), es decir que si F (x, y, z, t) es la función

que define la superficie de control, entonces se cumple que:

DF

Dt

∣∣∣∣
wall

=0

F (x, y, z, t) =0
(2.107)

2. Superficie libre: Una superficie material donde los esfuerzos normales y tangenciales

son uniformes, es llamada una superficie libre. Los esfuerzos deben ser continuos en

cualquier parte del fluido, de no ser cierto esto, el campo de aceleraciones diverge. Sin

embargo, cuando la densidad no es constante (por ejemplo si el flujo fuera multifásico y

hubiera una interfaz entre un ĺıquido y un gas), puede que existan variaciones en los

esfuerzos y esta diferencia de esfuerzos se deba a la tensión superficial de la interfaz

(la interfaz se entiende como la frontera entre dos fluidos ó entre la superficie material

y el fluido contenido en ella). Definamos τ (n) como el esfuerzo en la dirección hacia

afuera de la superficie de control S y sea σ la tensión superficial por unidad de longitud,

asumiendo que una curva C, el vector normal unitario n y el vector tangente unitario t

están contenidos en un plano normal a la interfaz y que la fuerza de tensión superficial es

localmente tangente a lo largo de C y a la superficie S, se cumple la siguiente condición

de equilibrio (Graebel, 2007, página 28):

∫∫
S

[
τ

(n)
fluid − τ

(n)
wall

]
· dA =

∮
C

(σt× n) · ds (2.108)
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Donde n es el vector normal unitario a la superficie y t̃ es el vector tangente unitario a

la superficie. Usando el teorema de Stokes en la parte derecha de la ecuación (2.108), se

obtiene lo siguiente:

∫
C

(σt× n) · ds =
∫∫

S
[∇× (σt× n)] · dA (2.109)

Al hacer uso de la identidad vectorial:

∇× (A×B) = (B · ∇)A− (A · ∇)B + A(∇ ·B)−B(∇ · A) (2.110)

y al hacer σ = σt, la integral (2.109) toma la siguiente forma:

∫∫
S

[(n · ∇)σ − (σ · ∇)n + σ(∇ · n)− n(∇ · σ)] · dA (2.111)

Ahora se iguala la ecuación (2.111) con la proposición original (2.108), ya que son

expresiones equivalentes:

∫∫
S

[
τ

(n)
fluid − τ

(n)
wall

]
· dA =

∫∫
S

[(n · ∇)σ − (σ · ∇)n + σ(∇ · n)− n(∇ · σ)] · dA

τ
(n)
fluid − τ

(n)
wall =(n · ∇)σ − (σ · ∇)n + σ(∇ · n)− n(∇ · σ)

(2.112)

Por último se define∇τ = τ
(n)
fluid−τ

(n)
wall, este vector se puede separar en dos componentes

ortogonales entre śı, en dirección n y σ respectivamente, quedando esto:

n · ∇τ =− (σ · ∇)n− n(∇ · σ)

t · ∇τ =(n · ∇)σ + σ(∇ · n)
(2.113)

Estas ecuaciones (2.113) son conocidas como la la ley de presión de Laplace (componente

tangencial en la dirección de t) y la fuerza de tracción de Marangoni (la componente

normal en dirección de n).
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3. La interfaz fluida: La continuidad del campo de velocidades en cualquier parte del

flujo es imprescindible y requerida, sin esto no existiŕıa continuidad en los esfuerzos.

Las componentes de esfuerzo en la frontera deben cumplir las ecuaciones (2.113) en

caso de que existan variaciones en los esfuerzos, estas variaciones deben ser continuas y

diferenciables. En el caso de que el problema se seccione en partes, las velocidades en

cada sección deben ser continuas, es decir:

V2
in =V1

out

DV2
in

Dt
=DV1

out

Dt

(2.114)

En cada salto deberá existir la continuidad del campo de velocidades y aceleraciones,

esto incluye condiciones iniciales ó cualquier otra relación constitutiva a considerar en

el flujo (Zikanov, 2010, página 29).

Una superficie material no debe confundirse con una superficie acotada. Una superficie

acotada es aquella conformada por la presencia de dos materiales distintos en la frontera. La

superficie material es aquella conformada de un mismo material (Huilgol, 1990), el vector

normal n̂ a la superficie crea una componente de velocidad V constante a lo largo de la

superficie material, es decir:

V · n̂ = C = V cos θ (2.115)
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2.7.3 Análisis adimensional y las ecuaciones de Navier-Stokes

Las formas adimensionales de las ecuaciones de Navier-Stokes se usan para estudiar la

similitud dinámica de muchos problemas de transporte con diferentes geometŕıas, existen

problemas con número de Reynolds bajo y número de Reynolds alto. Las ecuaciones para

cada caso se expresan de la siguiente manera:

Para flujos con un número de Reynolds alto, la forma adimensional se obtiene sustitu-

yendo las siguientes escalas (Fletcher, 1998, página 12):

u∗ = Vx

U
x∗ = x

L
b∗x =Bx

g
p∗ = p

ρU2

v∗ = Vy

U
y∗ = y

L
b∗y =By

g
t∗ = Ut

L

w∗ = Vz

U
z∗ = z

L
b∗z =Bz

g

(2.116)

Quedando entonces las siguientes ecuaciones:

Du∗

Dt∗
= −∂p

∗

∂x∗
− b∗x

Fr2 + 1
Re
∇∗2u∗

Dv∗

Dt∗
= −∂p

∗

∂y∗
−

b∗y
Fr2 + 1

Re
∇∗2v∗

Dw∗

Dt∗
= −∂p

∗

∂z∗
− b∗z

Fr2 + 1
Re
∇∗2w∗

(2.117)

Donde Fr es llamado el número de Froude y este parámetro adimensional mide la

relación entre las fuerzas inerciales y la gravedad, está definido como:

Fr = U√
gL

(2.118)

Para flujos con un número de Reynolds bajo, las escalas a sustituir seŕıan las siguientes:
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u∗ = Vx

U
x∗ = x

L
b∗x =Bx

g
p∗ = pL

µU

v∗ = Vy

U
y∗ = y

L
b∗y =By

g
t∗ = Ut

L

w∗ = Vz

U
z∗ = z

L
b∗z =Bz

g

(2.119)

Obteniendo la siguiente forma adimensional de las ecuaciones de Navier-Stokes:

Re
Du∗

Dt∗
= −∂p

∗

∂x∗
+∇∗2u∗ + Re

Fr2 b
∗
x

Re
Dv∗

Dt∗
= −∂p

∗

∂y∗
+∇∗2v∗ + Re

Fr2 b
∗
y

Re
Dw∗

Dt∗
= −∂p

∗

∂z∗
+∇∗2w∗ + Re

Fr2 b
∗
z

(2.120)

Para fines prácticos y con valores de número de Reynolds muy altos o muy bajos respectiva-

mente, se tienen las siguientes formas diferenciales:

DV∗

Dt∗
= −∇∗p∗ + 1

Re1
∇∗2V∗

Re2
DV∗

Dt∗
= −∇∗p∗ +∇∗2V∗

(2.121)

Estos flujos son conocidos como flujos eulerianos si Re1 →∞ en el caso de la primera

ecuación en (2.121). En el caso de la segunda ecuación en (2.121), Si Re2 → 0, entonces se

dice que son flujos de Stokes (Laurendeau and F Kafyeke E and Tuncer Cebeci & P.Shao, 2005).

Para terminar con esta sección de las ecuaciones de Navier-Stokes, se requerirá revisar

primero los modelos de flujos turbulentos usados hasta el momento, las ecuaciones para

flujos laminares incompresibles se pueden resolver directamente, pero la realidad es que la

mayoŕıa de problemas de transporte son turbulentos y el caso que se quiere estudiar no es la

excepción, aśı que se debe adecuar las ecuaciones de tal manera que simulen la turbulencia lo

más aproximado que se pueda.
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2.7.4 Las ecuaciones de Navier-Stokes con promedio de Reynolds (RANS)

El fenómeno de turbulencia es en extremo complejo para simular su movimiento haciendo uso

de las Ecuaciones de Navier-Stokes. Se procede entonces a aproximar y acotar las fluctuaciones

haciendo uso de métodos estad́ısticos, a este problema se le llama El problema de cerradura (Wilcox,

2006, Caṕıtulo 2, página 11). Existen distintos tipos de modelos de turbulencia, donde se modela la

velocidad como un promedio temporal, espacial y de ensamble, cada modelo pensado para distintos

tipos de turbulencia, para una turbulencia estacionaria se usaŕıa un modelo basado en el uso de un

promedio temporal. En un caso de turbulencia homogénea, se piensa en un modelo con promedio

espacial. Para casos donde se realizan experimentos como ser para encontrar similitud dinámica con

distintas geometŕıas, se puede aplicar un promedio de ensamble si estos eventos decaen en el tiempo.

Para el desarrollo de las ecuaciones de Navier-Stokes de Reynolds promedio se piensa en un modelo

de promedio temporal. el cual se define de la siguiente manera:

ui(x, t) = Ui(x, t) + úi(x, t)

ui(x, t) = ĺım
T→∞

1
T

∫ t+T

t
ui(x, t)dt+ úi(x, t)

(2.122)

Donde ui representa el valor promedio de velocidad, Ui es la velocidad instantánea y ui
′ es la

variación de la velocidad instantánea. Ahora, se pondrá atención a las ecuaciones de Navier-Stokes

para un flujo incompresible, se sustituye la velocidad con promedio temporal en la ecuación de

continuidad y conservación de momento como sigue:

∇ · (U + ú) = 0

ρ
D(U + ú)

Dt
= ρB −∇p+ µ∇2(U + ú)

(2.123)
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Expandiendo la derivada material y haciendo lo mismo en la ecuación de continuidad se obtiene lo

siguiente:

∇ · U = −∇ · ú

ρ

[
DU

Dt
+ Dú

Dt

]
= ρB −∇p+ µ∇2U + µ∇2ú− (U · ∇)ú− (ú · ∇)U

ρ
Dú

Dt
− µ∇2ú = 0, Si ∇ · ú = 0

(2.124)

F́ıjese en el término −(U · ∇)ú− (ú · ∇)U , obsérvese lo siguiente:

∂Ui
∂xi

= −∂úi
∂xi

= 0 (De la ecuación de continuidad)

−(U · ∇)ú− (ú · ∇)U = −Ui
∂új
∂xi
− úi

∂Uj
∂xi

(2.125)

El término antes mencionado puede escribirse como ∂/∂xi(úiúj), asumiendo que U ≈ ú (usando

el operador de Reynolds sobre valores promedios), quedando las ecuaciones de Navier-Stokes con

promedio temporal:

∂Ui
∂xi

= 0

ρ
∂Ui
∂xi

+ ρUj
∂Ui
xj

= − ∂p

∂xi
+ ∂

∂xj
(2µSij − ρúiúj)

(2.126)

Donde Sij es el tensor de deformaciones (2.8) y al término úiúj se le llamará tensor de esfuerzos

de Reynolds. Las ecuaciones antes mostradas están abiertas, es decir, que hay más variables que

incógnitas, para ello se necesita formular más ecuaciones que vaŕıan en su forma dependiendo el

enfoque que se decida usar para modelar la turbulencia (Wilcox, 2006, página 40). En la búsqueda

de nuevas ecuaciones se implementa la siguiente ecuación, llamada la ecuación del esfuerzo del

Reynolds:
DRij
Dt

= Dij + Pij + Πij + Ωij − εij (2.127)

Donde Rij = úiúj , y su derivada material, representa la tasa de cambio del esfuerzo de Reynolds,

Dij representa los esfuerzos debidos al transporte difusivo, Pij representa los esfuerzos debido al

transporte convectivo, Ωij representa debido al transporte debido a la rotación o vorticidad y εij
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representa la tasa de disipación de enerǵıa. La deducción de la ecuación 2.127 se logra a través de la

ecuación de enerǵıa y los principio de conservación:

∂τij
∂t

+ uk
∂τij
∂xk

= −τjk
∂uj
∂xk
− τjk

∂ui
∂xk

+

ṕ

(
∂úi
∂xk

+ ∂új
∂xk

)
− 2ρ ∂úi

∂xk

∂új
∂xk
− ∂

∂xk
(úiúj úk+

ṕújδij) + ρ
∂2τij
∂xk∂xk

(2.128)

Los términos de la ecuación son los siguientes:

1. Pij = −τjk ∂uj∂xk
− τjk ∂ui∂xk

2. Πij = ṕ
(
∂úi
∂xk

+ ∂új
∂xk

)
3. εij = 2ρ ∂úi∂xk

∂új
∂xk

4. Dij = − ∂
∂xk

(úiúj úk + ṕújδij)

5. Ωij = ρ
∂2τij
∂xk∂xk

Con esto se cierra el problema y las ecuaciones de Navier-Stokes quedan simplificadas drásticamente.

Los modelos de turbulencia van a variar dependiendo las suposiciones que se hagan acerca de

los esfuerzos antes mencionados, pueden mencionarse cuatro tipos de modelos para simular la

turbulencia:

Modelos algebraicos

Modelos de una ecuación

Modelos de dos ecuaciones (K -ω / K -ε)

Modelos de esfuerzo-transporte

Más adelante se discutirá los modelos K − ω propuesto por Kolmogorov (1972) y K − ε propuesto

por Launder y Spalding (1972) entre otros (Wilcox, 2006, Caṕıtulo 1).
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3. PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL

3.1 Metodoloǵıa general

El proceso consiste en el modelado de las ecuaciones diferenciales que definen el movimiento

del fluido a través de la tubeŕıa, canal o vertedero, estas ecuaciones son mejor conocidas

como las ecuaciones de Navier-Stokes (Mora, 2017). Se resuelve el problema usando métodos

numéricos, según Cabas y Ariza (2018), el diseño de las tubeŕıas, canales o vertederos y

todo el proceso que exige la simulación depende mucho del tipo de flujo a transportar, entre

otras caracteŕısticas propias del problema, todo esto definirá el modelo f́ısico a implementar.

Para el movimiento de un fluido o flujo, se necesita entender el comportamiento asintótico

de las ecuaciones de Navier-Stokes (Véase 7), por ejemplo se puede citar el modelamiento

de un flujo para números grandes de Reynolds (Moreau, 2004). El modelamiento asintótico

consiste en el estudio de los ĺımites o comportamientos terminales de los funcionales en un

espacio dado, esto quiere decir que dentro de un mismo espacio muchos funcionales pueden

ser asintóticamente equivalentes, es decir, tienen el mismo comportamiento terminal. El caso

particular que se quiere estudiar son las tubeŕıas con grandes caudales y dimensiones, los

flujos internos a través de tubeŕıas en un sistema hidráulico que tiene como fin transportar

un gran volumen de agua. Este modelamiento se llevará a cabo caracterizando el flujo, en

este caso el estudio se enfocará a flujos incompresibles debido a la acción de la gravedad.

Con los resultados obtenidos en la simulación se definirá los parámetros de diseño y

accesorios necesarios para construir el sistema hidráulico como ser espesores, diámetros

y material, Dzodzo, Liu, Cioncolini y Spiegelman (2006) explican en su trabajo como la

simulación obtenida con técnicas CFD permite observar los patrones de flujo y velocidades

axiales resultantes, al igual que el autor mencionado, se usará la información obtenida en la

simulación para proponer el diseño más apropiado.
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Los métodos y técnicas a utilizar serán los métodos numéricos empleados en el CFD,

algunos autores proponen los siguientes métodos numéricos, como ser:

El método de diferencias finitas (C. Pozrikidis, 2017, página 521)

El método de los volúmenes finitos (Laurendeau and F Kafyeke E and Tuncer Cebeci &

P.Shao, 2005, página 157)

El método de los elementos finitos (Ferziger y col., 2002, página 40)

Estos son los métodos empleados más conocidos para resolver directamente las ecuaciones de

Navier-Stokes. Hasta el momento hay tres enfoques adaptativos importantes para resolver las

ecuaciones de Navier-Stokes:

El enfoque DNS (Direct Navier-Stokes Solution): Consiste en resolver las ecuacio-

nes de Navier-Stokes sin implementar ningún modelo de turbulencia. Usando escalas de

Kolmogorov, se propone un mallado lo suficientemente pequeño para simular todas las

escalas espaciales y temporales de turbulencia, lo que resulta en un alto costo compu-

tacional, según Malalasekera, H K Versteeg (2007, página 112) el uso de métodos

espectrales con supercomputadoras ha dado los mejores resultados hasta el momento.

El enfoque LES (Large Eddy Simulation): Este enfoque consiste en crear un modelo

que predice la aparición de los vórtices de mayor tamaño (“Large Eddies” en inglés)

en el flujo, a diferencia de solo calcular el efecto superimpuesto de muchos “eddies”

pequeńos en una sola capa media (“mean flow” en inglés). El costo computacional es

significativo pero no mayor al exigido en el enfoque DNS. Se caracteriza por el uso de

funciones de filtro, con el fin de ignorar en la simulación los vórtices de menor tamaño

(Malalasekera, H K Versteeg, 2007, página 98).

El enfoque RANS (Reynolds Average Navier-Stokes): Es un enfoque que busca

modelar la turbulencia del flujo de manera estad́ıstica y solo tomando en cuenta el efecto

de los vórtices pequeños y su efecto acumulado, es decir, que el modelo simula como se
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disipa enerǵıa a través de la turbulencia y predice los esfuerzos generados debido a la

turbulencia. El costo computacional necesario para implementar el enfoque de promedio

temporal RANS es muy bajo en comparación con el LES y el DNS, pero su uso solo se

restringe a flujos en una sola dirección, para flujos circulares, con geometŕıas diversas y

complejas se debe usar un enfoque h́ıbrido DNS/LES o DNS/RANS. También se utiliza

la hipótesis de Boussinesq para modelar la viscosidad de los vórtices, considerando

casos de total isotrópia o ansitroṕıa, además si considera si el flujo es de número de

Reynolds alto o bajo. Esto hace del enfoque de promedio temporal RANS, el enfoque

más empleado y versátil disponible.

Según Salcedo, Bayón y Chueca (2017), la técnica de los elementos finitos con el enfoque

RANS es la más ampliamente utilizada hasta el momento. Existen también enfoques mixtos

como ser el enfoque DNS/LES y RANS/DNS. Sobre el enfoque DNS/LES, hay muchas

observaciones al respecto sobre su uso, precisión y costo computacional, Hoffman y Johnson

(2006) menciona en su trabajo que el costo computacional con el Método de Galerkin

(Generalización del método de los elementos finitos) usando el enfoque DNS/LES es razonable

para los casos de un flujo incompresible turbulento con un número de Reynolds alto.

Sobre el enfoque RANS/DNS donde el enfoque DNS se aplica como un modelado prelimi-

nar, se toma los resultados de este método como base de datos de entrada (input data) para el

modelado con RANS de las ecuaciones de Navier-Stokes, en este caso se usa el enfoque RANS

como un refinamiento o mejoramiento a través de métodos estad́ısticos (Poroseva, Colmenares

F. & Murman, 2016), se puede mencionar el uso de técnicas de Monte Carlo es un ejemplo

de esto, otro ejemplo de esto lo podemos ver en el trabajo de Voet, Ahlfeld, Gaymann, Laizet

y Montomoli (2021) quien dice: “El objetivo principal...es encontrar métodos en el campo de

la Mecánica de fluidos que combinen todas las piezas de información que están disponibles

tanto en las simulaciones con RANS como en el DNS, en una forma eficaz que mejora la

precisión en los cálculos con un costo computacional razonable.”
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Para el problema propuesto se usarán simulaciones con el uso de las ecuaciones de

promedio temporal RANS con un modelamiento de los esfuerzos de Reynolds K − ε para

flujos incompresibles. Se comparará el resultado usando las técnicas numéricas mencionadas

anteriormente. El modelado del problema consiste en las siguientes etapas:

Encontrar las ecuaciones de movimiento para el flujo propuesto y las diferentes condi-

ciones de frontera.

Encontrar las escalas apropiadas y los grupos adimensionales más pertinentes para el

problema propuesto.

Usar el Modelo K − ε o bien K − ω para simular el efecto de la turbulencia sobre el

flujo, es decir, expresar las formas adimensionales propuestas para las ecuaciones de

movimiento, al usar el modelo de turbulencia, incluyendo las ecuaciones de disipación

de enerǵıa de turbulencia y cualquier otra relación constitutiva que tenga el problema.

Proponer un mallado apropiado para el flujo e implementar un método numérico que

permita encontrar los campos de velocidades, aceleraciones y vorticidades.

Con la información obtenida, encontrar las presiones y esfuerzos axiales sobre la superficie

de control en cada tramo.

Se estudiará a fondo las libreŕıas y funcionalidades dé Open∇FOAM®. En el caso de

OpenFoam, es un software libre que permite simular el flujo de una tubeŕıa. Este software de

uso libre tiene almacenado las libreŕıas de los métodos de cálculo para la implementación del

método de los elementos finitos, diferencias finitas y volúmenes finitos, además que ofrece

la oportunidad de graficar y simular en 2-D y 3-D usando un software adicional llamada

ParaView. Una vez elaborado el código para el sistema de tubeŕıas propuesto, el código

elaborado en OpenFoam se implementará para el cálculo de las presiones en la capa ĺımite del

flujo. Con los resultados obtenidos se propondrá un diseño para una pieza en el sistema de
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tubeŕıas para el uso de una turbina en una represa hidroeléctrica. Esto consiste en proponer

un diámetro, espesor y material para la pieza localizada en el tramo de tubeŕıa.

Para la simulación de flujos incompresibles en OpenFoam se necesita conocer a fondo

la hipótesis de los métodos y las ecuaciones de Navier-Stokes. Se utilizará en este caso el

método de los elementos finitos y el enfoque adaptativo RANS.

Figure 3.1. Ejemplo de una simulación realizada en Open∇FOAM® y renderizada en
ParaV iewr
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3.2 Método de los elementos finitos

El método de los elementos finitos consiste en un conjunto de técnicas numéricas las

cuales pretenden resolver ecuaciones diferenciales parciales que describen problemas f́ısicos

con geometŕıas muy complejas y dif́ıciles de manejar, por ejemplo problemas encontrados en

el área de la Ingenieŕıa civil (Zeng, Li & Zhang, 2016), Ingenieŕıa mecánica (Onuchin, 1977;

Seoane, 2018), Ingenieŕıa aeronáutica, Mecánica de fluidos, Electromagnetismo y Biomecánica.

La caracteŕıstica principal del análisis de los elementos finitos es la discretización, esto consiste

en la creación de subdominios o pequeños sistemas llamados elementos finitos que están

interconectados en ciertos puntos en común llamados nodos. En el contexto de la Mecánica

de fluidos computacional o CFD, existen tres formas de aplicar el análisis de los elementos

finitos:

Método de los volúmenes finitos: la caracteŕıstica principal de este método está

en su formulación clásica a partir de los principios de conservación. Un ejemplo de este

método está en el trabajo de Seoane (2018) acerca del uso de volúmenes fraccionados

con el método de volúmenes finitos.

Método de Galerkin: A diferencia del método anterior, su formulación consiste en

una base discontinua de funciones que bajo una técnica de interpolación apropiada

genera una solución regular al problema.

Método de los elementos finitos discretos (DEM): Es una técnica implementada

para simular flujos multifásicos, por ejemplo part́ıculas de suelo presentes en un flujo,

se simula la interacción de la part́ıcula con el fluido (Nguyen & Indraratna, 2020). Otro

ejemplo de esto se encuentra en el trabajo de Zeng y col. (2016), donde se simula el

proceso de fractura hidráulica para la extracción de gas.

Se procederá a explicar la formulación y análisis de cada método de elementos finitos,

se mencionarán casos particulares donde se ha aplicado el método mencionado, ventajas
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y desventajas, entre otros detalles sobre su programación, en este caso en Open∇FOAM®.

El objetivo es proponer una metodoloǵıa basada en el uso de técnicas de elementos finitos

usando Open∇FOAM® como plataforma de simulación, se usará una combinación de libreŕıas

para simular el flujo en discusión. Se discutirá el planteamiento de las ecuaciones diferenciales

parciales con sus condiciones de frontera y lo más importante la formulación débil del problema,

para luego realizar el respectivo código en Open∇FOAM®, haciendo uso de las libreŕıas y

extensiones apropiadas para el cálculo con técnicas CFD.

Sobre la elección del método de los elementos finitos se debe a que el método de los

volúmenes finitos redunda al uso del método de las diferencias finitas, al igual que en el

método de Galerkin discontinuo, se implementan siempre técnicas de diferencias finitas para

la formulación débil (Cheney, Hoffmann, Christoph, Boonkkamp & Technische, 2005). Sobre

el uso del método de Galerkin discontinuo, se encuentra en la categoŕıa de métodos de residuos

ponderados, como ser el método de colocación, método de subdominios, método de mı́nimos

cuadrados, la idea general es encontrar una solución a través de una interpolación. Un método

muy parecido al método de subdominios es el método de volúmenes finitos. Usando el principio

de conservación de masa al momento de discretizar nuestro espacio en subdominios se puede

aproximar la solución haciendo uso de volúmenes de control, encontrando el equilibrio de

flujos en cada uno de los subdominios creados (Fletcher, 1998). Véase la figura 3.2 para más

detalle:

Figure 3.2. Malla bidimensional utilizada en el método de los volúmenes finitos (Fletcher,
1998, Página 106)
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3.2.1 Método de los volúmenes finitos

Para entender correctamente el método de los volúmenes finitos, se debe primero definir

muy bien el problema de transporte de materia a resolver, en este caso un fluido a través de

una tubeŕıa de geometŕıa ciĺındrica. Este flujo debe discretizarse de tal forma que se cumplan

los principios de conservación de masa, por eso es común ver aplicado el método de volumen

fraccionado (VOF) junto con el método de volúmenes finitos. Los mallados más empleados

son los mallados de bloques estructurados (Ferziger y col., 2002, Página 300-302).

Figure 3.3. Malla de bloque estructurado empleada en el método de los volúmenes finitos
(Ferziger, H & Peric, 2002, Página 298)

Al tener claro las formas de transporte de materia, se puede hablar entonces del método de

los volúmenes finitos considerando un flujo completamente difusivo y estable (Malalasekera, H

K Versteeg, 2007, Página 115), este es el caso más simple para describir un flujo incompresible

dentro una tubeŕıa. La formulación del método parte de la ecuación general de transporte

(2.4):

∇ · (D∇c) +R = 0 (3.1)

Integrando para un volumen de control se obtiene la formulación deseada:

∫
∇ · (D∇c)dV +

∫
RdV = 0 (3.2)
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Entonces, haciendo D = µ, c = V y R = ρB−∇p, se obtiene lo esto:

∫
µ∇ · (∇V) dV +

∫
ρBdV −

∫
∇pdV = 0 (3.3)

Esta es la ecuación de un flujo de Stokes, se mueve muy lento y su número de Reynolds

es extremadamente bajo, casi cero. De manera similar, se procederá con las ecuaciones de

Navier-Stokes para un flujo incompresible por gravedad en su forma adimensional, se integrará

un volumen de control para aśı formular el método de los volúmenes finitos:

∫ DV∗

Dt∗
dV = −

∫
∇∗p∗dV +

∫ 1
Re
∇∗2V∗dV (3.4)

A partir de aqúı se puede formular el problema como una integral numérica, dependiendo la

técnica numérica a utilizar, aśı será la formulación débil de la ecuación. Se intenta resolver

una tubeŕıa que transporta un volumen considerable, si el número de Reynolds es muy grande

y fluye por gravedad, se puede aproximar el problema como sigue:

∫ DV∗

Dt∗
dV = −

∫
∇∗p∗dV∫ [

(V∗ · ∇) V∗ + ∂V∗

∂t

]
dV = −

∫
∇∗p∗dV

(3.5)

Este flujo recibe el nombre de flujo euleriano. Los detalles sobre la discretización del mallado

y formulación débil de la ecuación se llevarán a cabo en la sección de resultados 4. Se hará

mención de algunos art́ıculos donde se resolvió un problema de transporte haciendo uso del

método de los volúmenes finitos:

En su trabajo, Celeita (2016) utiliza el método de los volúmenes finitos para simular la

descarga sobre un alcantarillado de aguas lluvia. La formulación débil de su problema
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Figure 3.4. Celda utilizada en el modelado del alcantarillado (Celeita, 2016, Página 27 y 28)

es la siguiente:

∫
V · ~ndS = 0∫ ∂(ρV)

∂t
dV +

∫
∇ · (ρVV)dV =

∫
τ · ~ndS +

∫
ρBdV

(3.6)

Al aplicar las condiciones de frontera y sustituir la forma débil de las derivadas se

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones de primer orden:

−u1∆y − v2∆x+ u3∆y + v4∆x = 0

−dp
dx

∆x∆y + µ(uj−1 − 2uj + uj+1)∆x
∆y = 0

(3.7)

Las ecuaciones obtenidas anteriormente son para una celda rectangular en dos dimen-

siones como se puede ver en la figura 3.4, el sistema se resuelve usando algoritmos de

álgebra lineal como ser eliminación gaussiana o métodos iterativos como ser el método

Gauss-Seidel. En la figura 3.4 se muestra la discretización del problema.

Mattos-Villarroel y col. (2021, Página 18-21) en su trabajo sobre uso de técnicas CFD

para encontrar el coeficiente de descarga de un vertedero. Utilizan el método de los

volúmenes finitos para modelar su problema junto- con la técnica VOF citada en

el art́ıculo, las ecuaciones son las mismas que en el art́ıculo anterior (3.6), la única

diferencia es que aplica el método del volumen fraccionado en la formulación débil del
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problema. Al aplicar las condiciones de frontera del problema asociadas a la geometŕıa

del vertedero, la formulación de la ecuación de continuidad del problema seŕıa:

∫ 1
ρi

∂(αiρi)
∂t

dV +
∫

(αiVi) · ~ndS =
∫
SαidV +

n∑
1

(ṁi,j − ṁj,i)∆V (3.8)

Implementa un procedimiento similar de integración numérica, proponiendo celdas con

volumen fraccionado, además utiliza un modelo de turbulencia K − ε. Sobre el uso del

método de volumen Fraccionado junto con el método de los volúmenes finitos se puede

revisar el trabajo de Zambrano y col. (2017), aplicado a una tubeŕıa que transporta

aceite.

Bustamante, Nieto y Giraldoa (2008) implementan el método de los volúmenes finitos

en su trabajo sobre mallados no ortogonales, destinado a geometŕıas curvas. Siempre

se resuelve las ecuaciones para un flujo incompresible (3.6). La formulación débil del

problema se da de la siguiente manera:

N∑
l=1

(ρV · ~n∆S)l = 0

N∑
l=1

[(ρV∗V− µ∇V) · ~n∆S]l = −
N∑
l=1

(ρnx∆S)l
(3.9)

Los volúmenes de control utilizados se muestran en la figura 3.5, en el art́ıculo se

muestra el cálculo necesario para determinar la forma débil de las derivadas, haciendo

uso de la definición de la divergencia y cada término de la ecuación de momentum. Se

usa el algoritmo SIMPLE para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes.
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Figure 3.5. Volumen de control usado en el art́ıculo (Bustamante, Nieto & Giraldoa, 2008,
Página53-56)
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Ceretani, Sanziel y Portapila (2013) en su trabajo sobre la implementación del método

de los volúmenes finitos en OpenFoam, hace mención de la libreŕıa IcoFoam para resolver

las ecuaciones de Navier-Stokes.

Lizeth, Mellado, Ernesto, Ibarra y Fonseca (2013) en su art́ıculo sobre las ecuaciones de

Navier-Stokes para un flujo incompresible, utilizan el método de los volúmenes finitos

junto con una adaptación de los pasos fraccionados (Fractional Step Method) para el

acoplamiento de la presión junto con la velocidad. Dicho acoplamiento se plantea de la

siguiente manera:

∇p = −(v · ∇)v + 1
Re

∆v − Π
(
−(v · ∇)v + 1

Re
∆v

)
∆p = ∇

(
−(v · ∇)v + 1

Re
∆v

) (3.10)

Donde Π(·) es el operador Proyección, la ecuación de Poisson mostrada anteriormente

(3.10), completa o cierra el problema de transporte a resolver.

Tuković, Karač, Cardiff, Jasak y Ivanković (2018) en su trabajo sobre el uso de

Open∇FOAM® para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes sobre un canal que

se deforma elásticamente debido al flujo incompresible que lo atraviesa. Se formula un

solver en OpenFoam con el uso de técnicas de programación en paralelo. La formulación

del problema involucra las ecuaciones de Navier-Stokes junto a la ecuación general de

transporte de Reynolds (2.35). En este caso también las ecuaciones que gobiernan la

deformación de un sólido, como ser el tensor de Green-Lagrange (E) y el tensor Piola-

Kirchhoff (Σ) en el modelo material de Venant-Kirchhoff, que define la conservación de
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Figure 3.6. Volumen de control para la malla tridimensional no estructurada(Tuković, Karač,
Cardiff, Jasak & Ivanković, 2018, Página 6)

momento como sigue:

∫
V0
ρ0
∂

∂t

(
∂u

∂t

)
dV =

∫
S0
n · (Σ · F T )dS +

∫
V0
bdV

F = I + (∇u)T

Σ = 2µE + λtr(E)I

E = 1
2
(
∇u+ (∇u)T +∇u · (∇u)T

)
(3.11)

El modelo matemático conformado por las ecuaciones mencionadas anteriormente

implementa una interfaz fluido-sólido (superficie material). La discretización del pro-

blema está diseñada con una malla tridimensional de poliedros, estos poliedros son los

volúmenes de control, aśı como se muestra en la figura 3.6. El método numérico es por

supuesto el método de los volúmenes finitos, se aplica una formulación débil para las

derivadas, se usa el algoritmo PISO (Pressure Implicit with Split Operator)

para resolver las ecuaciones obtenidas en la formulación débil (Tuković y col., 2018,

Página 9). Por último, se modela la paralelización usando la famosa descomposición del

dominio, consiste en la creación de subdominios para resolver de forma independiente

la parte sólida y la parte del fluido usando procesadores separadamente.

Quinodoz, Heidenreich y Vilar (2018) muestran en su art́ıculo muestra muchos esquemas
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de discretización para la formulación débil de Las ecuaciones de Navier-Stokes usando el

método de los volúmenes finitos para su resolución. Dentro de los esquemas mencionados

están:

1. FUDS (First Order Upwind Scheme)

2. CDS (Central Difference Scheme)

3. SOUS (Second Order Upwind Scheme)

4. HDS (Hybrid Differencing Scheme)

Sobre la resolución del sistema de ecuaciones obtenido en la discretización de las

ecuaciones para cada volumen de control (forma débil), se explica el método SIMPLE

(Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations). Incluye gúıas de

programación para cada esquema.

Sobre sus ventajas y desventajas, cabe mencionar que su formulación es en extremo sencillo

de realizar, ya que parte de los principios de conservación, dando cabida a muchas posibles

opciones usando técnicas numéricas (Laurendeau and F Kafyeke E and Tuncer Cebeci &

P.Shao, 2005). El software de apoyo más popular en el uso de técnicas CFD para resolver

problemas ANSYS FLUENT, usa el método de los volúmenes finitos, esto es citado por los

autores antes mencionados. Su limitante más sobresaliente es su precisión para geometŕıas

muy complejas, el mallado debe ser lo suficientemente pequeño para lograr mejores resultados,

lo que incrementa el número de operaciones y costo computacional.
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3.2.2 Método de Galerkin

La esencia de este método está en la teoŕıa de la formulación débil y el cálculo variacional.

La idea principal del método es formular una solución aproximada de una ecuación diferencial

parcial a partir de valores iniciales. La metodoloǵıa empleada en el método de los elementos

finitos es la interpolación y el uso de funciones de forma para discretizar el espacio en

subdominios llamados elementos finitos, aśı como se aprecia en la figura 3.7:

Figure 3.7. Elemento tetraédrico empleado en un mallado de elementos finitos (Lewis,
Nithiarasu & Seetharamu, 2004, Página 73)

Todos los problemas discretos de transporte usando técnicas CFD están basados en

algoritmos cuyo fin es encontrar una formulación débil al problema, ya que todos ellos se

basan en un problema que no es linealmente independiente. Primero se definará la notación

principal del problema para su formulación débil. Se comienza con establecer el dominio de

solución que se denota como Ω ⊂ RN , se tendŕıa la ecuación diferencial parcial a resolver

como:

L(X) = 0, Ω ⊂ RN

l(X) = 0, ∂ΩR ⊂ RN−1

X(tb) = Xb, ∂ΩD ⊂ RN−1

(3.12)

77



Donde L(·) representa la ecuación diferencial en su forma homogénea, l(·) representa la

ligadura dada por las condiciones de frontera en términos de sus derivadas normales en la

porción ∂ΩR de la condición de frontera ∂Ω de L(·), X(·) representa la variable de estado, la

cual se fija en una región de las condiciones de frontera de Dirichlet ∂ΩD donde el dominio

de la frontera ∂Ω es permisible. Por último, se propone una solución lineal que consiste en

la combinación lineal de un conjunto de funciones que es llamado espacio de prueba (Trial

Space), al cual se le asigna el śımbolo Ψα(t) para 1 < α < N , siendo la aproximación:

XN(t) =
N∑
α=1

Ψα(t)Qα

= Ψ1(t)Q1 + ...+ ΨN(t)QN

(3.13)

Para hacer el error de aproximación lo más pequeño posible, se define una función que dispersa

el error a través de Ω∪ ∂Ω, que representa el dominio de solución y su frontera. Esta se define

como:

eN(t) = X(t)−XN(t) (3.14)

La formulación débil del error de prueba para la aproximación estaŕıa dado:

∫
Ω
w(t)L(eN)dτ = 0, ∀ w(t)∫

Ω
w(t)L

(
X −XN

)
dτ =

∫
Ω
w(t)L

(
XN

)
dτ = 0

(3.15)

Para poder evaluar todas las funciones de prueba w(t) se utiliza la siguiente interpolación:

w(t) ≈ wI(t) =
I∑

β=1
φβ(t)Wβ (3.16)
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Quedando la estimación del error de aproximación como sigue:

I∑
β=1

Wβ

∫
Ω
φβ(t)L

(
XN

)
dτ = 0, 0 < β < I

∂

∂Wβ

 I∑
β=1

Wβ

∫
Ω
φβ(t)L

(
XN

)
dτ

 = 0, 0 < β < N

(3.17)

La primera derivada debe cumplirse para que la aproximación produzca la formulación

débil deseada (Baker, 2014, Página 17-18). Ahora se introduce la implementación de una

discretización del espacio de prueba, para ello se necesita definir una base para el espacio de

prueba. El dominio de solución es segmentado, es decir, que se discretiza en subdominios

cuya intersección sea vaćıa y cuya unión sea equivalente al dominio de solución.

Ω = ∪ Ωe (3.18)

Se procede entonces a crear una malla computacional que consiste en la unión de los

subdominios Ωe llamados elementos finitos. La aproximación de la solución en términos de la

discretización definida anteriormente se formula como:

XN(t) =
N∑
α=1

Ψα(t)Qα

Xh(t) = ∪eXe(t)
(3.19)

En una implementación discreta de elementos finitos, se utiliza la notación funcional como

un producto escalar de la siguiente manera:

Xe(t) = {Nk(·)}T · {Q}e (3.20)

Donde Xe(t) es la matriz de rigidez del elemento finito. La matriz {Nk(·)}T es conocida como

la base del espacio de prueba del elemento finito, cuyo argumento es un polinomio escrito en

coordenadas locales. En el proceso de la discretización del dominio de solución, se tiene las

79



coordenadas locales del elemento finito y la superposición de todas las matrices en el sistema

de coordenadas globales es llamada matriz de rigidez del sistema.

∫
Ω

Ψβ(t)L
(
XN

)
dt =

N∑
e=1

[∫
Ωe
{Ne}L

(
XN
e

)
dt
]

= 0 (3.21)

La solución aproximada se basa en la hipótesis de completitud y ortogonalidad que se describe

en la ecuación de Sturm-Liouville. Esta ecuación se describe como:

L(u) = d

dx

(
p(x)du

dx

)
+ [q(x) + λr(x)]u = 0, en Ω

l(u) = ai1
du

dx
+ ai2u = 0, ∂Ωi, i = 1, 2

(3.22)

Las soluciones para esta ecuación diferencial son llamadas eigenfunciones o autofunciones.

Estas ecuaciones tienen la principal caracteŕıstica de que cumplen con las propiedades de

completitud y ortogonalidad, es decir:

∫ x2

x1
[uL(u)− wL(w)]dx = 0 (3.23)

Donde L es un operador autoadjunto. Sustituyendo la ecuación de Sturm-Liouville en la

ecuación (3.23), se obtiene:

∫ x2

x1
[uL(u)− wL(w)]dx =

∫ x2

x1

[
w
d

dx

(
p(x)du

dx

)
− u d

dx

(
p(x)dw

dx

)]
dx

+
∫ x2

x1
[w(q(x) + λr(x))u− u(q(x) + λr(x))w] dx

(3.24)

Donde λ es llamado eigenvalor de la ecuación diferencial. Las eigenfunciones cumplen con la

siguiente propiedad:

(λm − λn)
∫ x2

x1
r(x)un(x)um(x)dx = 0 (3.25)

Al sustituirse en la ecuación (3.23), se cumple la condición de ortogonalidad para n = m. La
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otra propiedad a cumplirse es la completitud, es decir:

∫ x2

x1

[
f(x)−

N∑
n

Cnun

]2

dx < δ, para cierto N > 0 (3.26)

Donde Cn se define como:

Cn =
∫ x2
x1
f(x)r(x)un(x)∫ x2
x1
un(x)un(x) (3.27)

En la formulación débil para una solución por el método de los elementos finitos, se busca esas

mismas caracteŕısticas, la base del espacio de prueba debe ser compuesta de eigenfunciones

que cumplan con las propiedades de completitud y ortogonalidad. Otra cualidad deseable en

la forma débil de la aproximación por el método de los elementos finitos es la extremización,

un concepto usado ampliamente en el cálculo variacional, para ello se define el funcional I:

I =
∫

Ω
f(t,X(t),∇X(t))dτ + λ

∫
∂Ωn

g(t,X(t))dσ (3.28)

En este caso, dτ y dσ son elementos diferenciales de Ω y ∂Ω respectivamente, λ representa el

multiplicador de Lagrange asociado al proceso de extremización. Ahora se pasa a definir la

función local η(t), esta función satisface el sistema de ecuaciones diferenciales conocido como

Euler-Lagrange:

∂f

∂X
−∇ ·

(
∂f

∂∇X

)
= 0, en Ω

λ
∂g

∂X
− ∂f

∂∇X
· n̂ = 0, en ∂Ωn

(3.29)

Entonces, para un espacio de prueba de funciones Ψα, se puede extremizar cada elemento

finito y encontrar la formulación débil para la aproximación, dando como resultado lo siguiente

(Baker, 2014, Caṕıtulo 2):

Xh(t) = ∪Me {Nk[η(t)]}T{Qe} (3.30)
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Ahora se pasará a mencionar algunos autores que implementaron el método de Galerkin para

resolver problemas de CFD:

Karatzas, Stabile, Nouveau, Scovazzi y Rozza (2019) en su trabajo sobre mallas dinámi-

cas por medio del uso de técnicas de descomposición ortogonal para flujos de Stokes

aplican el método de los elementos finitos haciendo uso del método de Galerkin. La

base del espacio de prueba propuesta para el cálculo de apróximación es:

φi = 1
NSλuii

1/2

NS∑
j=1

ujQ
u
ij

χi = 1
NSλ

p
ii

1/2

NS∑
j=1

pjQ
u
ij

(3.31)

Son bases para el cálculo del campo de velocidades y presiones respectivamente. Esta

aproximación queda como:

ur ≈
Nr
u∑

i=1
ai(µ)φ(x)

pr ≈
Nr
p∑

i=1
bi(µ)χ(x)

(3.32)

La caracteŕıstica más sobresaliente de este trabajo es el uso de un mallado dinámico

flexible, lo que permite estudiar geometŕıas complicadas que contengan condiciones de

frontera no fijas (Shift boundary method, véase la figura 3.8) y a la vez la implementa-

ción del método de Galerkin con reducción de Orden POD (Proper Orthogonal

Decomposition)-Galerkin.

Tian, Liu, Zhang y Wang (2018) en su trabajo sobre burbujas cerca de una superficie
libre, modelan la dinámica de las burbujas haciendo uso del método de los elementos
finitos desde un enfoque euleriano, véase la figura 3.9. El diseño de la interfaz se logra
a través del método de volumen del fluido que simula la apertura y cierre de burbujas
cerca de una superficie libre. El modelo teórico para su formulación débil se expresa en
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Figure 3.8. Mallado implementado para resolver el problema de transporte (Karatzas,
Stabile, Nouveau, Scovazzi & Rozza, 2019, Página 571)

coordenadas ciĺındricas y es el siguiente:
∫∫

Ω
χ(ρüφ− p∇φ)dΩ = −

∫
Γ
(χpn̂φ)dΓ +

∫∫
Ω
pê1φdΩ +

∫∫
Ω
ρgφdΩ∫

Ω
(χ p ΦNΦM )dΩ üN = −

∫
Ω

(χρgΦM − χp∇ΦM )dΩ +
∫

Γ
pn̂ΦMdΓ +

∫∫
Ω
pê1ΦMdΩ

(3.33)

Siendo ΦM es llamada la función de forma (Shape Function) o las funciones de

interpolación entre los nodos de la malla computacional, ∇χ = ê1 es el vector unitario

que apunta en dirección radial, n̂ es el vector normal a la superficie, Γ es la frontera del

dominio de solución Ω. Para la aproximación se usa un modelamiento cuadrático por

elementos finitos:

χ(η, ζ) = k1η
2 + k2ζ

2 + k3ηζ + k4η + k5ζ + k6 (3.34)

Ahora se pasa a resolver un sistema de ecuaciones que se construye a partir del

formulamiento débil propuesto en el método de Galerkin por mı́nimos cuadrados:

∂

∂k

∑
j

[χ(ηj, ζj)− fj]2 = 0 (3.35)

Donde fj representa la fracción de volumen del elemento, la cual se define como

fn+1
i,j = 1

Vi

[
fni,j +∑

m=1,4(∆vai,bi,j −∆vi,m,j)
]

para la fracción de volumen en el siguiente
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Figure 3.9. Modelo esquemático de la burbuja modelada por medio del método de Galerkin
con mı́nimos cuadrados (Tian, Liu, Zhang & Wang, 2018, Página 42)

estado n+ 1.

Ateshian, Shim, Maas y Weiss (2018) en su trabajo explican sobre la implementación del

método de elementos finitos para la simulación de fluidos en el campo de la Biomecánica.

Un “Framework” es una estructura que define la geometŕıa y las propiedades del material

o en este caso un fluido. Se busca simular el movimiento del fluido haciendo uso de

técnicas CFD, en este caso a través del método de los elementos finitos de Galerkin

con residuos ponderados. Una de las caracteŕısticas más sobresalientes de su trabajo

es el enfoque material de los elementos finitos, el uso de técnicas y conceptos usados

en la mecánica del medio continuo. Para implementar Galerkin se utilizó la siguiente

formulación débil para la integral del trabajo virtual del elemento finito:

δW =
∫

Ω
δv · [∇ · σ + ρ(b− a)] dV +

∫
Ω
δJ

(
J̇

J
−∇ · v

)
dV (3.36)

En este caso a representa la aceleración, b representa las fuerzas de cuerpo, v representa

la velocidad, J representa el jacobiano de movimiento y dilatación de volumen, σ

representa el esfuerzo de Cauchy y por último dV representa la integral de volumen en

el dominio de solución Ω. El trabajo Virtual está definido como δW = δWint − δWext,
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Figure 3.10. Mallado computacional para la simulación de un flujo de sangre en una arteria
carótida (Ateshian, Shim, Maas & Weiss, 2018, Página 27)

la solución propuesta para este problema se basa en la linealización de la ecuación no

lineal δW = 0 (Ateshian y col., 2018, Página 9), esta se define como:

δW +DδW [∆V ] +DδW [∆J ] ≈ 0 (3.37)

Esto se logra usando el siguiente espacio de prueba para crear la interpolación de la

solución sobre el mallado propuesto:

v(x, t) =
n∑
a=1

Na(x)va

J(x, t) =
n∑
a=1

Na(x)Ja
(3.38)

La simulación es sobre el flujo de sangre dentro de una arteria carótida bifurcada, aśı

como se muestra en la figura 3.10.

Busto, Dumbser y Rı́o-Mart́ın (2021) en su art́ıculo sobre fluidos no newtonianos y

turbulentos, menciona la aplicación semi-impĺıcita h́ıbrida del método de los volúmenes

finitos y método de Galerkin simultáneamente. La caracteŕıstica más importante de este

trabajo es el uso de mallados escalonados para encontrar la solución numérica de las
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Figure 3.11. Mallado escalonado implementado en el esquema h́ıbrido FVM/FEM (Busto, Dumbser &
Ŕıo-Mart́ın, 2021, Página 9)

ecuaciones de Navier-Stokes de Reynolds (RANS) para flujos turbulentos incompresibles

en combinación de con el modelo de turbulencia K − ε. Sobre la implementación del

método de Galerkin, se realizan las siguientes etapas:

1. La división del sistema de ecuaciones diferenciales parciales en cuatro subsistemas,

el convectivo, viscoso, presión y fuentes. Cada término será tratado de forma

diferente, el convectivo que se define como ∂w
∂t

+∇ · F c = 0 de forma expĺıcita,

en cuanto al término viscoso que se define como ∂w
∂t

+∇ · F v = 0 y de presión

que es ∂w
∂t

+∇ · F p = 0 de forma impĺıcita. El término de la fuente es la ecuación

diferencial ordinaria ∂w
∂t
− S(w) = 0.

2. El diseño de la malla es triangular y está basado en un esquema de h́ıbrido usando

el método de los volúmenes finitos y el método de Galerkin. Esto se logra creando

un sistema de nodos que une los baricentros de cada elemento finito, mientras

el otro sistema de nodos se encarga de definir las fronteras que separan a cada

elemento finito, esto permite definir las fronteras de cada volumen de control, esto

se muestra en la figura 3.11.

3. Se procede al proceso de discretización de cada subsistema, es decir, primero la

parte convectiva y luego la parte viscosa, para luego definir los polinomios de

interpolación que serán usados para proponer la forma débil de la aproximación
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deseada. En la discretización expĺıcita se utiliza el método de los volúmenes finitos:

W ∗ = W n −∆t∇ · F c(W n)

W ∗
i = W n

i −
∆t
|Ci|

∫
Γi
F c(W n)~nidS

W ∗
i = W n

i −
∆t
|Ci|

∑
CjεKi

‖nij‖φ(W̄ n
i , W̄

n
j , n̂ij)

(3.39)

Donde Ci son los volúmenes de control, φ es la función de interpolación en la cual

se hace uso de la metodoloǵıa ADER (Arbitrary Derivative) local. Para la

discretización de la parte impĺıcita como ser el subsistema viscoso que se define

en forma discreta como W ∗∗ = W ∗ −∆t∇ · F v(W ∗), se procede con la siguiente

formulación débil:

∫
Ω
W ∗∗ · zdV −∆t

∫
Ω
F v(W ∗) · ∇zdS =∫

Ω
W ∗ · zdV −∆t

∫
Γ
F v(W n+1) · ~nzdS

(3.40)

De igual forma, para el subsistema de presiones, se discretiza de forma impĺıcita

y luego usando integración por partes se propone la formulación débil de la

discretización en términos de los polinomios interpolantes.

T. He, Zhang y Zhang (2018) en su trabajo proponen una metodoloǵıa basada en celdas

donde se implementa un método de los elementos finitos refinado, esto consiste en el uso

del gradiente refinado, el cual consiste en aproximar las derivadas de primer y segundo

orden utilizando una ponderación basada en la asignación de pesos a cada nodo de

la malla, estimando un valor promedio en la coordenada de más importancia en el

modelo. En esencia se trata de construir una matriz de rigidez suavizada, usando el

mismo concepto implementado en método de Galerkin. Primero se define un dominio de

solución en dos dimensiones, el cual se discretiza en elementos con forma de cuadrilátero,
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es decir, 4 nodos (Q4), el gradiente suavizado queda descrito aśı:

∇̃b(xc) =
∫

Ω̃
∇b(x)W (x− xc)dΩ (3.41)

Donde cada elemento finito es refinado y subdivido en muchos sub-elementos Ω̃. ∇

representa el operador gradiente, ∇̃ representa el gradiente refinado y W es la función

peso. Se procede entonces a utilizar la siguiente propiedad de la divergencia, ∇ · (ρF ) =

(∇ρ) · F + ρ(∇ · F ), y luego se aplica el teorema integral de la divergencia de Gauss,

quedando esto:

∇̃b(xc) =
∫

Γ̃
b(x)n̂(x)W (x− xc)dΓ−

∫
Ω
b(x)∇ ·W (x− xc)dΩ

= 1
Ac

∫
Γ̃
b(x)n̂(x)dΓ

(3.42)

Al definir W = 1/Ac , el segundo término de la integral desaparece, quedando el valor

de integral mostrado para valores de Ω̃ deseados. El procedimiento en el método de

Galerkin lleva al siguiente planteamiento para la aproximación:

∇̃b(xc) = [∇̃NI(xc)]b̄I =
[ 1
Ac

∫
Γ̃
NI(x)n̂(x)dΓ

]
b̄I (3.43)

Usando la aproximación para una cuadratura gaussiana de un punto, se puede realizar

la siguiente ponderación o aproximación:

∇̃NI(xc) = 1
Ac

4∑
i=1

NI(XGP
i )n̂(XGP

i )li (3.44)

Donde 4 representa el número de segmentos que contiene un cuadrilátero en cierto

Ω̃, XGP
i es el punto de Gauss en el Γ̃i segmento del cuadrilátero, li es el tamaño del

segmento Γ̃i. El mallado es refinado de tal manera de encontrar una mejor aproximación

en un punto en especial llamado XGP , el punto gaussiano, aśı como se ve en la figura

3.12. En su art́ıculo muestra diferentes aplicaciones, en entre ellas la aplicación del
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Figure 3.12. Descripción del elemento finito en un mallado con gradiente refinado (T. He,
Zhang & Zhang, 2018, Página 3)

gradiente refinado para simular un flujo incompresible con técnicas CFD.

Xu, Tang, Xu, Feng y Guo (2017) en su trabajo implementan HopeFoam para el uso

del método de Galerkin discontinuo, esta es una extensión de OpenFoam para el cálculo

de problemas de transporte haciendo uso de técnicas CFD. Primero propone el sistema

de ecuaciones diferenciales parciales para un flujo incompresible, es decir, la ecuación

de continuidad y la ecuación de conservación del momentum lineal. Se propone un

modelo de turbulencia basado en el uso de las ecuaciones de Navier-Stokes de Reynolds

Promedio (RANS). La discretización es un sistema nodal lagrangiano de la siguiente

forma:

uk =
Np∑
i=1

uk,ilk,i(x), k = 1, 2, 3, 4 (3.45)

Donde Np es el número de funciones en el espacio de prueba. El diseño de la interfaz se

basa en el uso de la estructura heredada de OpenFoam, esto puede verse en la figura

3.13.

En la tesis doctoral de González Gutierrez (2001) se implementa el método de los

elementos finitos usando el método de las caracteŕısticas. Consiste en una descripción

lagrangiana del fluido, esta técnica se basa en la integración del término convectivo

(Se formula un problema variacional con una ecuación integral). La formulación débil

sé lleva a cabo mediante una formulación de elementos finitos con sus polinomios de

89



Figure 3.13. Diseño de la interfaz para el uso de Galerkin con OpenFoam (Xu, Tang, Xu,
Feng & Guo, 2017, Página 406)

interpolación.

Este art́ıculo muestra una simulación FSI (Fluid-Structure Interaction), presentada por

F. He, Dai, Huang y Wang (2017), La simulación consiste en encontrar las presiones

sobre el tubo vertical que se encuentra bajo la influencia de un flujo interno y un flujo

externo, se usa un ensamble basado en la discretización de Galerkin.

Gassner y Winters (2021) en su trabajo sobre la implementación del método de Galerkin

discontinuo, hace mención sobre su estabilidad y acotamiento que debe considerarse al

momento de la discretización del dominio de solución. En la medida se fueron discutiendo

art́ıculos sobre la implementación de Galerkin, dos puntos claves determinan la estabilidad

del método:

La elección del espacio de prueba o funciones de prueba para formular la interpolación

o Ansatz.

La elección del mallado es muy cŕıtica para lograr estabilidad y convergencia. La

integración que se proponga en el formulamiento variacional definirá la manera de como

resolver las integrales y qué técnicas serán las más apropiadas.

El reto al final es la manipulación del término convectivo (hiperbólico) y como suavizar y

aproximar su contribución. La mayor desventaja que presenta el método es que no siempre
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se puede encontrar una formulación débil que se ajuste correctamente a la geometŕıa del

problema, haciendo que el método diverja y se vuelva inestable debido a que el término

convectivo no fue correctamente discretizado. Para finalizar, muchas aplicaciones del método

de Galerkin han sido observadas en la Hidráulica y en la Ingenieŕıa costas (Viet, Xiping,

Tung, Conference & Coasts, 2019).
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3.3 Modelos de turbulencia

Los modelos de turbulencia a implementar son modelos de dos ecuaciones, su formulación

consiste en la hipótesis de mezclado de las ĺıneas de campo de velocidades, longitud de los

vórtices y tasa de disipación de enerǵıa.

El proceso consiste en aproximar la solución de las ecuaciones de Navier-Stokes, esto

se lleva a cabo descomponiendo las variables de flujo en dos partes, la parte promedio y

la parte fluctuante, luego sustituyendo estos valores en las ecuaciones de Navier-Stokes se

obtiene El tensor de esfuerzos de Reynolds, por último se procede a encontrar las ecuaciones

adicionales que cierran el problema y que permiten aproximar la solución (Alfonsi, 2009).

Sobre el problema de cerradura de las ecuaciones de promedio temporal de Navier-Stokes

(RANS), Laurendeau and F Kafyeke E and Tuncer Cebeci y P.Shao (2005, página 81 y 82),

explican que el formulamiento de las ecuaciones adicionales, estas ecuaciones modelan el

comportamiento de los esfuerzos viscosos debido a la turbulencia y su geometŕıa, es decir,

como se mezclan las ĺıneas de campo formando el campo de vorticidades, esto consiste en:

Longitud de mezclado (Mixing Length), básicamente las suposiciones de Prandtl (Febrero

4 del 1875 – Agosto 15 del 1953), las cuales definen la razón de cambio de los vórtices,

como su geometŕıa cambia de forma espacial:

−ρúiúj = ρl2
(
∂u

∂y

)2

(3.46)

Viscosidad de los vórtices (eddy viscocity), básicamente las suposiciones de Boussinesq

(Marzo 13 de 1842 – Febrero 19 del 1929), define como será el comportamiento de los

esfuerzos viscosos que surgen debido a la turbulencia, se supone un comportamiento

isotrópico:

−ρúiúj = ρεm
∂u

∂y
(3.47)

Los parámetros l y εm aparecerán en las ecuaciones que describirán la enerǵıa en cascada
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liberada en un flujo turbulento, en esto consiste la tasa de disipación de enerǵıa, estas

ecuaciones son esencia el modelo de turbulencia junto con las ecuaciones de promedio temporal.

Los siguientes modelos de turbulencia son los más conocidos a través de la literatura:

Modelos algebraicos (Zero-Equation Model): Este modelo se caracteriza por la des-

composición de los esfuerzos de Reynolds en isotrópicos y deviatóricos, definidos aśı:

τij = 2
3Kδij − νT

(
∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

)
(3.48)

Donde K = 1
2 úiúj , este término representa la enerǵıa cinética debido a la turbulencia.

νt es llamada la viscosidad de vórtice o de turbulencia, esta se define como:

νT = l2m

∣∣∣∣∣∂u∂y
∣∣∣∣∣ (3.49)

Donde lm = κy, donde κ es llamada la constante de Von Kármán, de aqúı se puede

deducir la famosa regla de la barrera (Law of the Wall) que se define como u+ =
1
κ

ln y++C (Wilcox, 2006, Página 15). Como ejemplos de este modelo se puede mencionar

el modelo de Cebeci-Smith (Alfonsi, 2009).

Modelos de una ecuación (One-Equation Model): Este modelo es singular por su

modelamiento en cuanto a la enerǵıa cinética de turbulencia y las escalas de velocidad

de turbulencia, la ecuación que representa el transporte de enerǵıa queda escrita aśı:

∂K

∂t
+ ui

∂K

∂xi
= PK − ε−

∂Di

∂xi
+ ν

∂2K

∂xi∂xi
(3.50)

Donde PK , ε y Di representan las variables que definen el balance de enerǵıa por

turbulencia y la tasa de cambio en el campo de velocidades debido a la turbulencia, el

modelado de estos términos es el siguiente:
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(i) PK representa la tasa de producción de enerǵıa cinética por turbulencia:

PK = −τij
∂ui
∂xj

(3.51)

(ii) ε representa la tasa de disipación de enerǵıa debido a la turbulencia:

ε = ν
∂úi
∂xj

∂úi
∂xj

= C
K3/2

l0
(3.52)

(iii) Di representa el término difusivo de turbulencia:

Di = 1
2 úkúkúi + ṕúi = − νT

σK

∂K

∂xi
(3.53)

Donde νT = l0k
1/2, esta formulación de la viscosidad de vórtice se le atribuye a

Kolmogorov y Prandtl.

Ejemplos sobre este modelo se observan en trabajos como el de Barth y Baldwin (Wilcox,

2006, Página 25 y 26).

Modelos de dos ecuaciones (Two-Equation Model): Como su nombre los indica, este

modelo se diferencia del anterior por la formulación de dos ecuaciones de transporte

independientes que se resuelven para dos variables de transporte diferentes, una ecuación

por cada variable de transporte, que son K y ε respectivamente. La ecuación adicional

de transporte que modela la disipación de enerǵıa (ε) es la siguiente:

∂ε

∂t
+ ui

∂ε

∂xi
= Pε +Dε − Φε + ν

∂2ε

∂xi∂xi
(3.54)

El modelado de los términos que aparecen en esta nueva ecuación se lleva a cabo de la

siguiente manera:

(i) Pε es llamado el término de producción de enerǵıa, el cual asume que la tasa
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de disipación de enerǵıa debido a la turbulencia, es gobernada por el nivel de

anisotroṕıa existente en los esfuerzos de Reynolds y el gradiente medio de velocidad:

Pε = −Cε1
ε

K
τij
úi
xj

(3.55)

(ii) Dε es llamado el término difusivo, se implementa la hipótesis de un gradiente-

transporte para su modelado:

Dε = ∂

∂xi

(
νT
σε

∂ε

∂xi

)
(3.56)

(iii) Φ es llamado el término de destrucción, la destrucción de disipación de enerǵıa

debido a la turbulencia es definida por la escala de vórtices y longitud de mezclado,

es decir que la turbulencia ocurre de forma isotrópica:

Φε = Cε2
ε2

K
(3.57)

Ejemplos de este modelo son el modelo K−ε y el modelo K−ω. Existen variantes del

modelo K − ε como ser el modelo realizable (Realisable K − ε Model) de Shih (1994).

Otra variante muy interesante del modelo de turbulencia K − ε es el modelo RNG

(Re-Normalisation Group) por Yakhot y Orszag (1992). Sobre el modelo K − ω,

este se diferencia del modelo K − ε por el ajuste de la escala temporal, ω = ε/K, este

valor se sustituye en la ecuación adicional (3.54).

Modelos de esfuerzo-transporte (Stress-Equation Model): Este modelo es llamado también

Modelo τij − ε. La principal diferencia de este modelo de turbulencia en comparación

con los demás es el modelado de la ecuación de transporte de Reynolds y la ecuación de

transporte para la tasa de disipación de enerǵıa (2.127). Para este modelo, las ecuaciones
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antes mencionadas quedan aśı:

∂τij
∂t

+ uk
∂τij
∂xk

= Pij + Πij − εij −
∂Cijk
∂xk

+ ν
∂2τij
∂xk∂xk

∂ε

∂t
+ ui

∂ε

∂xi
= −Cε1

ε

K
τij
úi
xj

+ Cε
∂

∂xi

(
K

ε
τij

∂ε

∂xi

)
− Cε2

ε2

K
+ ν

∂2ε

∂xi∂xi

(3.58)

Dependiendo de la situación, los términos de la ecuación de transporte de Reynolds, a

saber, Πij , εij , y Cijk tendrán cierta forma y comportamiento, por ejemplo, suponer un

comportamiento no lineal entre la presión y los esfuerzos de los vórtices (Alfonsi, 2009).

Véase el trabajo de Sultan, Rahman, Rushd y Zendehboudi (2017), en su investigación

simulan un flujo multifásico granular usando un esquema euleriano a través de una

tubeŕıa anular. Usando un modelo basado en los esfuerzos de Reynolds RSM (Reynold

Stress Model), encuentra las pérdidas de altura de presión en el flujo, corroborando

sus resultados con la literatura existente sobre el tema.

Figure 3.14. Ilustración de un flujo laminar y turbulento con su respectivo número de
Reynolds
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3.3.1 Uso del modelo de turbulencia K − ε

Los autores siguientes han utilizado modelos de turbulencia K−ε para simular problemas

de transporte usando técnicas CFD:

N. M. Martins, Soares, Ramos y Covas (2016) formulan una simulación en 3D para un

golpe de ariete (“Waterhammer” en inglés) en válvulas de control. El fin es predecir

cuando estos cambios bruscos de presión sucederán en una red compleja de tubeŕıas a

alta presión en sistemas hidroeléctricos. Para el modelado con CFD se utilizó el Modelo

de turbulencia K − ε:

ρ
Dūi
Dt

= ρBi −
∂p

∂xi
+ ∂

∂xj

(
µ
∂ūi
∂xj
− ρu′iu′j

)
(3.59)

Los esfuerzos provocados por la turbulencia están dados por:

τij = −ρu′iu′j (3.60)

Para los modelos de turbulencia usando las ecuaciones de promedio temporal RANS,

existen dos formas de describir los esfuerzos de Reynolds y estos son los modelos K − ε

y K − ω. En este caso se utilizó el modelo K − ε, las ecuaciones son:

τij
ρ

= −ū′iū′j = 2νTSij −
2
3KSij (3.61)

Donde la enerǵıa cinética de la turbulencia, K, se define como:

K = 1
2u
′
iu
′
i (3.62)

Y νT es llamada la viscosidad-eddy cinemática y Sij es el tensor de las deformaciones,

dado por:

Sij = 1
2

(
∂ūi
∂xj

+ ∂ūj
∂xi

)
(3.63)
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Las ecuaciones de transporte adicionales para este modelo K − ε son:

∂(ρK)
∂t

+ ∂

∂xj
(ρKuj) = ∂

∂xj

[(
µ+ µt

σK

)
∂K

∂xj

]
+GK +Gb − ρε− YM + SK (3.64)

y

∂(ρε)
∂t

+ ∂

∂xj
(ρεuj) = ∂

∂xj

[(
µ+ µt

σε

)
∂ε

∂xj

]

+ ρC1Sε− ρC2
ε2

K +
√
νε

+ C1ε
ε

K
C3εGb + Sε

(3.65)

Donde µt es la viscosidad de turbulencia dada por µt = ρCµK
2/ε, Gk representa la

enerǵıa cinética debido al gradiente de velocidad promedio, Gb es la enerǵıa cinética

debido a la fuerza boyante, YM representa la contribución debido a la fluctuación de la

dilatación en turbulencia compresible para la tasa de disipación de enerǵıa en general,

SK y Sε son variables definidas por el autor del art́ıculo. Los valores σK y σε son

respectivamente el número de Prandtl de turbulencia para k y ε. C2, C1ε y C3ε son

constantes. Los parámetros C1, ν y S, están dados por:

C1 = max
[
0,43, ν

ν + 5

]
ν = S

(
K

ε

)
S =

√
2SijSij

(3.66)

Este modelo está basado en la hipótesis de Boussinesq, que asume el valor de µt como

una cantidad isotrópica, que en algunos casos no necesariamente es cierto.

Jines (2017) en su trabajo simula un flujo incompresible a través de un codo a 90 grados.

Esto son el fin de calcular la pérdida de altura de presión en dicho accesorio. Se usa

una variante del modelo K − ε, es el modelo K − ε realizable.

Nimadge y Chopade (2017) en su art́ıculo explican como simular un flujo incompresible
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a través de una junta en T. En su trabajo utiliza un modelo K − ε para resolver las

ecuaciones de movimiento del flujo, esto con el fin de encontrar las cáıdas de presión

por el accesorio mencionado.

Yeoh, Liu, Tu y Timchenko (2011b) indagan en la eficiencia de una turbina en una

planta hidroeléctrica. Utilizan técnicas CFD para encontrar la pérdida de altura de

presión en el flujo de la turbina. Usan un modelo K−ε para realizar esto, las ecuaciones

de transporte para este caso fueron:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρU) = 0

∂ρU
∂t

+∇ · (ρU⊗U)−∇ · (µeff∇U) = ∇p′ +∇ · (µeff∇U)T + B
(3.67)

Donde:

U = Ū + u

Ū =
∫ t+∆t

t
Udt

p′ = p+ 2
3ρK

µeff = µ+ µt

µt = Cµρ
K2

ε

(3.68)

Las ecuaciones de transporte que modelan la turbulencia son:

∂ρK

∂t
+∇ · (ρUK) = ∇ ·

[(
µ+ µt

σK

)
∇K

]
+ PK − ρε

∂ρε

∂t
+∇ · (ρUε) = ∇ ·

[(
µ+ µt

σε

)
∇ε
]

+ ε

K
(Cε1PK − Cε2ρε)

(3.69)

Donde Cε1, Cε2, σK y σε son constantes, PK es la producción de turbulencia debido a
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las fuerzas viscosas, que se expresa como:

PK = µt∇U · (∇U +∇UT )− 2
3∇ ·U(3µt∇ ·U + ρK) + pKb (3.70)

Doroshenko, Doroshenko, Zapukhliak, Poberezhny y Maruschak (2019) en su trabajo

proponen una simulación de un flujo multifásico a través de una tubeŕıa de gas con

accesorios, como ser codos y Tees. En su modelo utilizó un esquema lagrangiano donde

se empleó el modelo de turbulencia K − ε, llamado también modelo de Reynolds alto,

un modelo basado en el uso de las ecuaciones de promedio temporal RANS.

Osman y Ovinis (2019) en su investigación sobre chorros flotantes usan el modelo K− ε

para simular el flujo de un derrame de aceite sobre el océano. El proceso de la simulación

involucra las siguientes etapas:

1. Definir la geometŕıa del chorro sobre el océano.

2. El diseño del mallado.

3. Definir las condiciones de frontera.

4. Modelado del flujo usando las ecuaciones de Navier-Stokes de promedio temporal

(RANS) y el modelo de turbulencia K − ε.

Rodŕıguez (2016) en su tesis, modela un descargador a vórtice que lleva un flujo

turbulento usando las ecuaciones de Navier-Stokes de promedio temporal (RANS). Uno

de los aspectos más interesantes de su trabajo es la escala de turbulencia utilizada en

el modelo. Utiliza, primero, celdas de 0.3m de longitud y luego vuelve a simular el

flujo con 0.1m de longitud, establece una relación bastante importante entre el diseño

del mallado y la geometŕıa del descargador, en esto influye mucho el modelo a escala

escogido usando los principio de similitud dinámica. La técnica CFD implementada fue

el modelo de turbulencia K − ε, RNG K − ε y el enfoque adaptativo LES.
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El ensamble presentado por Januário y Maia (2020) en su art́ıculo sobre una simulación

CFD-DEM (Discrete Element Method) para una tubeŕıa que conduce desperdicios

de minas, carbón o cualquier otro mineral, simulan la sedimentación o el depósito de

sedimentos en el fondo de la tubeŕıa mencionada anteriormente, esto es requerido y

necesario para el diseño de tubeŕıas de lodos o flujos bifásicos (sólido-ĺıquido) es decir,

flujos de ĺıquidos con part́ıculas sólidas. La técnica CFD implementada en el problema

(solver) es el uso de los elementos finitos discretos Discrete Element Method, esto

para la discretización y mallado del problema. El modelo de turbulencia implementado

es él K − ε junto con las ecuaciones de promedio temporal (RANS). La simulación se

realizó en tres códigos de uso libre, entre ellos Open∇FOAM®. El autor brinda detalles

sobre el equipo implementado para el desarrollo de la simulación:

1. Procesador de 3.4 GHZ

2. Memoria RAM de 32 GB

3. Disco Duro de estado sólido (SSD) de 120 GB

4. Tarjeta de video de 3 GB (GPU DDR5 card)

El modelo K − ε también puede implementarse para simular la turbulencia de flujos

externos, véase el trabajo de Sanches (2004) sobre la aplicación de técnicas CFD para

diseñar la resistencia al viento de instalaciones deportivas . El ensamble consiste en el

uso de una malla basada en el método de los volúmenes finitos para calcular el impacto

del viento (carga de viento por succión) sobre una estructura, en este caso un estadio.

Una variante muy importante y también muy reciente del modelo K − ε es el modelo

R−K − ε implementado por Ngamalieu (2015) en su trabajo sobre vertederos y flujos

turbulentos. Una de las principales diferencias del modelo antes mencionado es la
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modelación de la viscosidad turbulenta:

µt = ρCµ
K2

ε

Cµ = 1
A0 + As

kU∗

ε

(3.71)

En el ensamble se presenta también el uso del método de los volúmenes fraccionados,

VOF (Volume of Fraction), que introduce el uso de una variable c, 0 ≤ c ≤ 1, que

vaŕıa según la siguiente ecuación:

∂c

∂t
+ ∂ujc

∂xj
= 0, 0 ≤ c ≤ 1 (3.72)

Esta variable define el volumen de agua por celda en el mallado utilizado en el solver.

El autor, además de todo lo anterior, implementa técnicas de programación en paralelo,

esto con el fin de usar con eficacia los recursos computacionales disponibles.

Una de las variantes del modelo K − ε es el modelo realizable (Realizable K − ε

model), este modelo es implementado para el cálculo de grandes cambios de presión en

sistemas de tubeŕıas, esto es mostrado en la investigación de N. M. C. Martins, Brunone,

Meniconi, Ramos y Covas (2017), el uso de este modelo implica que los esfuerzos de

turbulencia cumplen con cierta restricción matemática en su modelado.

Otra de las variantes del modelo K − ε, es el modelo RNG K − ε, en este caso es

implementado para simular la descarga lateral de un canal para control de inundaciones,

es una abertura lateral con forma trapezoidal, reciben el nombre de vertederos (Ghaderi,

Dasineh, Abbasi & Abraham, 2020).

Una vez más, se muestra un ejemplo del modelo K − ε realizable para el cálculo de

presiones transitorias, o diferenciales de presión altos, como ser golpes de ariete, esto

realizado en el ensamble propuesto por N. M. Martins y col. (2016), implementa la

variante K − ε realizable para modelar la turbulencia, utiliza un mallado realizado en
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software CAD (por ejemplo AutoCAD) basado en el método de los volúmenes finitos y

el algoritmo SIMPLE que relaciona la presión y la velocidad.

Una de las aplicaciones más interesantes del modelo K−ε es en el cálculo de velocidades

en un flujo de calor a través de un intercambiador resolviendo Las ecuaciones de Navier-

Stokes con promedio temporal, Giraldo (2017) expone el proceso de mallado y resolución

con el modelo K − ε, utiliza el programa de post-procesado ParaView para realizar sus

gráficos.
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3.3.2 Uso del modelo de turbulencia K − ω

Los autores siguientes han implementado el modelo turbulencia K − ω para resolver

problemas de transporte:

Stefanski y col. (2018) en su art́ıculo sobre el uso de modelos de turbulencia junto con

el método de los elementos finitos para el cálculo de problemas de transporte con CFD,

implementan una versión modificada del modelo K − ω, en el cual se pretende mejorar

el proceso de discretización con el método de los elementos finitos. La formulación

estándar del modelo es la siguiente:

∂ρ

∂t
+ ∂

∂xj
(ρuj) = 0

∂

∂t
(ρui) + ∂

∂xj
(ρuiuj) = − ∂p

∂xi
+ ∂τij
∂xj

∂

∂t
(ρE) + ∂

∂xj
(ρHuj) = −P + ∂

∂xj
(uiτij − qj) + β∗ρωk

∂

∂t
(ρk) + ∂

∂xj
(ρkuj) = P + ∂

∂xj

[
(µ+ σkµt)

∂k

∂xj

]
− β∗ρωk

∂

∂t
(ρω) + ∂

∂xj
(ρωuj) = γω

k
P + ∂

∂xj

[
(µ+ σωµt)

∂ω

∂xj

]
− βρω2

(3.73)

Donde E es la enerǵıa total, H es la entalṕıa, k es la enerǵıa cinética. El esfuerzo τij

está dado por:

τij = 2(µ+ µt)Sij −
2
3ρkδij

Sij = 1
2

(
∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

)
− 1

3δij
∂uk
∂xk

(3.74)

La viscosidad del vórtice (Eddy Viscocity) µt y el factor de corrección de Kato-Launder

104



P , están definidos como sigue:

µt = ρk

ω

P = µtΩS −
2
3ρkδij

Ω =

√√√√1
2

(
∂ui
∂xj
− ∂uj
∂xi

)2

S =

√√√√1
2

(
∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

)2

(3.75)

Los factores σk, σω, γ, β∗, β tienen los siguientes valores por defecto:

σk = 0,5 σω = 0,5 β∗ = 9/100 γ = 5/9 β = 3/40 (3.76)

La modificación del modelo estándar K−ω, consiste en la tasa de producción de enerǵıa

k y la formulación de la viscosidad de vórtice µt, quedando el siguiente modelo:

k = ψ(k̃, 0, εk)k̃

µ̃t = µt −
ρψ(−k̃, 0, εk)k̃

ω∞

Dk = β∗ρω∞ψ(−k̃, 0, εk)k̃

(3.77)

La ecuación de enerǵıa modificada queda aśı:

∂

∂t
(ρk̃) + ∂

∂xj
(ρk̃uj) = P + ∂

∂xj

[
(µ+ σkµ̃t)

∂k̃

∂xj

]
− β∗ρωk −Dk (3.78)

Esta modificación permite obtener una mejor estabilidad al momento de aproximar la

solución y el fenómeno de turbulencia, el art́ıculo incluye resultados de la NASA en la

simulación de un alerón perteneciente a un Onera M6 transónico.

Una variante muy utilizada en cálculos de transportes de fluidos con técnicas CFD es

el uso del modelo K − ω SST (Shear Stress Transport), usado por (Devolder,
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Troch & Rauwoens, 2018) en su art́ıculo sobre el rompimiento de olas simuladas en

Open∇FOAM®. El modelo consiste en lo siguiente:

∂k

∂t
+ ∂ujk

∂xj
− ∂

∂xj

[
(ν + σkνt)

∂k

∂xj

]
= Pk − β∗ωk

∂ω

∂t
+ ∂ujω

∂xj
− ∂

∂xj

[
(ν + σωνt)

∂ω

∂xj

]
= γ

νt
G− β∗ω2 + 2(1− F1)σω2

ω

∂k

∂xj

∂ω

∂xj

Pk = Min (G, 10β∗kω)

G = νt
∂ui
∂xj

(
∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

)

νt = a1k

Max(aω1, SF2)

(3.79)

El modelo fue idealizado en 1992 por Menter, provee una mejor aproximación en

situaciones donde se toma en cuenta el efecto del esfuerzo cortante debido a la turbulencia

y el gradiente adverso de presión que separa el flujo, mejorando aśı la aproximación.

Un ensamble muy interesante y bastante original fue el presentado por Bassi, Crivellini,

Rebay y Savini (2005) en su art́ıculo sobre el uso de Galerkin discontinuo junto con la

técnica de los volúmenes finitos para resolver las ecuaciones de promedio temporal de

Reynolds. El objetivo fue mejorar la aproximación usando un espacio de prueba y un

mallado apropiado.

Una de las aplicaciones de las ecuaciones de Navier-Stokes con promedio temporal de

Reynolds es en la simulación de saltos hidráulicos. El autor utiliza varios métodos para

comprobar sus resultados, utiliza Open∇FOAM® para realizar la simulación. Entre los

modelos escogidos utiliza K − ω y K − ω SST (Viti, Valero & Gualtieri, 2018).
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3.4 Implementación de Open∇FOAM® para simular flujos turbulentos

En el uso de técnicas CFD para simular flujos turbulentos existen muchas opciones

en software, alguna opción tal vez haya sido mencionada con anterioridad. Para fines de

esta investigación se hará uso del Open∇FOAM®. Es un software libre de código abierto

que permite simular gran cantidad de flujos. Se puede descargar de forma gratuita en

https://openfoam.org/. Algunos ejemplos sobre su uso y aplicación son los siguientes art́ıculos:

En el campo de la Hidrodinámica se puede programar en Open∇FOAM® para calibrar y

adaptar los solvers y poder resolver problemas espećıficos como ser problemas de flujos

transónicos y flujos incompresibles (Matvey V. and Kraposhin and Daniil A. Ryazanov

and Kirill A. Vatutin & Elizarova, 2018).

En el área de Transferencia de calor, Fadiga, Casari, Suman y Pinelli (2020) presentan

en su art́ıculo CoolFOAM. Una libreŕıa que usa el código fuente de Open∇FOAM® para

extender su aplicación al campo de la Termodinámica.

Una de las caracteŕısticas más deseables y atractivas de Open∇FOAM® es la capacidad

de realizar ensambles con distintas libreŕıas. Un ejemplo de esto se muestra en el trabajo

de Zerbib, Lassen Mebarek y Escouflaire (2016). En su art́ıculo publicado muestra

como usar el método de los elementos finitos con distintas libreŕıas disponibles de

Open∇FOAM®.

Uno de los campos donde Open∇FOAM® es utilizado, es en el campo de la Aéreo-

acústica. El autor en su art́ıculo presenta su propia libreŕıa para realizar simulaciones

en Open∇FOAM® (Epikhin, Evdokimov, Kraposhin, Kalugin & Strijhak, 2015).

La creación de nuevas libreŕıas para cálculos con técnicas CFD es una de las carac-

teŕısticas más sobresalientes de Open∇FOAM®, al ser de código abierto se puede

formular nuevos solvers para adaptar el código fuente de Open∇FOAM® a nuevos
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problemas de transporte que involucren las ecuaciones de Navier-Stokes. Mukha, Re-

zaeiravesh y Liefvendahl (2019) en su art́ıculo dan a conocer la creación de una libreŕıa

en Open∇FOAM® para simular un flujo haciendo uso del enfoque LES (large eddy

simulation) de aproximación.

Open∇FOAM® ofrece libreŕıas y solvers que dan la posibilidad de usar técnicas de

programación en paralelo (Multi-thread). Ejemplo de esto se observa en el art́ıculo

publicado por Liu y col. (2019) donde proponen un solver multi-escala para simular un

flujo viscoelástico.

Otra fabulosa opción que ofrece Open∇FOAM® es el uso de solvers multifásicos. Por

dar un ejemplo, Westermaier y Kowalczyk (2020) comparte su ensamble para simular

flujos multifásicos en su art́ıculo sobre flujos no newtonianos, la libreŕıa se llama

compressibleInterFoam.

La creatividad y la evolución de los cálculos en Open∇FOAM® son sorprendentes, para

mencionar se tiene el art́ıculo de Mangani, Buchmayr, Darwish y Moukalled (2017)

sobre transferencia de calor, donde propone un ensamble con la formulación arbitraŕıa

euleriana-lagrangiana para simular un fluido turbulento, utiliza el modelo de turbulencia

K−ω SST y formula la discretización del mallado haciendo uso de libreŕıas ya existentes

en Open∇FOAM®.

Para fortalecer la confianza en el uso de Open∇FOAM®, muchos autores han tratado

de comparar sus resultados con otros software disponibles, para citar un ejemplo,

Welahettige y Vaagsaether (2018) en su investigación sobre flujos compresibles en un

mezclador, compara sus resultados obtenidos en Open∇FOAM® con los resultados

obtenidos en ANSYS FLUENT. Logra obtener gráficos en ParaView muy parecidos a

los obtenidos en FLUENT.

Peña Garćıa (2017) en su investigación implementa Open∇FOAM® para simular numéri-
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camente un sistema de propulsión. Para el mallado en tres dimensiones, utiliza la libreŕıa

snappyHexMesh y el solver pimpleDyMFoam para completar la simulación.

En el campo de la Ingenieŕıa costera, en su art́ıculo Li, Wang, Yan, Gong y Ma (2018)

presentan su simulación de ondas (olas del mar) inducidas por flujo de corriente haciendo

uso dé Open∇FOAM®. Aproxima la solución de las ecuaciones de Navier-Stokes por

medio de un modelo cuasi arbitrario euleriano-Lagrangiano de elementos finitos QALE-

FEM (Quasi-Arbitrary Lagrangian Eulerian Finite Element Method). El

solver implementado es interDyMFoam a la vez que implementa un mallado dinámico

para simular el oleaje.

En la simulación de un flujo de gas (Jet), Epikhin, Kraposhin y Vatutin (2019) imple-

mentan en su art́ıculo las siguientes libreŕıas de Open∇FOAM®, pimpleCentralFoam,

dbnsTurbFoam, QGDFoam, y libAcoustic.

Para simular flujos multifásicos, Open∇FOAM® cuenta con una libreŕıa llamada mul-

tiphaseEulerFoam. Ejemplo de esto se puede apreciar en el trabajo de F.Tocci (2016),

donde simula un flujo de gas-ĺıquido por una tubeŕıa vertical haciendo uso de un enfoque

completamente euleriano del fluido junto con el método de volúmenes fraccionados

(VOF).

En la industria minera se necesita muchas veces trasladar flujos con lodos o part́ıculas

suspendidas, se puede utilizar Open∇FOAM® para simular flujos de este tipo (Slurry

Flows). Por citar un caso, en el art́ıculo de Schouten, Keetels y van Rhee (2019)

donde implementan la libreŕıa TwoPhaseEulerFoam para simular el flujo con part́ıculas

suspendidas.

Otra simulación que puede realizarse en Open∇FOAM® es sobre ondas explosivas o

de propagación. Mediante el solver rhoCentralFoam para simular las ondas expansivas

(Blast Waves), en su trabajo Elaskar (2019), simula ondas de choque debido a explosiones
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de Sedov.

Rad (2019) y Nguyen y Indraratna (2020) en su libro presentan una recopilación de

muchas aplicaciones de Open∇FOAM® y la variedad de solvers, ensambles, mallados,

libreŕıas y extensiones disponibles en los distintos campos donde las Ecuaciones de

Navier-Stokes tienen protagonismo, entre ellos la Mecánica de suelos y la Hidrogeoloǵıa.

En el modelado de flujos en turbinas, se ha implementado Open∇FOAM® para simular

turbinas de viento en tres dimensiones y turbinas con flujos multifásicos (Nuernberg &

Tao, 2018; Y. Zhang, Deng & Wang, 2019).
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3.4.1 Diseño de geometŕıa y mallado del problema

Los tipos de discretización más importantes en el uso de técnicas CFD, según Ansorge

(2005) son:

El enfoque empleado en un mallado haciendo uso del método de los elementos finitos

FEM (Finite Element Method).

El enfoque empleado en un mallado haciendo uso del método de los volúmenes finitos

FVM (Finite Volume Method).

El enfoque empleado en un mallado haciendo uso del método de las diferencias finitas

FDM (Finite Difference Method)

La mallas (Grids) se pueden clasificar en dos grandes grupos, mallas estructuradas, donde

los elementos son regulares y se ajustan a la geometŕıa del problema y para problemas

con geometŕıas complejas, se implementan mallas no Estructuradas, donde con la ayuda de

software CAD (Computer-Aided Design) se utilizan distintos tipos de geometŕıas en

los elementos de la malla, por ejemplo, uso de triángulos y cuadriláteros dependiendo la

complejidad del problema, también dependiendo del tipo de acople de las ecuaciones, las

mallas pueden ser mallas escalonadas (Y. Wang, 2015) o mallas co-localizadas (Ansorge, 2005,

Página 151, 152). Las mallas escalonadas se diferencian de las mallas co-localizadas en el

almacenamiento de valores escalares en los nodos, en un acople escalonado se tiene un grupo

de nodos para almacenar cantidades de campos escalares del flujo por volumen de control y

otro grupo de nodos que son en śı los que definen la geometŕıa del problema para el cálculo

de los campos de velocidades. En la malla co-localizada no se necesita guardar los valores de

cantidades escalares por separado.
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3.4.2 Proceso de diseño y construcción de mallados para un problema en espećıfico

Cuando el proceso de discretizado está completo se procede a construir la malla para la

solución del problema, en este caso se utilizan programas como ser Blenderr 1 que ofrecen

un espacio idóneo y especializado para configurar y diseñar la geometŕıa del problema. En

este caso nos interesan flujos masivos por gravedad que se pueden encontrar en una represa

hidroeléctrica. Primero se creará el mallado con algún software disponible y adecuado para

diseñar o modelar la pieza que pudiera encontrarse en el sistema hidráulico. Por ejemplo, un

flujo por gravedad con presión dentro de una tubeŕıa de alimentación a una turbina.

Figure 3.15. Diseño de las mallas en Blenderr

1Para más información visite https://www.blender.org/
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3.4.3 Uso de libreŕıas de OpenFOAM y su estructura

La documentación de Open∇FOAM® se encuentra en el siguiente sitio web https://www.

openfoam.com/documentation/guides/latest/doc/index.html. Las siguientes libreŕıas pueden

ser implementadas para simular el flujo por gravedad hacia una turbina, entre otras obras

hidráulicas encontradas en una represa:

1. IcoFoam: Es un solver para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes para un flujo

incompresible, véase para más detalle https://www.openfoam.com/documentation/

guides/latest/doc/guide-applications-solvers-incompressible-icoFoam.html

2. HopeFoam: Es un solver que implementa el método de Galerkin discontinuo para

resolver las ecuaciones de Navier-Stokes, revise el siguiente enlace para más información

https://github.com/HopeFOAM/HopeFOAM.

3. +dsmcFoam: Es un solver que implementa la integral de Monte Carlo para resolver las

ecuaciones de Navier-Stokes, sobre la documentación e información disponible del solver,

véase https://www.openfoam.com/documentation/guides/latest/api/dsmcFoam 8C.

html

4. fft: Es un solver que implementa la transformada rápida de Fourier, aqúı se puede

ver más información sobre la libreŕıa en Open∇FOAM® https://www.openfoam.com/

documentation/guides/latest/api/classFoam 1 1fft.html

Estas libreŕıas pueden ser implementadas para simular cierto flujo a través de cierta

geometŕıa. Estos mallados pueden ser diseñados en un software CAD y luego renderiza-

dos y discretizados en Blender o cualquier otro software disponible. Por último, se utiliza

Open∇FOAM® para crear los archivos de post-procesados. Con esto se pasará a la siguiente

parte del proceso de simulación, animación y renderizado en ParaV iewr.
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3.4.4 Uso de ParaView con OpenFOAM

ParaV iewr es un software multiplataforma utilizado para visualizar archivos de datos,

es decir, renderizar una simulación numérica implementando los archivos de post-procesados,

en este caso los cálculos realizados por medio dé Open∇FOAM®. Para más información sobre

el uso de ParaView, véase https://www.paraview.org/.

3.4.5 Programación en OpenFOAM

El proceso de programación en Open∇FOAM® se realiza en lenguaje de programación

C++. OpenFOAM contiene un conjunto de clases que permiten escribir las ecuaciones de

una manera pseudo-matemática. Por ejemplo, si se quiere escribir la siguiente ecuación en

Open∇FOAM®:
∂(V)
∂t

+ 1
2∇ · (VV) = ν∇ · V 2 (3.80)

Se implementaŕıan las siguientes clases para escribirla:

fvVectorMatrix UEqn

(

fvm::ddt(V)

+ 0.5*fvm::div(phi, V)

- fvm::laplacian(nu, V)

);

UEqn.solve();

Se puede mencionar ahora algunas clases implementadas en Open∇FOAM®:

Label, Scalar, dimensionedScalar, Vector

Storage Classes

GeometricField, Time, database
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Si se quisiera escribir un bucle para resolver y graficar la ecuación, se haŕıa de la siguiente

manera 2:

while (runTime.loop())

{

Info << "Time = " << runTime.timeName() << nl << endl;

#include "CourantNo.H"

fvVectorMatrix UEqn

(

fvm::ddt(U)

+ 0.5*fvm::div(phi, U)

- fvm::laplacian(nu, U)

);

UEqn.solve();

U.correctBoundaryConditions();

phi = (fvc::interpolate(U) & mesh.Sf());

runTime.write();

Info<< "ExecutionTime = " << runTime.elapsedCpuTime() << " s"

<< " ClockTime = " << runTime.elapsedClockTime() << " s"

<< nl << endl;

}

2Revise : https://wiki.openfoam.com/Programming
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3.5 Formulación de ensambles en Open∇FOAM®

3.5.1 Método de Monte Carlo en OpenFOAM

Se formulará un ensamble usando el modelo de turbulencia K − ε. Se usará la escala

para flujos eulerianos. Se propondrá una formulación débil para resolver el problema usando

una discretización con el método de volúmenes finitos acoplado con el método de la integral

Monte Carlo, un ejemplo del método de Monte Carlo aplicado al CFD es en la simulación

de flujos multifásicos (White y col., 2018). Al aplicar el escalamiento apropiado, se logra

encontrar una forma asintóticamente equivalente de las ecuaciones de promedio temporal

(RANS), esto es:

∂ui
∗

∂t∗
+ ui

∗∂uj
∗

∂xi∗
= 1
Re2

ρ2gL3

µ2 fi
∗ + ∂

∂xi∗

[
−p∗δij + 1

Re

(
∂uj
∂xi∗

+ ∂ui
∂xj∗

)
− ui′uj ′

∗
]

(3.81)

Para un número de Reynolds alto, es decir, Re→∞, la ecuación 3.81 pierde algunos términos,

quedando entonces:
∂ui
∗

∂t∗
+ uj

∗ ∂ui
∗

∂xj∗
= ∂

∂xi∗

[
−p∗δij − ui′uj ′

∗] (3.82)

A esta ecuación se le aplica el método de los volúmenes finitos, para esto, se expresa la

ecuación en su forma diferencial y también a la vez se integra para un volumen de control.

Esto se plantea aśı:

∫ V

0
ρ
∂U
∗

∂t∗
dV +

∫ V

0
ρ∇ · (U∗U∗ − σ∗)dV = −

∫ V

0
ρ∇p∗dV (3.83)

Donde σ representa el esfuerzo de Reynolds y U∗ representa el campo de velocidades escalado

para un flujo euleriano. Se utiliza el teorema de integrales de la divergencia, con esto se llega

a esto: ∫ V

0
ρ
∂U
∗

∂t∗
dV +

∫ S

0
ρ(U∗U∗ − σ∗) · dA = −

∫ V

0
ρ∇p∗dV (3.84)
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A la vez también se formula la integral para la ecuación de continuidad, con esto el método

de los volúmenes finitos queda aplicado:

∫ V

0
ρ∇ · U∗dV = 0∫ V

0
ρ
∂U
∗

∂t∗
dV +

∫ S

0
ρ(U∗U∗ − σ∗) · dA = −

∫ V

0
ρ∇p∗dV

(3.85)

Se formula ahora la forma débil para cada término en cada una de las ecuaciones 3.85. Para
ello se escribe la integral como una suma, cada derivada se escribe como una expresión de
diferencias finitas. Se utiliza el teorema integral de la divergencia en la ecuación de continuidad:

N∑
l=1

ρ(u∗i,l · ni,l)∆Ai,l = 0

ρ

(
u∗i,l+1 − u∗i,l

∆t∗

)
∆V +

N∑
l=1

N∑
m=1

ρ
[
(u∗i,l · u∗i,m − σi,l,m∗) · ni,l

]
∆Ai,l = −ρ

(
p∗i,l+1 − p∗i,l

∆x∗
)

∆V

(3.86)

Todo lo anterior es válido para un volumen de control i, de la dirección l y la dirección m, x∗

representa la distancia que separa las caras del volumen de control. Para generar los valores

de presión, se acopla la siguiente ecuación:

u∗i,l+1 = u∗i,l + (p∗i,l+1 − p∗i,l)
∆t∗
∆x∗ (3.87)

La expresión 3.87 acopla el campo de presión con el campo de la velocidad, generando los

valores de presión en cada volumen de control. Por último se formulan los esfuerzos de

Reynolds σ, estos esfuerzos se acoplan de la siguiente manera:

σ∗ =
(

1 + µt
µ

)(
∇U∗ +∇U∗T

)
− 2

3K
∗I

µt =Cµρ
K∗2

ε∗

(3.88)
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Usando notación de ı́ndice, ahora se reescriben los esfuerzos, esto es:

σ∗i,l,m =
(

1 + µt
µ

)(∂u∗i,l
∂x∗m

+
∂u∗i,m
∂xl∗

)
− 2

3Ki,l
∗
δlm (3.89)

Para integrar los esfuerzos en las ecuaciones 3.86, se sustituyen las derivadas en sus formas

de diferencias o su forma débil, de lo cual se obtiene lo siguiente:

σ∗i,l,m =
(

1 + Cµρ
Ki,l

2

µεi,l

)(
u∗i,l+1 − u∗i,l

∆x∗m
+
u∗i,m+1 − u∗i,m

∆x∗l

)
− 2

3K
∗
i,lδlm (3.90)

Donde K es la enerǵıa cinética debido a la turbulencia y ε es la tasa de disipación de

enerǵıa. Para cerrar el problema se añaden las ecuaciones para K y ε:

∂(ρK)
∂t

+∇ ·
(
UρK

)
−∇ ·

[(
µ+ µt

σK

)
∇K

]
= µtGK − ρε

∂(ρε)
∂t

+∇ ·
(
Uρε

)
−∇ ·

[(
µ+ µt

σε

)
∇ε
]

= C1ε
ε

K
µtGK − C2ερ

ε2

K

(3.91)

Con esto, ya todo está acoplado y listo para por fin aplicar métodos de Monte Carlo.

Primero se integran las ecuaciones 3.91 para un volumen de control en su forma adimensional

o escalada(Baker, 2014):

∫
V

ρ
∂K

∗

∂t∗
dV +

∫
V

ρ∇ ·
(
U

∗
K

∗
)
dV −

∫
V

ρ

Pe
∇ ·
[(

1 +
µt

σKµ

)
∇K∗

]
dV =

∫
V

ρµtGKdV −

∫
V

ρε
∗
dV∫

V

ρ
∂ε∗

∂t∗
dV +

∫
V

ρ∇ ·
(
U

∗
ε

∗
)
dV −

∫
V

ρ

Pe
∇ ·
[(

1 +
µt

σεµ

)
∇ε∗
]
dV =

∫
V

ρC1ε
ε

K
∗ µtGKdV −

∫
V

C2ερ
ε2

K
dV

(3.92)

Ahora se plantea la integral del Monte Carlo para los términos del lado derecho de las

ecuaciones anteriores, se evalúa el número de Péclet cuando Pe → ∞. Se usa el teorema
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integral de la divergencia y se formula la integral de Monte Carlo:

ρ

(
Ki,l+1 −Ki,l

∆t

)
∆V +

N∑
l=1

(
u∗i,lKi.l · ni,l

)
∆Ai,l = ρ

N ′

N
Max(µtGk)∆V − ρN

′

N
Max(ε)∆V

ρ

(
εi,l+1 − εi,l

∆t

)
∆V +

N∑
l=1

ρ
(
u∗i,lεi,l · ni,l

)
∆Ai,l = ρC1εµt

N ′

N
Max(H)∆V − ρC2ε

N ′

N
Max(J)∆V

(3.93)

Se implementa la integral de Monte Carlo (Véase 8) para resolver las integrales del lado derecho

en cada ecuación diferencial parcial en 3.91, se formula una distribución para los valores K, ε, GK ,

H y J . El muestreo consiste en N eventos de los cuales N ′ son los que satisfacen la condición. Para

un mallado estructurado (BlockMesh de Open∇FOAM®), las ecuaciones 3.86, 3.93, 3.90, 3.87 son

las ecuaciones del ensamble propuesto. La distribución para las variables mencionadas anteriormente,

son valores aleatorios generados por una distribución de probabilidad, estas son las siguientes:

u′i,n = ∆Xi,n/∆t

Ki,n = 1
2u
′
i,nu

′
i +Ki−1,n

εi,n = f(Ki,n) + εi−1,n

Hi,n = h(Ki,n, εi,n) ≤ εi,n
Ki,n

GK

Ji,n = g(Ki,n, εi,n) ≤
ε2
i,n

Ki,n

GK =
∥∥∥∇U +∇UT

∥∥∥ ≥ 0 (Es el determinante del Tensor)

(3.94)

Donde f , g, y h son distribuciones de probabilidades, dan como valores de salida, los valores

esperados para ε, H y J . La simulación de la enerǵıa cinética turbulenta funciona de la siguiente

manera, para cada volumen de control i, se calcula la enerǵıa cinética Ki, esto se logra obteniendo

la variación de la velocidad, calculando el cambio de desplazamiento ∆Xi dentro del volumen de

control i, usando dos posiciones aleatorias dentro del volumen de control para cierto ∆t. Se calculan

los valores para Hi, Ji, y GK . Los valores que no satisfacen la condición se excluyen y luego se
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contabilizan los que si llenaron el requerimiento (N ′). Por último se calculan los valores promedio:

Ki = 1
N

N∑
n=1

Ki,n

εi = 1
N

N∑
n=1

εi,n

Max(Hi) = 1
N

N∑
n=1

Hi,n + ∆H

Max(Ji) = 1
N

N∑
n=1

Ji,n + ∆J

(3.95)

Para finalizar el ensamble, se formula la ecuación matricial, las incógnitas a encontrar son ui,l+1,

Ki,l+1, εi,l+1, pi,l+1, y ui,m+1, son diferencias progresivas (Upwind Scheme), se usán las libreŕıas de

Open∇FOAM® para simular un flujo con cierta geometŕıa. El proceso consiste en calibrar el solver

para las ecuaciones encontradas, esto se logra modificando las carpetas de la simulación, la libreŕıa

se llama +dsmcFoam (Véase 11).

Con esto se finaliza la formulación del ensamble haciendo uso del método de Monte Carlo
3. Véase ahora otro ensamble más interesante, haciendo uso del FEM y transformada de

Fourier.

3Para más detalles véase https://www.openfoam.com/documentation/guides/latest/api/dsmcFoam 8C
source.html
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3.5.2 Método de transformada rápida de Fourier en OpenFOAM

Se formulará un ensamble usando el modelo de turbulencia K − ω. Se usará una

escala para flujos eulerianos. Se resolverá el problema usando una discretización basada en

el método de Galerkin discontinuo acoplado con transformada rápida de Fourier. El uso de

la transformada rápida de Fourier queda relegado a la aplicación de métodos espectrales.

También para algunos flujos incompresibles se implementa la transformada rápida de Fourier

para acelerar la convergencia usando técnicas de programación en paralelo (Costarelli, Paz,

Dalcin & Storti, 2011). Se inicia el ensamble haciendo mención de la ecuación 3.82, junto con

la ecuación de continuidad y las ecuaciones del modelado de turbulencia K − ω:

∇ · U∗ = 0

∂U
∗

∂t∗
+∇ · (U∗U∗ − σ∗) = −∇p∗

∂ω∗

∂t∗
+∇ · U∗ω∗ − α

[
ω∗

K∗
σ∗ij
∂u∗i
∂x∗j

]
+ γω∗2 = 0

∂K∗

∂t∗
+∇ · U∗K∗ − σ∗ij

∂u∗i
∂x∗j

= 0

σ∗ij =
(

1 + µt
µ

)(
∂u∗i
∂x∗j

+
∂u∗j
∂x∗i

)
− 2

3K
∗δij

µt = Cµρ
K

ω

(3.96)

Donde todas las ecuaciones han sido escaladas para un flujo euleriano y acopladas para

reducir el número de ecuaciones. Se procede ahora a usar la transformada de Fourier en el

sistema de ecuaciones diferenciales parciales:

F

{
∂ui
∗

∂xj∗

}
= 0

F

{
∂ui
∗

∂t∗
+ uj

∗ ∂ui
∗

∂xj∗

}
= F

{
∂

∂xi∗

[
−p∗δij −

(
1 + Cµ

K∗

ω∗µ

)(
∂u∗i
∂x∗j

+
∂u∗j
∂x∗i

)
− 2

3K
∗δij

]}

F

{
∂ω∗

∂t∗
+ u∗i

∂ω∗

∂x∗i
− α ω

∗

K∗

[
∂K∗

∂t∗
+ u∗i

∂K∗

∂x∗i

]
+ γω∗2

}
= 0

(3.97)

121



La transformada de las ecuaciones diferenciales seŕıa:

ihi · F
{
ui

∗
}

= 0

∂

∂t∗
F
{
ui

∗
}

+ ihi · F
{
ui

∗
uj

∗
}
− F

{
ui

∗ ∂uj
∗

∂x∗
j

}
=

−ihi · F
{
pi

∗
}

+

[
F

{
∂

∂xi
∗

(
1 + Cµ

K∗

ω∗µ

)(
∂u∗
i

∂x∗
j

+
∂u∗
j

∂x∗
i

)}
− ihi ·

2
3
F
{
K

∗
}
δij

]
F

{
∂ω∗

∂t∗
+ u

∗
i

∂ω∗

∂x∗
i

− α
ω∗

K∗

[
∂K∗

∂t∗
+ u

∗
i

∂K∗

∂x∗
i

]
+ γω

∗2
}

= 0

(3.98)

Se procederá a dar un tratamiento especial a la siguiente transformada:

F

{
∂

∂xi∗

(
1 + Cµ

K∗

ω∗µ

)(
∂u∗i
∂x∗j

+
∂u∗j
∂x∗i

)}
(3.99)

Primero se aproximará el término Cµ
K∗

ω∗µ
. Sea K∗ ≈ ui

∗2, y ω ≈ ui
∗/β. Se agrupan las

constantes y se obtiene lo que sigue a continuación:

Cµ
K∗

ω∗µ
≈ β · ui∗, Si β = Cµβ

µ
(3.100)

Tomamos el término 3.99, se aplica la derivada del producto, y se aproxima el resultado

usando 3.100:

β
∂ui
∗

∂xi∗

(
∂u∗i
∂x∗j

+
∂u∗j
∂x∗i

)
+ β

∗
u∗i

(
∂2u∗i
∂x∗j

2 + ∂2u∗i
∂x∗i∂x

∗
j

)
+
(
∂2u∗i
∂x∗j

2 + ∂2u∗i
∂x∗i∂x

∗
j

)
(3.101)

Se procede a calcular la transformada de Fourier término a término, haciendo β = 1, se

cancelan algunos términos, quedando:

ihiF

{
ui
∗∂uj

∗

∂xi∗

}
+ F

{
uj
∗∂

2u∗i
∂x∗i

2

}
− hihjF {ui∗} =

−ihiF
{
ui
∗∂uj

∗

∂xj∗

}
− h2

iF {ui∗uj∗}+ F

{
uj
∗∂

2u∗i
∂x∗i

2

}
− hihjF {ui∗}

(3.102)

Un procedimiento similar se hace en la tercera ecuación en 3.98, el término con la constante

α, desaparece por la suposición de que el flujo es euleriano (número de Reynolds alto, es
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decir, Re→∞) y queda:

F

{
∂ω∗

∂t∗
+ u∗i

∂ω∗

∂x∗i
+ γω∗2

}
= 0

∂

∂t∗
F {ω∗}+ ihi · F {ω∗ui∗} − F

{
ω∗
∂ui
∗

∂xi∗

}
= −γF

{
ω∗2

} (3.103)

Una vez finalizado el proceso de expresar el sistema de ecuaciones diferenciales en el espacio

espectral, se utiliza la transformada discreta de Fourier para aproximar los valores de ui,

ω, K, y pi. Para ello se implementa el método de elemento finito de Galerkin discontinuo,

se escoge un espacio de prueba, usando polinomios ortogonales (Véase 10). Se suavizan las

transformadas usando interpolaciones de polinomios ortogonales, el sistema de ecuaciones

diferenciales ahora solo contiene derivadas temporales. Open∇FOAM® ofrece una libreŕıa para

realizar una simulación con métodos espectrales, es la libreŕıa fft (Véase 11), una vez suavizado

el sistema de ecuaciones diferenciales parciales, es decir, haber encontrado la formulación débil

del sistema de ecuaciones diferenciales parciales y entonces haber encontrado la aproximación

de la solución, se calcula la transformada inversa, este método espectral es bien conocido

como Fourier- Galerkin (Véase 9).

Con este ensamble finaliza la sección del proceso de ensamble y modelado asintótico 4.

Ahora se usará Open∇FOAM® con diferentes ensambles para generar archivos post-procesados,

todo para una misma geometŕıa. Por último, se procederá a comparar y a comentar sobre

cada gráfico renderizado en ParaView.

4Para más detalles sobre la clase de Open∇FOAM® antes mencionada, puede visitar https://www.
openfoam.com/documentation/guides/latest/api/fft 8H source.html
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4. RESULTADOS

4.1 Definición del problema de transporte de fluidos

En esta sección se presentarán los resultados obtenidos de distintas simulaciones reali-

zadas en Open∇FOAM® y renderizadas en ParaView. Al principio de esta investigación se

contextualizó el problema de transporte de flujos en una represa hidroeléctrica. Se procederá

a localizar la sección de tubeŕıa que se quiere modelar y diseñar que forma parte de la represa.

Una represa es una estructura que fue diseñada para retener un flujo de agua, ya sea

un ŕıo, aśı como se muestra en la figura 4.1. El flujo de agua que se logra retener se utiliza

para producir enerǵıa eléctrica haciendo uso de una turbina. Partiendo de esto, el agua del

embalse debe transportarse de tal manera que la enerǵıa mecánica del flujo pueda convertirse

en enerǵıa eléctrica. Debe diseñarse este conducto con las dimensiones correctas para el buen

funcionamiento de la turbina.

Figure 4.1. Represa hidroeléctrica Chief Joseph, véase más en
https://en.wikipedia.org/wiki/Chief Joseph Dam
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El flujo que se quiere transportar seŕıa entonces:

(i) Es un flujo por gravedad y con gran volumen o caudal.

(ii) Es un flujo euleriano, ya que adquiere gran velocidad. Debe considerarse un modelo de

turbulencia apropiado.

(iii) Es un flujo con transiente de presión, es decir, la presión aumenta a medida el flujo

avanza por el conducto. La presión es distinta de cero en la frontera. Se debe prevenir

el golpe ariete (Water Hammer) a la turbina para evitar daños.

(iv) Las dimensiones de la tubeŕıa (diámetros, longitudes y conexiones) deben ser tales que

el flujo sea manejable y permita el buen funcionamiento de la turbina.

El esquema constructivo interno de la turbina es el siguiente. El peso del agua en el

embalse genera una presión hidrostática en el inicio del tramo de tubeŕıa, aśı que al inicio

se puede tener un diámetro lo suficientemente grande para prevenir aplastamientos en la

compuerta, el diámetro se va reduciendo a medida se acerca a la turbina. Véase la figura 4.2

para entender mejor lo dicho anteriormente:

Figure 4.2. Corte constructivo de la tubeŕıa de alimentación para una turbina Kaplan
(Yaseen y col., 2020, Página 12)

125



4.2 Configuración de la simulación usando similitud dinámica

El objetivo principal de simular el flujo hacia la turbina, para ello se utiliza un modelo a

escala que tenga la similitud dinámica con el problema a resolver. Esto con el fin de ahorrar

costo computacional. Al ser también una tubeŕıa ciĺındrica, se aprovecha la simetŕıa existente

del problema, puede simularse en solo dos dimensiones. El modelo a escala debe tener las

mismas condiciones de frontera que el problema original. Una vez importados los archivos

que definen la geometŕıa del problema, se definen en ParaView las condiciones de frontera.

Se calibra el solver para ajustarlo al flujo descrito en la sección anterior. Por último se crean

los archivos de post-procesados en Open∇FOAM® y luego se renderizan en ParaView.

4.2.1 Primera simulación

Para la primera simulación se implementó la libreŕıa simpleFoam 1. Es una libreŕıa

disponible para flujos incompresibles, bajo la carpeta pipeCycle. La libreŕıa utiliza el modelo

de turbulencia K − ε realizable. Para la geometŕıa y mallado del problema se implementó el

software libre Salome 9.9 2. La geometŕıa consiste en un modelo que involucra dos diámetros

diferentes en la entrada y salida del flujo (inlet y outlet respectivamente), algo parecido a un

cono truncado (Véase 1.1). Véase la figura 4.3 para ver la consola de Salome 9.9, el archivo de

mallado (Mesh.unv) se exporta y se copia en la carpeta de simulación. se utiliza el comando

ideasUnvToFoam para convertirlo en un mallado con extensión que pueda utilizarse en

Open∇FOAM®. La figura 4.4 muestra el archivo case.foam renderizado luego de la simulación.

Para usar Open∇FOAM® en sistema operativo Windows se usa el Kernel de Linux/Ubuntu

disponible para usuarios wsl2 en Windows 10. Para ejecutar la simulación se debe calibrar el

solver, para ello se debe cambiar y editar los archivos que se contengan en las carpetas de

simulación. Para realizar esta tarea, puede usar un editor como ser notepad c++3. Se mostrará

los cambios realizados en las carpetas colocando las clases y valores correspondientes a la
1Véase más https://www.openfoam.com/documentation/guides/latest/doc/index.html
2Véase en https://www.salome-platform.org/
3Véase más en https://notepad-plus-plus.org/
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simulación en cuestión, por último se mostrarán los gráficos 3D renderizados en ParaView.

Figure 4.3. IDE de la consola Salome 9.9 para eleborar mallados que puedan ser usados en
Open∇FOAM®

Figure 4.4. Geometŕıa exportada exitosamente de Salomé a Open∇FOAM® y renderizada en
ParaView
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Figure 4.5. Cálculos realizados durante la simulación con el solver simpleFoam

Primero se calibra la carpeta 0, Véase la figura 4.7, los cambios se realizan teniendo el

cuidado de llamar a la clase dentro del código fuente de Open∇FOAM®:

Figure 4.6. Se modifican las carpetas y se reescriben los archivos encontrados en ellas.
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Figure 4.7. Para editar los archivos se usa Notepad C++.

El diagrama de velocidades y presiones son los siguientes. El diagrama de presiones 4.8

muestra en el diámetro mayor (en rojo) una presión inicial debido a la presión hidrostática

de la represa y en la abertura menor (en azul) una presión nula, debido a que el flujo sale a

un canal, esto con el fin de prevenir un golpe ariete. El flujo se mueve del diámetro mayor

hacia el menor.

Para el diagrama de velocidades 4.9, en el diámetro mayor (en azul) se observa una

velocidad cero, ya que el movimiento del agua parte del reposo y en el diámetro menor (en

Rojo) se obtiene la velocidad al final del conducto hacia el canal. Se puede observar como el

efecto de la turbulencia puede apreciarse en las paredes del conducto. Ahora se procederá

a simular un flujo con la misma geometŕıa y las mismas condiciones de frontera. Esta vez

usando una libreŕıa diferente con algoritmos para el cálculo del campo presiones diferente al

utilizado anteriormente.
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Figure 4.8. Diagrama del campo de presiones.

Figure 4.9. Diagrama del campo de velocidades.
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4.2.2 Segunda simulación

Para esta simulación se pretende usar la libreŕıa pisoFoam. Se caracteriza por el uso

del algoritmo PISO para el cálculo de presiones. Implementa el modelo de turbulencia

K − ε 4 para simular la turbulencia. Se utilizó la misma configuración que en la simulación

anterior, se realizaron los ajustes en el archivo controlDict de la carpeta system dentro de las

carpetas de la simulación. Pudo observarse que el cálculo es mayor y le tomo más tiempo al

procesador encontrar los campos. La libreŕıa pisoFoam no solo calcula los campos de presiones

y velocidades, también campo de vorticidades, campos unidireccionales y aceleraciones, para

la simulación estos fueron los resultados, véase la figura 4.10:

Figure 4.10. Ventana en Windows de la ĺınea de comando en Ubuntu para la simulación con
pisoFoam.

Ahora se revisará y mostrará cada diagrama renderizado en ParaView. Se pondrá más

atención a los siguientes gráficos en 3D: vorticidades, presiones, velocidades en la dirección

del flujo, aceleraciones.
4Véase https://www.openfoam.com/documentation/guides/latest/man/pisoFoam.html
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Figure 4.11. Diagrama del campo de presiones con pisoFoam.

Figure 4.12. Diagrama del campo de velocidades en la dirección del flujo con pisoFoam.
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Figure 4.13. Diagrama de vorticidades en la sección transversal del flujo con pisoFoam.

Figure 4.14. Diagrama de aceleraciones en la dirección del flujo con pisoFoam.

Puede apreciarse un parecido con el resultado anterior obtenido en la simulación con

simpleFoam, esto tiene sentido porque es el mismo problema resuelto con diferentes métodos
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de cálculo. Puede apreciarse que en los gráficos de vorticidades y aceleraciones, los esfuerzos

debido al movimiento del flujo se dan en la capa ĺımite, es decir, en la pared del conducto

como se esperaba. Con esto se termina la sección de simulaciones y gráficos en 3D con

Open∇FOAM® y ParaView. Los esfuerzos viscosos en la capa ĺımite son mayores a medida

se acercan al diámetro de menor tamaño. La vorticidad incrementa en el fondo del conducto

debido al cambio de presión que experimenta el flujo a medida avanza hacia el diámetro más

pequeño. Es posible observar que los esfuerzos para una razón de diámetros en el reductor

1:2, y con una reducción de presión del 50 % de la presión inicial, la pieza no experimenta

daños o no es sometida a esfuerzos considerables, esto quiere decir que la profundidad del

desplante en la válvula de control en el embalse debe ser tal que la pieza experimente dicho

cambio de presión, usando la razón de diámetros antes mencionada. Esto también muestra

donde la pieza debe ser reforzada o llevar un material más adecuado. Si la capa ĺımite hubiera

sido más gruesa y se hubieran visto zonas en rojo, quiere decir que la razón de diámetros en

el reductor o la profundidad de la válvula de control no son las adecuadas, se dan esfuerzos

viscosos muy intensos que pudieran dañar la pieza. En resumen, los parámetros de diseño

que se definen a partir de la simulación son:

1. Profundidad de la válvula de control: La presión hidrostática inicial está definida

por esta longitud.

2. Diámetros en el reductor: La razón de los diámetros define las velocidades de

entrada y salida en la pieza, si la vorticidad no es controlada, los esfuerzos viscosos en

el diámetro de menor tamaño podŕıan ser considerables.

3. Tipo de material y espesor de la pieza: Si el espesor de la capa ĺımite es demasiado

pronunciado, entonces la pieza debe reforzarse en las regiones con mayor presencia de

esfuerzos viscosos debido a la turbulencia.
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5. DISCUSIÓN

En esta sección se discutirán algunos detalles que pueden deducirse de los resultados de

las simulaciones realizadas en Open∇FOAM®. El objetivo de simular es poder ofrecer diseños

coherentes y precisos que se adapten a las necesidades del problema de transporte. En este

caso se deben diseñar los siguientes elementos de la tubeŕıa que alimentan a la turbina:

Profundidad de la apertura medida desde el nivel del embalse (Intake pipe).

Apertura de la compuerta en el embalse (Intake pipe and Control Gate).

longitud del tramo desde la apertura hasta la tubeŕıa de alimentación a la turbina

(Penstock).

Posición de las chimeneas de equilibrio y válvulas de control.

La relación de diámetros y la razón de cambio de ellos, es decir, con qué frecuencia se

irá reduciendo el diámetro.

Figure 5.1. Elementos constructivos de una represa hidroeléctrica
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En las simulaciones se reprodujo un cambio de diámetro entre tubeŕıas de presión. En el

primer diámetro, el flujo entra desde el embalse con una presión hidrostática inicial. En el

trayecto hacia la turbina el diámetro se reduce de tal manera que se ajuste al diseño de la

turbina. En este punto normalmente se coloca una estructura de control que permite regular

los cambios de presión, el peligro latente en este caso es el golpe de ariete debido al transiente

de presión, esta presión debe liberarse y esto se logra colocando chimeneas de control en

puntos estratégicos del sistema de tubeŕıas, también pueden construirse canales, si estos son

superficiales.

Figure 5.2. Elementos hidráulicos dentro del esquema constructivo de la represa

Lograr la simulación tomando en cuenta estos elementos permite colocar los materiales y

tomar las medidas necesarias para lograr el funcionamiento correcto de la turbina. Partiendo

de la ecuación de enerǵıa de los principios de conservación, se logra obtener una ecuación

muy práctica que es llamada la ecuación de Bernoulli:

Z1 + V 2
1

2g + P1

gρ
= Z2 + V 2

2
2g + P2

gρ
+Hf (5.1)
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También hay otra ecuación que surge de la ecuación de continuidad de los principios de

conservación, es la ecuación siguiente:

A1V1 = A2V2 (5.2)

Donde Zi representa las cotas de elevación, Vi representa las velocidades en cada diámetro,

Pi representa las presiones, Ai representa las áreas de sección transversal en las tubeŕıas

y Hf = C1
2g V

2 es la perdida de altura piezométrica (2.77). Usando notación vectorial e

introduciendo escalamiento múltiple a las ecuaciones 5.2 y 5.1, se obtiene lo que sigue:

ρg∇Z +∇P = −
[
C1 + 1−

(
A2

A1

)2] ρ
2 〈V, V 〉

2gρ2L3

Re2µ2 ∇Z
∗ + 2∇P ∗ = β 〈V ∗, V ∗〉

(5.3)

Donde β = −
[
C1 + 1−

(
A2
A1

)2
]

y 〈V, V 〉 = V 2, L es la longitud del tramo de tubeŕıa. Con

este escalamiento se puede relacionar el número de Reynolds, los diámetros de tubeŕıa y

la presión. De esta forma se puede obtener la razón de los diámetros para el diseño. La

simulación tiene un papel de ser una ayuda visual para el diseñador, para poder elegir la

mejor geometŕıa para su diseño, de ella se puede extraer los gradientes de presión y velocidad,

también se pueden apreciar las áreas con mayor vorticidad y con presencia de esfuerzos

viscosos que puedan dañar la tubeŕıa. Encontrar los picos de presión en el diseño es uno de

los usos más importantes de las simulaciones en el diseño hidráulico.

Para los materiales de las tubeŕıas se considera también la simulación y sus resultados,

tubeŕıas presurizadas, como ser el tramo donde se ubica la turbina, estas tienen que ser de

acero y con el espesor necesario para soportar vibraciones y cambios repentinos de presión

debido al flujo de agua. Los cambios de diámetro deben diseñarse a través de una simulación

para decidir materiales, juntas constructivas, por ejemplo, si la tubeŕıa que viene del embalse

es de concreto, debe diseñarse la junta para cambiar de material o elemento hidráulico.
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Figure 5.3. Sección transversal del detalle constructivo de una turbina Kaplan.
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6. CONCLUSIÓN

Esta última sección está destinada a reunir todos los puntos más importantes de la

investigación. El objetivo principal de esta investigación era lograr simular un flujo dentro de

un sistema hidráulico en una represa. Esto se llevó a cabo usando Open∇FOAM®. El proceso

de simulación comienza con el modelamiento asintótico del problema de transporte, este flujo

de agua a través de la tubeŕıa en el reductor de diámetro, es un flujo convectivo. El reductor

de diámetro es un elemento hidráulico que permite la transición suave y homogénea de los

diámetros de entrada en el embalse hacia la chimenea de control implementada para regular

la presión. Al ser agua lo que se transporta, la densidad del flujo es constante, es un flujo

incompresible y además es un flujo con transiente de presión y euleriano, es decir, con un

número de Reynolds alto. Como es un flujo en una sola dirección, se puede modelar con un

enfoque de promedio temporal (RANS) y con un modelo de turbulencia que se concentre

en como la enerǵıa cinética se disipa y convierte en vórtices, pudiendo predecir las áreas o

regiones del flujo con mayor presencia de esfuerzos viscosos, por ello se elige el modelo de

turbulencia de dos ecuaciones K − ε. Para predecir los cambios de presión en la pieza, se

implementa el algoritmo PISO y poder observar el campo de presiones dentro de la pieza.

Se realizan dos simulaciones para poder comparar y poder relacionarlas a través de los

conceptos de similitud dinámica, es decir, si las ĺıneas de campo de velocidades tienen el

mismo comportamiento, lo cual fue verificado y es capaz de observarse en los gráficos 3D

renderizados en ParaView. Se revisa el campo de vorticidades y aceleraciones para asegurar

que los esfuerzos viscosos debido a la turbulencia no sean capaces de romper la tubeŕıa. Las

técnicas CFD suelen ser de mucha utilidad para definir el diseño y geometŕıa final de los

elementos. En este caso el costo computacional para diseñar la pieza no fue muy alto.
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7. APÉNDICE A: MODELAMIENTO ASINTÓTICO DE LAS

ECUACIONES DE NAVIER-STOKES

Según Moreau (2004), la Mecánica de los fluidos está inspirada en el modelamiento

asintótico, o mejor dicho, las ecuaciones que definen el movimiento de los fluidos han

sido fundamentadas en técnicas de modelamiento asintótico. Las técnicas de modelamiento

asintótico permiten aproximar, o encontrar una expresión equivalente asintóticamente, es

decir, que tenga un mismo comportamiento terminal. Los modelos asintóticos pueden dividirse

en:

1. Modelos generales: Estos son los modelos de flujos del tipo, advectivo, difusivo y

convectivo.

2. Modelos locales: Estos modelos parten de los modelos generales y se enfatizan en el

uso de suposiciones especiales como ser, escalamiento, comportamiento de las ĺıneas de

campo (Stream Lines), modelado de la turbulencia, entre otros detalles.

3. Modelos globales espećıficos: Son modelos locales con ciertas geometŕıas y condi-

ciones de fronteras bien especiales y únicas.

Las técnicas de modelamiento asintótico más empleadas son las siguientes:

(i) Correspondencia asintótica: consiste en proponer la existencia de una solución local

en una región interna que tenga el mismo comportamiento de la solución general en el

dominio externo.

(ii) Escalamiento múltiple: consiste en encontrar la forma adimensional del problema con

el fin de eliminar términos seculares. Aqúı es donde aparece en escena el análisis

adimensional y sus famosos Números Adimensionales.
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(iii) Homogeneización o promedios de cantidades vectoriales y escalares: consiste en la

formulación ponderada o promediada del problema, es aqúı donde entran en juego los

enfoques adaptativos, como ser los de promedio temporal, promedio espacial o mejor

valor esperado dentro un número finito de eventos con la misma similitud geométrica o

dinámica.

En resumen, el modelamiento de las ecuaciones de Navier-Stokes consiste en la aproximación

de los términos difusivo (µ∇2U) y convectivo-advectivo (ρ∇ · UU). Se mostrará las distintas

maneras en que se puede modelar un flujo usando técnicas de modelamiento asintótico:

Berselli (2000) en su trabajo de tesis, se muestra el modelado asintótico de las ecuaciones de Navier-

Stokes usando métodos variados, entre ellos el método de la descomposición de dominios.

P. Joseph (2020) en su art́ıculo sobre una solución exacta para las ecuaciones de Navier-Stokes, propone

un ansatz en coordenadas cartesianas de la siguiente forma:

A = (ay3 + bx2y + cy, dx3 + exy2 + fx, gx2 + gy2) (7.1)

Usando polinomios ortogonales de Bessel, propone una solución exacta para un flujo en dos dimensiones.

Kollmann (2019, Página 273, 274) en su libro sobre el fenómeno de la turbulencia, ofrece técnicas de

modelado espectral para las ecuaciones de Navier-Stokes.

Hieber y Robinson (2017, Página 94, 95) en su libro sobre el uso del análisis real para la formulación

débil de las ecuaciones de Navier-Stokes, proponen diferentes tipos de modelamiento asintótico haciendo

uso de los espacios de Sobolev.

Ordaz y Sciences (2013) en su art́ıculo demuestran que la ecuación de Ricatti es asintóticamente

equivalente a las ecuaciones de Navier-Stokes para un flujo en una dirección.

Slattery (2012, Página 217, 218) presenta en su libro muchas formas de usar las expansiones asintóticas

para resolver problemas de transporte, como ser flujos incompresibles, flujos de calor por conducción o

convección.

141



8. APÉNDICE B: INTEGRAL DE MONTE CARLO

Los métodos de Monte Carlo son un conjunto de técnicas computacionales que están

basadas en el muestreo aleatorio y recursivo. Se usa el principio de aleatoriedad para resolver

problemas que en esencia son de carácter determinista. Los métodos de Monte Carlo se

pueden usar para resolver problemas como:

Optimización

Integración numérica

Distribución de probabilidades

Algunos problemas f́ısicos pueden ser demasiado complejos, por eso se implementan los

métodos de Monte Carlo para poder encontrar una respuesta usando métodos estocásticos.

Se pondrá más atención a las técnicas de integración de Monte Carlo para resolver problemas

en el campo del CFD, véase algunos de ellos:

1. Parés-Pulido (2021) en su trabajo sobre el uso de métodos de Monte Carlo para resolver

las ecuaciones de Euler para un flujo Incompresible, implementa el método de los

volúmenes finitos junto con técnicas de integración de Monte Carlo para encontrar una

solución convergente o asintóticamente equivalente.

2. Q. Zhang y Zhang (2014, Página 3) en su art́ıculo sobre el uso del ensamble MCFVEM

(Monte Carlo Finite Volume Element Method), resuelven la ecuación convec-

ción-difusión (2.4). Para resolver el problema implementa la siguiente formulación de

Monte Carlo:

Primero se define un espacio de prueba Uh(D) y otro espacio Vh(D).

Por cada i = 1, 2, 3, ...M , se encuentra una muestra para cada coeficiente de

difusión a(wi, ·) que cumpla con la condición propuesta.
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El valor promedio de las muestras es E[u] = 1
M

∑M
i=1 uh[z(wi)] y E[Q(u)] =

1
M

∑M
i=1Q[uh(z(wi))], donde E[u] y E[Q(u)] son los valores esperados promedios

de la solución.

Por último, se formula el error de discretización al formular la solución débil por

medio del método de los elementos finitos.

La integral de Monte Carlo implementada en el art́ıculo es:

IK(f) =
∫
K
f(x)dx

IK,M(f) = 1
M

M∑
i=1

f(xi)

IK(f) ≈ IK,M(f)

(8.1)

Donde K es una colección de puntos aleatorios en el espacio de prueba, xi es una

secuencia de puntos aleatorios de K y f es una función continua y M es la cantidad de

muestras en el espacio de prueba.

3. Badwaik, Klingenberg, Risebro y Ruf (2021) en su trabajo sobre el uso de métodos de

Monte Carlo para la solución de las leyes de conservación aleatoria y flujos discontinuos,

presentan un ensamble que consiste en la discretización por medio del método de los

volúmenes finitos junto con la solución aproximada haciendo uso de la integral de Monte

Carlo MCFVM (Monte Carlo Finite Volume Method).

4. Mishra, Schwab y Šukys (2013) trabajó con sistemas no lineales donde las leyes de

conservación se aplican a flujos con condiciones de frontera que son aleatorias. Im-

plementa el método de Monte Carlo para espacios multi-dimensionales MLMCFVM

(Multi-Level Monte Carlo Finite Volume Method). El ensamble trata sobre

la aplicación del método de los volúmenes finitos, encontrando una solución aproximada

haciendo uso de la integral de Monte Carlo.
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9. APÉNDICE C: TRANSFORMADA DE FOURIER

Según Julián (2020, Página 4 ) en su trabajo sobre transformada de Fourier, expresa que

la integral de Fourier definida como sigue:

g(ξ) = 1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x)e−iξ xdx (9.1)

Surge de extender el análisis de frecuencias al dominio del tiempo, fue denominada aśı por

Jean-Baptiste Joseph Fourier y es una transformación matemática utilizada para transformar

las señales entre el dominio del tiempo (espacio) y el de la frecuencia. La transformada de

Fourier tiene muchas aplicaciones en las Matemáticas y la F́ısica, sobre todo porque ofrece la

oportunidad de resolver ecuaciones diferenciales parciales PDE (Partial Differential

Equations).

La transformada de Fourier puede denotarse como:

F [f ], f̂ , F(f(t)), F{f(t)}, F (f), F (ξ), F(f)(ξ)

Algunas propiedades de la transformada de Fourier son:

1. F{a · f + b · g} = aF{f}+ bF{g}.

2. F{f(at)}(ξ) = 1
|a|
· F{f}

(
ξ

a

)

3. F{f(t− a)}(ξ) = e−2πiξa · F{f}(ξ)

4. F{f}(ξ − a) = F{e2πiatf(t)}(ξ)

5. F{f ′}(ξ) = 2πiξ · F{f}(ξ)

6. F{f}′(ξ) = F{(−it) · f(t)}(ξ)
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Una de las formas más importantes de implementar la integral de Fourier es haciendo uso de

la transformada discreta de Fourier:

Xk =
N−1∑
n=0

xn · e−
i2π
N
kn

=
N−1∑
n=0

xn ·
[
cos

(2π
N
kn
)
− i · sin

(2π
N
kn
)]
,

(9.2)

Se quiere centrar la atención al uso de la transformada para resolver problemas de transporte

de fluidos con técnicas CFD. Véase algunos casos:

Zang, Streett y Hussaini (1989) en su trabajo sobre métodos espectrales, hacen una

recolección de los distintos tipos de aproximaciones espectrales (Uso de la transformada

discreta de Fourier) para resolver ecuaciones diferenciales parciales, de la forma:

u(x) =
+∞∑

k=−∞
ûke

ikx (9.3)

Un tipo especial de expansión es la expansión de Chebyshev:

u(x) =
+∞∑

k=−∞
ûkTk(x) (9.4)

Donde Tk(x) es un polinomio de Chebyshev. La parte más sobresaliente de su trabajo

está en la manipulación de estas expansiones junto con el método de Galerkin para

aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales parciales:

uN =
∑
k ε J

ûkφk(x) (9.5)

Donde φk(x) es un espacio de prueba o base en el método de Galerkin. En su investigación

presenta el tratamiento de las ecuaciones diferenciales, mejor conocidas como las
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ecuaciones de Navier-Stokes:

dûK
dt

+ ν|K|2ûK + iKp̂K = r̂K

iK · ûK = 0

r̂K = −û · ∇uK + fK

p̂K = −iK (K · r̂K)
|K|2

(9.6)

Donde u(x, t) = ∑
û(t)eiK·x y p(x, t) = ∑

p̂(t)eiK·x son las formas semi-discretas para

la velocidad y la presión. Por último, muestra como suavizar o en otras palabras usar el

método de Galerkin para encontrar una interpolación de polinomios ortogonales que

sea solución al sistema de ecuaciones diferenciales parciales.

Núñez, Ramos y Lopez (2012) muestran en su investigación un acople con el método

espectral Fourier-Galerkin junto con el método de volúmenes finitos en coordenadas

ciĺındricas:

Figure 9.1. Ecuaciones de Navier-Stokes en coordenadas ciĺındricas

El ensamble consiste en encontrar la forma espectral de las ecuaciones diferenciales en

coordenadas ciĺındricas para luego formular con el método de Galerkin una interpolación

de polinomios ortogonales.

Por último, se hará mención de la transformada rápida de Fourier FFT (Fast Fourier

Transform). Es un algoritmo que permite calcular la transformada de una función usando

un menor costo computacional. Implementada para calcular la transformada inversa de
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funciones del espacio espectral que son muy complejas. El algoritmo más conocido es el

algoritmo de Cooley-Tukey, este es el pseudo-código del algoritmo:

Figure 9.2. Algoritmo de la transformada rápida de Fourier
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10. APÉNDICE D: POLINOMIOS DE SOBOLEV

Los polinomios ortogonales son ampliamente usados para aproximar las soluciones de

ecuaciones diferenciales parciales con métodos espectrales en el campo del CFD. Uno de los

espacios más sobresalientes y usados en el campo del CFD es el espacio de Sobolev (Baker,

2014, Página 66). Es un espacio de producto interno definido como:

〈f, g〉 =
∫
R
f(x) · g(x)dµ0 +

m∑
k=1

∫
R
f (k)(x)g(k)(x)dµk (10.1)

La construcción de las secuencias de los polinomios regulares de Sobolev según Francisco

Marcellán, Teresa E. Pérez (1995), puede lograrse de la siguiente manera, tomando una

secuencia de polinomios ortogonales mónicos Pn y haciendo que el siguiente producto interno

dentro de un espacio de Sobolev se cumpla con respecto a cierto funcional u, es decir,

〈u, PnPm〉 = knδnm, kn 6= 0,∀ n ε N, entonces, a través del siguiente kernel puede formularse

la secuencia de polinomios regulares de Sobolev:

Kn(x, y) =
n∑
k=0

Pk(x)Pk(y)
〈u, P 2

k 〉
(10.2)

Las derivadas para esta secuencia de polinomios están definidas como sigue:

K(r,s)
n (x, y) = ∂r+s

∂rx∂sy
Kn(x, y) (10.3)

Todo esto válido para la siguiente forma bilineal ϕ, definida en un espacio de Sobolev:

ϕ(Pm, Pn) = 〈u, PmPn〉+ λPm
′(c)Pn′(c) (10.4)
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Una forma bilineal es una transformación lineal definida como ϕ : R× R→ R. Verifica la

siguiente condición que f(u, α1v1 + α2v2) = α1f(u, v1) + α2f(u, v2) y α1, α2, u, v1 y v2 ∈ R.

Estos polinomios pueden usarse como un espacio de prueba en el método de Galerkin. Un

ejemplo de secuencias de estos polinomios seŕıa:

Qn = Pn +
n−1∑
j=0

ajPj(x)

= Pn +
n−1∑
j=0

〈u,QnPj〉〈
u, P 2

j

〉 Pj(x)

= Pn +
n−1∑
j=0

ϕ(Qn, Pj)− λQ′n(c)P ′j(c)〈
u, P 2

j

〉 Pj(x)

= Pn −
n−1∑
j=0

λ
Q′n(c)P ′j(c)〈

u, P 2
j

〉 Pj(x)

= Pn − λQ′n(c)
n−1∑
j=0

Pj(x)P ′j(c)〈
u, P 2

j

〉
= Pn − λQ′n(c)K(0,1)

n−1 (x, c)

(10.5)

Donde Qn es un polinomio mónico de Sobolev de grado n y ϕ(Qn, Pj) = 0. Los siguientes

autores han realizado investigaciones en el uso de polinomios de Sobolev para el uso de

expansiones de Fourier en métodos espectrales:

Marcellán y Xu (2015, Página 36, 37) explican lo dif́ıcil que es encontrar una expansión

ortogonal de Fourier para polinomios de Sobolev a través de técnicas comunes y ampliamente

aceptadas, pero también menciona que en los últimos años se ha logrado encontrar expansiones

ortogonales de Sobolev usando polinomios ortogonales clásicos (como ser Legendre-Sobolev)

en vez de usar una expansión ortogonal estándar de Fourier con polinomios de Sobolev, esta

ha sido la tendencia en los últimos años dentro de la comunidad de cient́ıficos que usa métodos

espectrales para resolver ecuaciones diferenciales parciales.

Canuto y Quarteroni (1982) en su art́ıculo sobre polinomios ortogonales, publican los diferentes

sistemas de interpolación espectral, usando distintas formas bilineales en un espacio de Sobolev.
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11. APÉNDICE E: CÓDIGOS EN C++ DE LAS LIBRERÍAS UTILIZADAS EN

OPENFOAM

Véase el código en C++:

/*---------------------------------------------------------------------------*\

========= |

\\ / F ield | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

\\ / O peration |

\\ / A nd | www.openfoam.com

\\/ M anipulation |

-------------------------------------------------------------------------------

Copyright (C) 2011-2016 OpenFOAM Foundation

-------------------------------------------------------------------------------

License

This file is part of OpenFOAM.

OpenFOAM is free software: you can redistribute it and/or modify it

under the terms of the GNU General Public License as published by

the Free Software Foundation, either version 3 of the License, or

(at your option) any later version.

OpenFOAM is distributed in the hope that it will be useful, but WITHOUT

ANY WARRANTY; without even the implied warranty of MERCHANTABILITY or

FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the GNU General Public License

for more details.

You should have received a copy of the GNU General Public License

along with OpenFOAM. If not, see <http://www.gnu.org/licenses/>.

Application

dsmcFoam

Group

grpDiscreteMethodssolvers

Description

Direct simulation Monte Carlo (DSMC) solver

for transient, multi-species flows.

\*---------------------------------------------------------------------------*/

#include "fvCFD.H"

#include "dsmcCloud.H"

// * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * //

int main(int argc, char *argv[])

{
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argList::addNote

(

"Direct simulation Monte Carlo (DSMC) solver"

" for transient, multi-species flows."

);

#define NO_CONTROL

#include "postProcess.H"

#include "addCheckCaseOptions.H"

#include "setRootCaseLists.H"

#include "createTime.H"

#include "createMesh.H"

#include "createFields.H"

// * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * //

Info<< "\nStarting time loop\n" << endl;

while (runTime.loop())

{

Info<< "Time = " << runTime.timeName() << nl << endl;

dsmc.evolve();

dsmc.info();

runTime.write();

Info<< nl;

runTime.printExecutionTime(Info);

}

Info<< "End\n" << endl;

return 0;

}

// ************************************************************************* //
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Véase el código en C++:

/*---------------------------------------------------------------------------*\

========= |

\\ / F ield | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

\\ / O peration |

\\ / A nd | www.openfoam.com

\\/ M anipulation |

-------------------------------------------------------------------------------

Copyright (C) 2011 OpenFOAM Foundation

Copyright (C) 2016-2018 OpenCFD Ltd.

-------------------------------------------------------------------------------

License

This file is part of OpenFOAM.

OpenFOAM is free software: you can redistribute it and/or modify it

under the terms of the GNU General Public License as published by

the Free Software Foundation, either version 3 of the License, or

(at your option) any later version.

OpenFOAM is distributed in the hope that it will be useful, but WITHOUT

ANY WARRANTY; without even the implied warranty of MERCHANTABILITY or

FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the GNU General Public License

for more details.

You should have received a copy of the GNU General Public License

along with OpenFOAM. If not, see <http://www.gnu.org/licenses/>.

Class

Foam::fft

Description

Fast fourier transform using the fftw library.
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The complex transform field is returned in the field supplied. The

direction of transform is supplied as an argument (-1 = forward, 1 =

reverse). The dimensionality and organisation of the array of values

in space is supplied in the nn indexing array.

Note

The fftw library uses int only (no longs) for its dimensionality.

SourceFiles

fft.C

\*---------------------------------------------------------------------------*/

#ifndef fft_H

#define fft_H

#include "complexFields.H"

// * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * //

namespace Foam

{

class fft

{

public:

enum transformDirection

{

FORWARD_TRANSFORM = -1,

REVERSE_TRANSFORM = 1

};

static void fftRenumberRecurse

(

List<complex>& data,

List<complex>& renumData,
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const UList<int>& nn,

label nnprod,

label ii,

label l1,

label l2

);

//- fftRenumber: fold the n-d data array to get the fft components in

//- the right places.

static void fftRenumber(List<complex>& data, const UList<int>& nn);

//- Transform real-value data

// - uses the fftw real to half-complex method

// - result size is field.size()/2 + 1

static tmp<complexField> realTransform1D(const scalarField& field);

//- Transform real-value data

// - uses the fftw real to half-complex method

// - result size is field.size()/2 + 1

static tmp<complexField> realTransform1D(const tmp<scalarField>& field);

//- Transform complex-value data

static void transform

(

complexField& field,

const UList<int>& nn,

transformDirection fftDirection
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);

static tmp<complexField> forwardTransform

(

const tmp<complexField>& field,

const UList<int>& nn

);

static tmp<complexField> reverseTransform

(

const tmp<complexField>& field,

const UList<int>& nn

);

static tmp<complexVectorField> forwardTransform

(

const tmp<complexVectorField>& field,

const UList<int>& nn

);

static tmp<complexVectorField> reverseTransform

(

const tmp<complexVectorField>& field,

const UList<int>& nn

);

};

// * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * //
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} // End namespace Foam

// * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * //

#endif

// ************************************************************************* //
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Mishra, S., Schwab, C. & Šukys, J. (2013). Multi-level Monte Carlo Finite Volume Methods
for Uncertainty Quantification in Nonlinear Systems of Balance Laws. Lecture Notes
in Computational Science and Engineering, 92, 225-294.

Ordaz, G. & Sciences, M. (2013). Solución general de La Ecuación de Navier-Stokes pa-
ra describir la dinámica de un fluido viscoso homogéneo en una tubeŕıa abierta.
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