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Abstracto

La emisividad de un cuerpo oscuro es utilizada en el andlisis infrarrojo para la determi-
nacion de la temperatura a la cual esta irradiando. La emisividad es una magnitud fisica
que depende de la temperatura, longitud de onda, geometria del objeto. La tésis esta
centrada en la determinacion de la emisividad aparente de cavidades de cuerpos oscuros
por medio del método de Monte Carlo y software Python. Como se verd una cavidad tiene
la caracteristica de incrementar la emisividad de su abertura hasta valores cercanos a la
unidad, esto hace que las cavidades sean buenos simuladores de cuerpos negros, y es de
gran utilidad al momento de querer calibrar radiometros, es decir las cavidades pueden
servir de patrones para estos dispositivos. El poder célcular la emisividad aparente de
las aberturas de las cavidades muestra su utilidad practica ya que es un parametro que
se debe colocar en los radiometros y asi estos ultimos puedan proporcionar una lectura
correcta durante su calibracién. El método de Monte Carlo esta basado en la estadistica
de probabilidades y es utilizado ampliamente para poder calcular integrales, como ser
la emisividad aparente de una cavidad de un cuerpo oscuro. El software Python dispo-
ne de herramientas computacionales para llevar acabo algoritmos matematicos y poder
desarrollar calculos de integrales con el método de Monte Carlo. Con los célculos teodri-
cos desarrollados se elaborara tabla de emisividades aparentes, una de estas emisividades
aparentes se utiliza como parametro para una camara termografica. Para la verificacién
del calculo tedrico se toma la lectura de la temperatuta de la superficie de la abertura de
la cavidad con la camara termografica con la emisividad aparente calculada y se compa-

ra esta lectura con la mostrada por sensores de temperatura y luego realizar un célculo



iv

del error de lectura entre ambos mecanismos de medicién. En este caso los sensores de
temperatura se utilizan como patrones para la camara termografica, ya que son de mayor

precision y realizan medicién de contacto de las paredes de la cavidad.
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Resultado esperado

El resultado esperado en esta tésis es la entrega de software en lenguaje Python con
el cual se puedan hacer simulaciones de célculos de emisividades aparentes en cavidades
regulares. Estos datos calculados con un archivo Python se comparan con datos obtenidos

experimentalmente con camara termografica para verificar el error experimental.

VI



Objetivos generales

1. Desarrollar un procedimiento necesario para calcular la emisividad apa-
rente de la abertura de cavidades de distintas geometrias mediante el méto-

do de Monte Carlo.

2. Desarrollar un programa en Python que permita calcular la emisividad
aparente de la abertura de cavidades de distintas geometrias, mediante el

método de Monte Carlo.

3. Determinar el error de los datos calculados para la emisividad aparente
de la abertura de la cavidad por medio de la comparacion de la lectura de

temperatura por instrumentos de medicién.

Objetivos especificos

1. Calcular la emisividad aparente de la abertura para una cavidad cubica

mediante el método de Monte Carlo.

2. Calcular la emisividad aparente de la abertura para una cavidad esférica

mediante el método de Monte Carlo.

3. Calcular la emisividad aparente de la abertura para una cavidad conica

mediante el método de Monte Carlo.

4. Calcular la emisividad aparente de la abertura para una cavidad cilindrica

mediante el método de Monte Carlo.

5. Realizar un montaje experimental que consiste de una fuente de calor, una
cavidad cubica, sensores de temperatura RTD y una cdmara termografi-

ca que permita elaborar un cédlculo del error esperado para la emisividad
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aparente calculada para una cavidad cubica, al comparar las lecturas de

temperatura dadas por la camara termografica y los sensores de tempera-

tura RTD.
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Capitulo 1
Radiacion térmica

Uno de los principales retos en la inspeccién infrarroja para la correcta calibracién de
un radiémetro o camara termografica es la determinacion apropiada de la emisividad de
un cuerpo negro. Las cavidades se utilizan para aumentar la emisividad de una superficie
dada y llevarla cercano al valor de la unidad la que corresponde a un cuerpo cercano al
comportamiento de un cuerpo negro.

Existen varios métodos para determinar la emisividad de una superficie plana como ser
utilizar una camara termografica calibrada para que por medio de software se ajuste la
emisividad hasta encontrarla.

Como menciona Prokhorov [1] se han desarrollado muchos métodos experimentales para
el célculo de emisividades de cavidades que en su mayoria sirven para comprobar los
métodos computacionales, debido a las distintas variable que depende la emisividad como
ser la longitud de onda, temperatura, rango espectral, geometria, angulos, materiales.
Para lograr realizar un cédlculo de la emisividad aparente de una cavidad, se comienza
introduciendo conceptos de radiacién, de acuerdo a [2] se define radiacién térmica como
la razén a la cual la energia es emitida por la materia como resultado de su temperatura.
Todos los cuerpos emiten a nuestro alrededor: los muebles, las paredes, las puertas, el
suelo, los edificios, el sol. Estas oscilaciones de emision son sostenidas por la energia
interna es decir por la temperatura de la materia. Por lo que se asocia la emisién térmica
con las condiciones de excitacion térmica de la materia. Todas las formas de materia
emiten radiacion. Se concentrard en la emision como un fenémeno superficial.

En la mayoria de los sélidos y liquidos la radiacion que es emitida se origina por moleculas

1



Capitulo 1. Radiacién térmica 2

que estan dentro de una distancia de 1 p m desde la superficie expuesta, por lo que la
emisiéon es vista como un fenémeno de superficie en escala macro.

La radiacién puede ser vista como la propagacién de ondas electromagnéticas. Para la
propagacién de radiacion en un medio en particular, la frecuencia v y la longitud de onda
A, estan relacionadas por

A=, (1.0.1a) [1]
v

Donde ¢ es la velocidad de la luz en el medio. Para la propagacién en el vacio, cgy
= 2,998 x 10® m/s. El espectro electromagnético completo se puede ver en la siguiente

imagen 1.1.

Los rayos gamma, rayos X y radiacién ultravioleta que son de onda corta son de pri-
maria importancia para los estudios de fisicos de alta-energia y los ingenieros nucleares,
mientras que las microondas de onda larga y ondas de radio (A > 105um ) son de interés
para los ingenieros eléctricos. La porcion del espectro, que se extiende desde aproxima-
damente 0.1 a 100 pum e incluye una porcién de UV, luz visible e infrarrojo (IR), que es
dicho como radiacion térmica por que es causada y afectada por el estado térmico y la

temperatura de la materia.

Luz visible

Microwaves Radio
Radar UHF VHF UKW KW MW LW ;

01l 1em 10em im 10m 100m  1km 10km 100km
Longitud de onda

0.4 oG 08 1 1.5 2 3 4 & & 10 15 20 30

Figura 1.1: Espectro electromagnético [2]

Como menciona [3] es importante notar que la radiacién térmica emitida por una

superficie envuelve un rango de longitudes de onda. Mas ain como se muestra en la

9 de mayo de 2017



1.1. Angulos Solidos 3

o
- Distribucion espectral o A
:g Distribucién
% g direccional
M =
]
35
S 3
=
o
5 E
Longitud de onda
(a) (b)

Figura 1.2: Radiacién emitida por una superficie. (a) Distribucén espectral. (b) Distribu-

ci6én direccional [2]

imagen 1.2, la cantidad de radiacién por unidad de intervalo de longitud de onda, varia
con la longitud de onda. La naturaleza espectral de la radiaciéon térmica es una de las
dos carcteristicas que complica su descripcién. La segunda descripcién esta relacionada
con su naturaleza direccional como se muestra en la imagen 1.2, una superficie puede
emitir preferencialmente en ciertas direcciones, creando una distribucién direccional de la
radiacién emitida. Para poder cuantificar apropiadamente el campo de radiacién, se debe

por lo tanto estar listo para tratar ambas las caracteristicas direccionales y espectrales.

1.1. Angulos Solidos

La radiacién infrarroja puede incidir en una superficie y ser reflejada o emitida en
diferentes direcciones. Los angulos sélidos nos dan una prespectiva matematica de las
propiedades de direccién de la radiacién. En [4] se define el vector de direccién en términos
de coordenadas esféricas. Se considera un punto P sobre una superficie opaca dA radiando
dentro de otro medio, por ejemplo aire como se muestra en iméagen 1.3.

Es aparente que la superficie puede irradiar en infinidad de direcciones con cada rayo
penetrando a través de una hemisfera de radio unitario como se indica en la figura 1.3.

La superficie total de la hemisfera, 27 - 12 = 27, es conocida como el angulo sélido total

9 de mayo de 2017



1.1. Angulos Solidos 4

Figura 1.3: Angulo sélido de una superficie hermisférica [4]

sobre la superficie. Una direccién de emision arbitraria desde la superficie esta especificada
por el vector unitario de direccién 3§, el cual puede ser expresado en términos del angulo
polar 6 ( medido desde la normal de la super ficie n ) y el dngulo azimutal ¢ ( medido
entre un eje arbitrario, eje x comumente, sobre la superficie y la proyeccién de s sobre la
superficie). Es visto que, para una hemisfera, 0 <0 < 7/2y 0 < ¢ < 27.

El dngulo sélido con el cual una superficie infinitésimal dA; es visto desde un punto P
esta definido como la proyeccion de la superficie sobre un plano normal al vector direccion,
dividido por el cuadrado de la distancia S entre dA; y P, como se muestra en la figura
1.3. Si la superficie esta proyectada sobre la hemisfera unitaria sobre el punto, el angulo

solido es igual al area proyectada sobre si misma, o

dA, 0,dA,
dw = =t = = = A, (1.1.2a)[2]

Por lo que, un angulo infinitésimal es simplemente un &area infinitésimal sobre una

esfera unitaria, o

dw = dA”; = sin 0d0d, (1.1.2a) [3]

9 de mayo de 2017



1.2. Relacién entre Radiancia y Exitancia 5

Integrando sobre todas las superficies posibles obtenemos,

/ / sin 0d0d¢ = 2, (1.1.2a) [4]
$=0 J9=0

para el angulo sélido total sobre a superficie, como visto anteriormente. El angulo sélido
con el cual una superficie finita A; es visto desde un punto P, sigue inmediatamente de

ecuacion [2] como

dA, 0;dA;
w:/ o :/—COSSJ2 J :/ dA”; = A7, (1.1.2a) [5]
A, A A,

Jp J

que es la proyeccién de A; sobre la hemisfera sobre P.

Los angulos sélidos son un espacio de dos dimensiones: similar a la direccion que un
angulo que representa una dimension que puede variar entre 0 y 7 (medido en radianes,
equivalente a la loongitud de arco), el dngulo sélido puede variar entre 0 y 27 (medidos

en esteradianes, sr, equivalente al area superficial sobre una hemisfera).

1.2. Relacion entre Radiancia y Exitancia

Se puede expresar las relaciones que hay entre la radiacién de una superficie como ser
la radiacion incidente, reflejada, emitida. Cada uno de estos términos, si las distribucio-
nes espectrales y direccionales de la radiacién espectral L em()\, 0, ¢') son conocidos, la
potencia irradiada por unidad de area de la superficie emitiendo asociada con la emision
dentro de cualquier angulo solido o sobre cualquier intervalo de longitud de onda puede

ser determinado como lo hace DeWitt[3], integrando

dd,
dA

donde @, es la potencia radiante espectral [W-um™1]. Por ejemplo, sustituyendo en

= L) (N0, ) - cost - du, (1.2.2a) (6]

ecuacién [1.1.2a], la potencia radiante espectral por unidad de area asociada con la emisién
dentro de un espacio hemisférico sobre dA (imagen 1.4), la cual es definida como la auto-

exitancia espectral, My ¢,,[W- m™2 - um™!], puede ser expresada como

d(b/ em
M)\,em<)\) = A

/ / L) oA 0, @) -cos O -sin @' - d0'd¢’,  (1.2.2a)[7]

9 de mayo de 2017



1.2. Relacién entre Radiancia y Exitancia 6

Figura 1.4: Emisién desde elemento diferencial dentro de una hemisfera hipotética [2]

Sigue que la potencia radiante espectral por unidad de area emitida sobre todas las
longitudes de onda y todas las posibles direcciones, la cual es definida como la auto-

extancia total, M,,,[W-m™2], es

00 oo 2w pw/2
M, = / Myem(A) - dX = / / / fomA 0,0 - cos O - sin @ - do/de'd),
0 0 0 0
(1.2.2a) [8]

cuando se habla de un emisor difusor isotrépico, también conocido como el corres-
pondiente a una superficie lambertiana, en el cual la radiancia de la radiacién emitida es

independiente de la direccién. Sigue de [8] que

Myem(N) = 7L, ., (), (1.2.2a) [9]

) Aem

Similarmente

My, = 7L/ (1.2.2b) [10]

em?’

donde L., [W-m™2 - sr~!] es la radiancia total de la radiacién emitida.
9 de mayo de 2017



1.3. Relaciéon entre Radiancia e Irradiancia 7

Radiacian
incidente, [, ;

N

-==

|
|
I
|
|
o7 Ny | dA,
|
|
|
|
|

| dA )
,-'f-;
_.-";. _
- ‘;’/
/
F

Figura 1.5: Naturaleza direccional de radiacién incidente [2]
1.3. Relacion entre Radiancia e Irradiancia

La radiacion incidente sobre una superficie puede ser originada por emision y reflexion
de otras superficies y tiene distribuciones especificas de direccién y espectro. Como se
muestra en imagen 1.5, la radiacién incidente puede ser caracterizada en términos de la
radiancia espectral incidente, Ly ;.

Esta definida como la razén de la energia radiante, ¢;, (potencita radiante) a la longitud
de onda A que es incidente desde la direccién (6, ¢), por unidad de area de la direccién
normal de la superficie incidente, por unidad de angulo sélido en esta direccion, por unidad

de longitud de onda dA y \. Esto es,

Lo B,
MTUIA - cosf - dw - dN

(1.3.3a)[11]

La irradiancia espectral, Ey[W-m™2 - ym™!], esta definida como la potencia radiante
espectral a la longitud de onda A, incidente sobre una superficie por unidad de area de la

superficie por unidad de intervalo de longitud de onda dX alrededor de A. Esto es,
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 dd,,

1)
A dAv

(1.3.2a)[12]

y sustituyendo en ecuacién (1.3.3a)[12], sigue que

2 pmw/2
E\(\) = /0 /0 Ly (A, 6,0) - cos -sin0dhdo, (1.3.2a)[13]

La irradiancia total, E[W-m™2|, representa la razén a la cual la radiacién es incidente
por unidad de area desde todas las direcciones y en todas las longitudes de onda, sigue

que

dd; o0
B = = Ex(A) - 1.3.2a)[14
dA /0 MA) - dA, (1.3.2a) [14]
y de la ecuacion 1.3.2a
o] 2 /2
E = / / / Ly.i(\,0,¢) - cosfsin0dOdpd, (1.3.2b) [15]
o Jo Jo

Para una superficie lambertiana, donde L, ; es independiente de (6, ¢) sigue que

E)\()\) = 7TL>\’1'()\>, (133&) [16]
y de la ecuacion 1.3.2b

E =L, (1.3.3b) [17]

1.4. Radiacién de Cuerpo Negro

De acuerdo a [5] un cuerpo negro esta definido como un cuerpo ideal que permite que
toda la radiacion incidente ingrese en el (no hay energia reflejada) e internamente absorbe
toda la radiacién incidente (no hay energfa transmitida), Por lo tanto un cuerpo negro es
un perfecto absorbedor para toda la radiacién incidente.

Como un absorbedor perfecto, sirve como un estandard con el cual los absorbedores reales
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pueden ser comparados. Un cuerpo negro también emite la maxima energia radiante y
por lo tanto sirve como un estandard ideal con un cuerpo real emitiendo radiacion.

Solamente unos pocos materiales, tales como el carbén negro, carboridio, platinio negro,
oro negro, y algunas pinturas negras especiales sobre sustratos abserbedores, se acercan a
un cuerpo negro en su habilidad de absorber energia. Un cuerpo negro deriva su nombre
desde la observacién que buenos absorbedores de luz visible aparentan de hecho negros
al ojo. Como sea, excepto para la regién visible, el 0jo no es un buen indicador en su
habilidad de indicador sobre el rango de longitudes de onda de radiacién térmica. Por
ejemplo, una superficie pintada con pintura a base de agua es un buen absorbedor de
radiacién infrarroja emitida a temperatura de habitacién, aunque es un pobre absorbedor
para la regiéon de longitudes de onda mas cortas caracteristicas de la luz visible como esta

evidenciado por su apariencia blanca.

1.5. Propiedades de un Cuerpo Negro

1.5.1. Emisor perfecto

Se puede considerar un cuerpo negro a temperatura uniforme colocado en vacio den-
tro de una cavidad perfectamente aislada de forma arbitraria cuyas paredes son cuerpos
negros a temperatura uniforme inicialmente diferente de la del cuerpo negro encerrado
(imagen 1.6). Después de un periodo de tiempo, el cuerpo negro y la cavidad tendrén
una temperatura de equilibrio uniforme. En esta condicién de equilibrio el cuerpo negro
radiard energia asi como absorbe. Para probar esto, se considera que ocurriria si las canti-
dades de radiacion no fueran iguales con el sistema con temperatura uniforme. Entonces
el cuerpo negro deberia incrementar o decrementar su temperatura. Esto conllevaria una
cantidad neta de calor transferido entre dos cuerpos con igual temperatura, lo cual viola
la segunda ley de la termodinamica. Sigue que, un cuerpo negro absorbe la méxima ra-
diacién incidente posible de la cavidad en cualquier direccion y en cualquier longitud de

onda, también debe de emitir la maxima cantidad de radiacién.
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~Cavidad con temperatura uniforme

Cuerpo negro
atemperatura
- unifarme

~_ Elemento de superficie intercamhbiando
energia radiante con el cuerpo negro

Figura 1.6: Geometria de cavidad para la derivacién de las propiedades de un cuerpo

negro [5]

1.5.2. Radiacion isotropica en una Cavidad Negra

Ahora, se considera la cavidad isotérmica con paredes negras y forma arbitraria como
se muestra en la imagen 5, se mueve el cuerpo negro a otra posicién, y se rota a otra
orientacion. El cuerpo negro debe ain estar a la misma temperatura por que la cavidad
completa permanece isotérmica. Consecuentemente el cuerpo negro debe emitir la misma
cantidad de radiaciéon como antes, para estar en equilibrio, el cuerpo debe estar recibiendo
la misma cantidad de radiacion de las paredes de la cavidad. Por lo tanto, la radiacién total
recibida por el cuerpo negro es independiente de la orientacién del cuerpo o la posicion
en la cavidad. Por lo tanto, la radiacién viajando a través de cualquier punto dentro de la
cavidad es independiente de su posicion o direccion. Esto significa que la radiacion negra
llenando la cavidad es isotrépica.

En adicién para emitir la maxima posible radiacién total, un cuerpo negro emite la maxima

energia posible en toda direccion y a cada longitud de onda.

1.5.3. Emisor perfecto en toda direcciéon y toda longitud de onda
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1.6. Ley de distribucién de Planck 11

Dado que el cuerpo negro no puede violar la segunda ley de la termodinamica y se
puede decir que un cuerpo negro debe emitir la maxima energia posible en toda direccion

y en toda longitud de onda para mantener la condicién de equilibrio térmico.

1.6. Ley de distribucién de Planck

La ley de distribucién de Planck se explica en [5] en la cual para un cuerpo negro la
distribucién espectral de potencia emisiva hemisférica e intensidad radiante en el vacio
esta dada como una funciéon de la longitud de onda y la temperatura absoluta del cuerpo

negro por

2hCO
hcg ’

X(est — 1)

(1.6.3a)[18]

que también es conocida como radiancia espectral Ly (A, T'). Donde h = 6,626x10~2*
Js vk =1,3807x1072% J- K~! son las constantes universales de Planck, respectivamente,
co = 2,9979x10% m/s es la velocidad de la luz en el vacio y T es la temperatura absoluta,
del cuerpo negro [K]. Para una mejor comprensién de la ecuacién anterior se muestra su
grafico en la imagen 1.7.

Algunas observaciones que se pueden hacer de la imagen anterior es que un cuerpo
negro es visible a una temperatura de 5800 K comparativa a la radiacién solar, a medida se
incrementa la temperatura a cualquier longitud de onda la radiacion emitida incrementa,
dentro de cierto rango a menores longitudes de onda a una temperatura dada la radiacion
emitida se disminuye. Se puede ver del grafico el corrimiento del maximo para curvas de
temperatura constante hacia longitudes de onda menores. Esto se conoce como ley de

Wien.

1.7. Ley de despazamiento de Wien

Otra ecuacién que relacion dentro de un intervalo determinado de longitudes de onda
la radicién emitida méxima en un longitud de onda en funcién de la temperatura absoluta,

esta dada por la ley de desplazamiento de Wien [5]

9 de mayo de 2017



1.7. Ley de despazamiento de Wien 12
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Figura 1.7: Espectro de potencia emitida de un cuerpo negro [2]

AmazT = Cs, (1.7.2a) [19]

donde la constante de radiacion C3 = 2897, 7Tum - K.
El grafico de esta ecuacién se puede observar en la imagen 1.6 como la linea punteada,
esta ecuacion nos proporciona el pico del grafico de la ley de distribucion de Plank para

un cuerpo negro.

1.7.1. Ley de Stefan-Boltzmann

Tomando la ecuacién 1.6.3a e integrandola sobre todas las longitudes de onda, se
encuentra el drea bajo la curva que proporciona una relacién entre la exitancia como
funcién de la temperatura absoluta, es conocida como la Ley de Stefan-Boltzman en

honor a Jozef Stefan y Ludwig Boltzmann y esta dada por
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Figura 1.8: Ley de Stefan-Boltzman

o0 o0 2
My= [ My, d\= / ,h—fo (1.7.2a) [20]
0 0 )\S(GAkT — 1)
con resultado
My = oT?, (1.7.2b) [21]

donde o es la constante de Boltzmann con valor

2kA®

P _ _8 _9 4
o= —1503h3 =5,670x10"°W -m~2. K4, (1.7.3a) [22]

De la ecuacién 1.2.2b se obtiene la expresion para la radiancia total asociada a un

Cuerpo negro

Lb = —, (172&) [23]

1.8. Emisividad

Sabiendo que radiacién emitida por un cuerpo negro es la maxima radiacion posi-

ble emitida por un cuerpo, la radiacién emitida a una determinida longitud de onda y
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CUERPO NEGRO, T g
SUPERFICIE REAL, T CUERPO NEGRO,
< ’ L, T
l,b‘ 1) SUPERFICIE REAL

Ly 0T Ly\(6\T)=
‘ €O, (LT

LT =€00L, (O\T)

(@ N

Figura 1.9: Comparacién de emisién de superficie entre un cuerpo negro y una superfi-
cie real: (a) distribucién espectral y (b) distribucién direccional de radiancia aumiendo

isotropfa azimutal [5]

temperatura absoluta por una superficie ideal es referenciada a la de un cuerpo negro,
a esta propiedad se le conoce como emisividad. La distribucién espectral de potencia de
radiacién depende de la longitud de onda y la temperatura, en un superficie real se debe
analizar el comportamiento de la radiancia como funcién de estas dos variables [3].

Como se muestra en la imagen 1.9 la potencia de radiacién por unidad de area varia en
comportamiento de un cuerpo negro versus un cuerpo real, asi también la distribucién de
direccion de radiacion varia con respecto a la distribucién de un cuerpo real. La emisividad
direccional-espectral a una determinada longitud de onda y temperatura absoluta de una
superficie esta dada por la razén de la radiaciéon emitida por la superficie y la radiacion

de un cuerpo negro [3]

Ly, (\O,¢.T)
‘ )\,Ql, /,T _ Aem\"H Y ¥ :

(1.8.2a) [24]

La dependencia de la emisividad puede ser simplificada a €(A, 6").
También se encuentra que la emisividad hemisférica espectral, €(\; 27), representa un

promedio sobre todas las direcciones dentro del espacion hemisférico sobre la superficie y

esta definido como
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o MA,em(Aa T)

€(\, 2m) = My (N T) (1.8.2a)[25]

Utilizando la ecuacién (1.2.2a)[8], queda

027|' fog L)\,em()‘a 9/, ¢/, T) -cos @ -sinf - d9/d¢/
027r ff Lyp(N,T) - cos® -sin@' - df'dg’

e(N, 2m) = (1.8.2a)[26]

Sabiendo que el radiacién emitida por un cuerpo negro es independiente de la direccién,

LN T) 27 7 (A0, ¢) - cos 0 sin@ - 6 - d

LA\, T) (1.8.2a) [27]

€(\, 2m) =

Si se asume que la emisividad, €(\; 6, ¢’) es independiente del dngulo azimuthal, ¢,

se obtiene,

e(\;2m) = 2/2 e(A\;0') - cos@' - sind - db’ (1.8.2a)[28]
0
Para un emisor difuso isotrépico, €(\;6’) debe ser independiente de la direccién. Por
lo que sigue, €(\; 21) = €(X; 0')

En el caso de radiacion emitida por un cuerpo real, se puede expresar como
My, = eaT?, (1.8.2a) [29]

1.9. Absorcién, reflexion y transmision de una super-
ficie

La irradiancia espectral esta definida como el flujo por unidad de area incidente sobre
una superficie por unidad de longitud de onda, como en ecuacién (1.3.2.a),

oy,

1)
A dAv

(1.9.2a) [30]

Este flujo incidente, ®,, al interactuar con un medio se puede descomponer, como

menciona [3], la situacién mas general es cuando se tiene un medio semitransparente
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Figura 1.10: Procesos de absorcion, reflexion, transmisién en un medio semitransparente

3]

de tal manera que las componentes resultantes de la irradiacion espectral de este medio

pueden ser una porcion de radiacién reflejada, absorbida y transmitida, tal que

Pri=Poay+ Prat+ Py (1.9.2a) [31]

Una situacién similar, son los cuerpos opacos, en los cuales la abosorcion ocurre en
una profundidad en el medio de algunas longitudes de onda desde la superficie, de tal

manera que los procesos de absorcion y reflexion, son fenémenos de superficie.

1.9.1. Absortividad

Es conveniente ver una descripcién microscopica de los fenémenos de emision y ab-
sorcién. Einstein demostré que un dtomo puede absorber un fotén de energia, hf [14],
proveniente de un campo de radiacion y hacer una transicién desde un estado energético
inferior, ', hasta un estado energético superior, Fs, donde Es — E; = hf. La probabilidad
de absorcién por unidad de tiempo por dtomo se puede escribir Bisu(f,T), donde Bis es
el coeficiente de absorcién de Einstein y u(f,T) es la densidad de energia por unidad de
frecuencia en el campo de radiaciéon. Cuando un atomo en el estado 2 ya estd excitado, se

observa que posee una probabilidad definida por segundo de efectuar una transicién es-

9 de mayo de 2017



1.9. Absorcidn, reflexion y transmisién de una superficie 17

pontanea de vuelta al nivel 1. La velocidad de transiciéon espontdnea puede caracterizarse

por el coeficiente Ay (transiciones por unidad de tiempo).

Si se considera una mezcla de atomos y radiacion en equilibrio térmico a la temperatura
T'. Las poblaciones N; y N, de los niveles energéticos F; y Fs satisfacen la relacion de

Boltzman

% _ o~ (B2=E0)/ksT _ o~hf/ksT (1.9.2a) [32]
1

El nimero de dtomos que van de 1 a 2 por unidad de tiempo es igual a Nyu(f,T)Bia,
el n'umero de dtomos que van de 2 a 1 por unidad de tiempo es igual a Noy(f,T)Bo;
En equilibrio dindmico el nimero de transiciones hacia arriba por unidad de tiempo

debe ser igual al nimero de transiciones hacia abajo por unidad de tiempo, se tiene
Nlu(f, T)Blg = NQ [Bglu(ﬁ T) —|— Agl] (192&) [33]
Al utilizar la ecuacién (1.9.2a)[32], lo anterior queda en

Ay
Bigehf/ksT — By,

u(f,T) = (1.9.2a) [34]

De la ley de radiacién de cuerpo negro mencionada en la ecuacién (1.6.3a)[18] se

obtiene que

B21 = Bl2 (192&) [35]

La ecuacion anterior menciona que cualquier atomo que tenga una probabilidad finita
por unidad de tiempo de absorcion tiene una probabilidad igual de emision. Como se vera
mas adelante también en la ley de Kirchoff.

La absortividad es la fraccién de flujo incidente que es absorbido por la superficie, tal

que,
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_ do,
dY,;

(0%

(1.9.2a) [36]

Asi como la emisividad, la absortividad puede ser caracterizada por dependencia direc-
cional y espectral. La absortividad espectral a(\; 0, ¢;T'), de una superficie a temperatura
T esta definida como la fraccion de radiancia espectral incidente desde la direccion 6, ¢

que es absorbida por la superficie, matematicamente,

Lyu(M\0.6.T
a(ib.0:7) = L)

En muchas aplicaciones es deseable trabajar la absortividad representando la direccién

(1.9.2a) [37]

promedio sobre el espacio hemisférico sobre la superficie, esto es,

E/\,a()‘)

a(X2mT) = BV

(1.9.2a) [38]

Y la absortividad hemisférica total, a(t; 27; T'), representa el promedio sobre la direc-

cion y la longitud de onda.

B

a(t; 2m;T) Z

(1.9.2a) [39]

1.9.2. Reflectividad

La refleccion es el proceso mediante el cual la radiacion incidente en una superficie
deja tal superficie desde el sitio de incidencia sin cambiar en frecuencia [6]. Esta definicién
de reflectancia como el porcentaje de luz que rebota” de una superficie. Se pueden derivar
dos funciones: la BRFD, f,, que describe la relacion de la radiancia reflejada a la radiancia

incidente; la reflectancia p, el cual describe la relacion del flujo reflejado al flujo incidente.

BRDF

La funcién f,, conocida por sus siglas en inglés, BRFD, funciéon de distribucién de

reflectancia bidericcional, esta definida como [6]
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g (1.9.2a) [40]

 dL(dW,,dD,, E) [ 1
fr(dﬁl — djT) - Lxdﬁﬁdﬁiv [ :|

su geometria esta ilustrada en la imagen 1.9.
dL, (dﬁi, dd,, E), es la radiancia espectral diferencial del flujo reflejado en dd;, de,,
y el término del denominador, Ll(dﬁz)dﬁf\f , es la iradiancia diferencial resultante de la

radiancia spectral incidente con la componente normal del angulo sélido diferencial dﬁf\]

Figura 1.11: Geometria para la BRDF [6]

La BRDF es la descripcién fundamental como una superficie refleja. Caracteriza la
reflectividad de la superficie en términos de el angulo sélido incidente, la luz incidente,
y el angulo sélido incidente. La BRFD puede tomar valores desde 0 a infinito. Hay dos
simples pero importantes propiedades de la BRDF que deberian ser guardadas en mente
cuando se trabaja con estas funciones.

La primera es la reciprocidad, la cual simplimente establece que si se cambian los papeles

de la energia reflejada con incidente, nada cambia. Esto es
[r(dD = dd,) = fr(dS, — dd)) (1.9.2a) [41]

La segunda propiedad importante de la BRDF es que debe estar normalizadas. Esto
es que la energia total propagada en respuesta a alguna irradiacién no debe ser mas que
la energia recibida.

La BRDF puede ser perféctamente especular o perféctamente difusa .
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Superficie perfectamente especular

Para una superficie la cual dispone de una reflexiéon perfectamente especular de acuerdo
a [6] se dice que 6, = 6;, es decir el angulo del haz de luz reflejado es igual al dngulo del

haz de luz incidente y el angulo azimutal ¢, = ¢; = 7.

Superficie perfectamente difusa

Para una superficie la cual dispone de reflexién perfectamente difusa de acuerdo a [6],

el haz de luz se refleja en todas las direcciones, similar a un proceso de emision.

1.9.3. Reflectividad p

La relacién entre la radiacion reflejada y la radiacion incidente es la reflectividad 6
reflectancia, al igual que la emisividad y la transmitancia debe estar entre valores 0 y 1.
La reflecitividad se denota por la letra p y es una medicién que relaciona el flujo reflejado
con el flujo incidente, que debido a la conservacién de la energia disponde un valor ente

0 y 1. Se define la reflectancia p como

A, (w,)

oo (1.9.2a) [42]

plwi = w,) =

La BRDF y la reflectividad se relacionan de acuerdo a, [6]

. Na@N
s 10,) = Juoy S ﬁ(diz ;ﬁ%m o} (1.0.20) (48]

La direccion de reflexion depende de la funcion bidireccional, BRDF, del material. La
fraccion de energia reflejada dentro de todas las posibles direcciones es igual a la reflec-

tancia espectral hemisférica direccional, o

p’(A,@i,wi):/ 0" (N, 0;,1;,0,.,1,) cos 0,dS,., (1.9.2a) [44]
2m

2r /2
o'\, 0i, ;) = / / 0" (N, 0i,1;,0,.,1,) cos 0, sin 0,.dO,.dS2,., (1.9.2a) [45]
o Jo
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en el caso de una reflexién especular pura, la direccién de la reflexion seria,

Yr =+, (1.9.2a) [46]

0, =0, (1.9.2a) [47]

Conociendo la BRDF es posible calcular la reflectividad, por simplificacién se puede
considerar superficies perfectamente difusas o perfectamente especulares. Se podria in-
terpretar la reflectividad como la cantidad de radiaciéon reflejada y la BRDF en como es
reflejada esta radiacion de acuerdo a las propiedades de la superficie. En algunas oca-
siones la reflectividad se puede expresar como una combinacion entre reflectividad de

superficie perfectamente difusa y la reflectividad de superficie perfectamente especular,

p(A) = ps(A) + pa(A).

1.10. Balance de radiacion

De la ecuacién 1.9.2a[31] y la figura 1.10, el balance de radicién incidente que se

absorve, transmite, refleja por un medio determinado, mateméaticamente se puede escribir

Para un cuerpo opaco las transmisividad es cero por lo que la ecuacion de balance de

radiacién se reduce a

pta=1 (1.10.2a) [49]

1.11. Ley de radiacion térmica de Kirchoff

El intercambio de energia por medio de calor por radiacién térmica entre dos o mas
cuerpos, esta dado por la potencia absorvida y emitida por cada uno de ellos. El flujo

emitido por unidad de superficie por uno de los cuerpos esta dado por
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d®y (0, ¢, dw"))
dA

=e(N 0, ¢") - Lapy(N\,T) - cosb - dw'  (1.11.2a)[50]

Mientras que el flujo emitido por unidad de superficie por este cuerpo esta dado por

d®, (0, ¢, dw'"))

71 =a(X0,¢)  Lay(A\,T)-cos' -do’  (1.11.2a)[51]

Si el cuerpo alcanza el equilibrio térmico con su entorno entonces el flujo emitido por
unidad de superficie es igual al flujo absorbido por unidad de superficie, de tal manera
que la emisividad se puede igualar a la absortividad, esto es la ley de radiacion térmica

de Kirchoff.

a(X;0,0) =e(\ 0,9 (1.11.2a) [62]

Esta igualdad aplica aunque el cuerpo no se encuentre en equilibrio térmico ya que
depende solamente de la direccion y la longitud de onda. Dado que la emisividad es una
propiedad de las superficies reales cuyo valor se encuentra entre 0 y 1, de 1.8.2a[29] se
puede ver que ninguna superficie real puede tener una auto-excitancia mayor que la de
un cuerpo negro a una temperatura determinada, y esto otra relacién establecida por la

ley de radiacién térmica de Kirchoff.

1.12. Cavidades como simuladores de cuerpo negro

Una cavidad tiene la caracteristica de poder aumentar la emisividad de su abertura
hasta un valor cercano a la unidad, por lo que la abertura de una cavidad es un simulador
de cuerpo negro. Esto ocurre debido a la radiacén incidente que ingresa a la cavidad
interacciona con las paredes internas, a diferencia de una superficie abierta la radiacion
dentro de la cavidad experimenta varias reflexiones lo que aumenta la probabilidad de que
eventualmente sea absorvida, esta absorcién incrementada hace que tanto la absortividad
y la emisividad de la apertura de la cavidad dispongan de un aumento aparente mayor a

la absortividad y la emisividad de sus paredes internas, como en figura 1.12.
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Figura 1.12: Cavidad que aproxima a un cuerpo negro [2]
1.13. Termografia

Dado a que en el experimento de comprobracién de los cdlculos a realizar para la
emisividad aparente de una cavidad, se utiliza una camara termografica, se dedica esta
seccién a describir la ciencia de la termografia.

De acuerdo a [27], la termografia es la ciencia de adquisicién y andlisis de informacién
térmica a partir de dispositivos de toma de imagenes sin contacto. Entre las caracteristicas

importantes de la termografia se tiene:

1. Sin contacto, es decir utiliza sensores remotos.

2. Es bidimensional, es decir permite la comparacion entre diferentes areas

del objeto de la medida.

3. Se realiza en tiempo real, es decir la visualizacién muy rapida de objetos

estacionarios.

La termografia abarca muchas areas como ser: transmision de calor, transmisiéon de

radiacion.

1.13.1. Ciencia térmica
Temperatura

La temperatura estd asosciada al movimiento medio de las moléculas y los atomos. Es

una cantidad mecanica.
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THERMAL IMAGING

W

Figura 1.13: Imagen infrarroja [27]

Calor

El calor esta relacionado con cuanta materia se encuentra a una temperatura dada.

Contra mas materia, mas energia interna contiene, aunque su temperatura sea la misma.

Transmision de calor

La transferencia de energia por medio de calor puede ocurrir por tres mecanismos:
1. Conduccion (transmisién conductiva)
2. Conveccién (transmision convectiva)

3. Radiacién (transmisién radiativa)

Conduccién

Es la transmisién de energia de movimiento (energia cinética) entre moléculas. Puede
producirse en sélidos, liquidos y gases. La "nube de electrones”de un material metélico
conductor es el responsable de la mayor parte de la conduccion de calor a través del sélido.

Un buen conductor eléctrico es también un buen conductos de calor.

ar
Potencia de conduccién = % =k - Acot |d_|
x

donde:

k: es el coeficiente de conduccion de la muestra, con unidad de medida [mﬂ 5

A: es el area, seccién transversal por la cual ocurre transferencia de calor, con unidad de
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medida [m?].

\%]: se define como gradiente térmico, con unidad de medida [ﬁc]

Conveccién

Es un modo de transmision de calor donde un fluido se pone en movimiento, debido a
la gravedad, u otra fuerza masica (p.e. cintrifuga). Este movimiento del fluido incrementa
el calor transmitido de un lugar a otro. Es usualmente la forma predominante de trans-
mision de calor en liquidos y gases. Se utiliza para caracterizar el efecto combinado de la

conduccién y el movimiento del fluido.

Potencia de convecciéon = % =h-A-AT

donde:  h: es el coeficiente de coneccion del fluido, con unidad de medida [%}
A: es el area, seccion transversal por la cual ocurre transferencia de calor, con unidad de
medida [m?].

AT es la diferencia de temperatura, con unidad de medida [°C].

140
L 120
100

L 80

MASANPAC Bk 5

Figura 1.14: Corriente de conveccién [9]

Radiaciéon electromagnética

Es la transmion de calor por emision y absorciion de radiacion térmica. Este es el me-
canismo de transferencia de calor principalmente utilizado en la ciencia de la termografia

y su ecuacion esta dada por la ley de Stefan-Boltzman
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La ciencia infrarroja trabaja actualmente con camaras termograficas que operan prin-
cipalmente en el rango de longitudes de onda del espectro electrmagnético correspondiente
a la radiacion térmica.

Una cdamara termografica es un dispositivo de medicién de temperatura por medio de

radiaciéon térmica.

1.13.2. Componentes de camara termografica
Lente

Las lentes de las cAmaras termograficas estan hechas de materiales cuya transmisividad
es muy alta y tienen la funcién de enfocar la radiacion térmica hacia los detectores de la
camara termografica. Algunos materiales que muestran una alta transmisividad son CaF5

y Bal,

Detectores IR

Los detectores utilizados cominmente por una camara termografica son:

1. Detectores foténicos, la radiacion se convierte directamente en una senal

eléctrica.

2. Detectores térmicos, la radiacion calienta cada célula del detector y se de-
tecta el cambio de temperatura. Los microbolémetros son un ejemplo de

estos detectores.

Parametros necesarios para la medicion de temperatura con una camara ter-

mografica

Dado que la camara termografica se utiliza similarmente que una camara de celular
debe lidiar con los factores ambientales que pueden afectar la radiacién térmica que desea
medir. La temperatura ambiente, la humedad relativa, la distancia, la emisividad de la

muestra son algunos de los factores que afectan una mediciéon de temperatura de una

9 de mayo de 2017



1.13. Termografia 27

Figura 1.15: (a) Placa electrénica utilizada en cdmaras FLIR ,(b) placas de microboléme-

tros 512 x 512 ALADDIN 111, (c) 1024 x 1024 ALADDIN III [9]

muestra para la cual se desea analizar. Estas propiedades del medio y de la muestra afectan
factores como la reflectividad y la transmisividad que pueden al final darnos una lectura

errénea de la temperatura del cuerpo analizado sino son compensados apropiadamente.

atmosphere] sum) F;"""
Alm

Ba

I o Ty Mo

object{as)

> Camera

Mo 0 TTanl-EalesM,

ambient (a)

Figura 1.16: Interaccién del flujo radiante en mediciones con una cdmara infrarroja [9]

1.13.3. Calibracién de camaras termograficas

Para la calibracién de una camara termografica se utilizan cavidades que sirven como
cuerpos negros, comunmente los fabricantes de camaras termogréficas las utilizan en sus
laboratorios.

Para realizar la calibracion de estas cdmaras termograficas es necesario conocer la
emisividad aparente de las cavidades ya que es uno de los parametros utilizados por la
camara termografica para realizar sus mediciones de radiacion infrarroja.

Esta tesis trata sobre el caculo de las emisividades de cavidades de geometrias regulares.
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AT

Figura 1.17: (a) Cuarto de laboratorio para la calibracién de cdmaras infrarrojas, (b)

Conjunto de cuerpos negros [9]

Las cavidades que se utilizan en los laboratorios de calibraciéon de cdmaras termografi-
cas son mas complejas y desarrolladas con mayores especificaciones para el propdsito de

calibracion.
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Capitulo 2

Método de Monte Carlo

2.1. Introduccion

El método de Monte Carlo ofrece mayor facilidad en la resoluciéon de problemas com-
plejos en relacién a otros métodos numéricos convencionales.
El método data desde 1944 y desde entonces se ha improvisado con el desarrollo de la
computadora. El método se utilizé por matematicos y fisicos en epoca de la segunda gue-
rra mundial mientras se desarrollaba la bomba atomica relacionado en la resolucién de
problemas con la difusién de neutrones. Las personas que utilizaron este método fueron
John Von Neumman y Stanislaw Ulam. El nombre de Monte Carlo proviene de la ciudad

de Ménaco, que es famosa por los juegos de apuesta en casinos.|[7]

2.2. Simulacion Monte Carlo

Una simulacién de Monte Carlo persigue la ”dependencia de tiempo”de un modelo
para el cual el cambio, o crecimiento, no procede de una manera rigurosa sino mas bien
de manera estocastica la cual depende de ntimeros aleatorios que son generados durante
la simulacién [11]. Una de las dificultades que pueden encontrarse con estas simulaciones
que utilizan el método de Monte Carlo son las limitaciones de la computadora tanto en

tiempo como en memoria.
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2.3. Probabilidad

El método de Monte Carlo es un método de naturaleza numérica estocastica, una
secuencia de numeros aleatorios [10]. En fisica existen procesos cuya base es aleatoria,
como ser el proceso de absorcion, el cual se considera en este trabajo como un evento
elemental a partir del cual se calculan otros eventos.

Si consideramos un evento elemental de una salida aleatoria de eventos, Ei, Es, ..., E,
(como ser lanzar dados), a cada uno de estos eventos se puede asociar una probilidad, py

o PEy, la cual cae entre 0 y 1,

0<p <1 (2.3.1a) [53]

Se considera pp = 0 cuando un evento no puede ocurrir y pr = 1 si es seguro que debe
ocurrir. Se puede enumerar algunas propiedades de probabilidad de eventos:
L. P, yo 5, < P+ P
2. Dos eventos son mutuamente excluyentes, es decir Pg, , g, =0y Pg, o 5, = 1.
3. P(de eventos) =) . p; = 1, para todos los eventos posibles.
4. La probabilidad de una salida (E;, F}) es p;;, llamada probabilidad conjunta para E; y
F;.
5. Dos eventos se consideran independientes si p;; = pi1; - pa;-

6. En caso de no ser independientes, se puede escribir la probabilidad conjunta como

e (20) 225

La salida de estos eventos aleatorios puede ser una variable légia (verdadero o falso)

o un nimero real z;. Estos nimeros se llaman variables aleatorias [11]. El valor esperado

de estas variables aleatorias es:

(r) = BE(z) = Z piti = pu (2.3.22) [54]

Similarmente, cualquier funcién real g(z;) tiene entonces el valor esperado,

(9(x)) = E (g(x)) = Zpig(xi) (2.3.2a) [55]
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Un término importante de los valores esperados son las potencias de x. El momento

n de x es definido como el valor esperado de la potencia n de =z,

(") = Zpix?; (2.3.2a) [56]

sin =2,

(%) =) pirl. (2.3.2a) [57]

El momento central de z es

{gn(@)) = ((z = p)") = Zpi (i — ()" (2.3.2a) [58]

El momento de mayor importancia es el caso que n = 2, que es llamado ”varianza”,

var(z) = ((z — (2))°) = Zpi(ri — )= (%) —(=)",  (2.3.2a)[59]

2.4. Numeros aleatorios

El ntcleo del método de Monte Carlo es la generacion aleatoria, que es la generacién de
variables aleatorias que son distribuidas idénticamente e independientes de acuerdo a una
distribucién de probabilidad. En python se puede utilizar la libreria random y la funcion
randint, para generar nimeros enteros aleatorios o también pueden generarse variables
aleatorias de acuerdo a una distribucion determinada como ser distrbucién beta, gamma,

0 normal.

2.4.1. Generaciéon de niimeros aleatorios y variables

La técnica mas comun de generar niimeros aleatorios es seleccionar una funcién que
mapee los enteros en niimeros aleatorios por ejemplo un generador lineal congruente dado

por [7]
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Tpt1 = (az, + c)mod(m), (2.4.2a) [60]

donde:
ZTna1 €s el préoximo valor x,, es el valor actual a, ¢ y m son constantes a elegir para mejorar
el generador de niimeros aleatorios.

Los ntimeros generados por un cddigo de computadora en realidad no son aleatorios
en su totalidad sino mas bien pseudo aleatorios, ain asi si se eligen bien las constantes
pueden considerarse lo suficiente aleatorios para ser utilizados. Para generar una salida

en un rango de valores (0, 1) se tiene de acuerdo a [8]

X
Ut:—t
m

, (2.4.2a)[61]
Se pueden generar nimeros aleatorios por medio de generadores multiples recursivos

de acuerdo a [8]

Xy = (a1 X1+ ... + axXy_) mod(m), (2.4.2a) [62]

parat = k,k+1,..., en el set (0,...,m-1). Siendo la salida tomada como la ecuacion [2]
de esta seccién.

En las simulaciones que ayuden a calcular la emisividad aparente de una cavidad
se utilizara el generador de ntimeros aleatorios en python con la funcion de la libreria

random, random.uniform(0,1), en la consola de python seria

>>> import random

>>> random.uniform(0,1)
0.038827120320285236
>>> random.uniform(0,1)
0.24364088183557486
>>> random.uniform(0,1)

0.80307403111053
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2.5. Distribuciones de probabilidad

Si se consideran dos eventos que son mutuamente excluyentes y exhaustivos, por estos

ultimos se entiende que deben ocurrir al realizar un experimento, entonces:

P(A)=p, x=1; P(Ay)=1—p, 2=0. (2.5.2a) [63]

La probabilidad de que la suma de N eventos independientes, esto es X = > _, z,,
sea igual a n, X = n, es la probabilidad de que n de los z, fueron 1y que (N —n) fueron

0. Esto se puede calcular utilizando la distribucién binomial

N N—n
P(X =n)= p" (1 —p) , (2.5.2a) [64]
n
N
es el coeficiente binomial. El valor esperado de X es
n

(X) = Np. (2.5.2a) [65]

y la varianza

var(X) = Np(1 — p). (2.5.2a) [66]

Asumamos ahora que se tienen siempre dos salidas, 1 o 0, de un experimento: si la
salida es 0, el experimento es repetido, de otra manera se detiene. La variable aleatoria

de interes ahora es el niimero de experimentos hasta obtener una salida 1:

Plx=n)=(1-p)"'p (2.5.2a) [67]

Esto se conoce como la distribucién geométrica.

En el caso que la probabilidad de éxito sea muy pequena, la distribucion de Poisson

Plx=n)=—e", (2.5.2a) [68]
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representa una aproximacion de la distribuciéon binomial.

La mas importante de las distribuciones es la distribucién Gaussiana

1 xr—A{(xT 2
po(t) = ———e 5 - (2.5.2a) [69]

vV 2mo?

2.6. Variables aleatorias continuas

También se pueden disponer de variables aleatorias de forma continua [10]. Dado que

2 es un numero real, —oo < x < oo, una funcion de distribucién puede ser definida como,

F(z) = P{ una seleccion aleatoria de X da un valor menor que x } = P{X <z}

(2.6.2a) [70]

La funcién distribucién puede tener intervalos sobre los cuales es diferenciable; en estos

intervalos, la funcién de distribucién de probabilidad (fdp) puede ser definida como

>0, (2.6.2a) [71]

La funcién de distribucion de probabilidad de una variable aleatoria continua x tiene

una propiedad de normalizacién

/ F@)dz = Floo) = 1. (2.6.24)[72]
El valor medio de z esta definido como

E(z) = /_oo xdF(z) = /OO zf(x)dx, (2.6.2a)[73]

[e.e] -

El valor esperado de una funcién de variable aleatoria esta definido como

E(g(x)) = /00 g(x)f(z)dx, (2.6.2a) [74]
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2.7. Teorema de Limite Central

Si variables aleatorias x1, xs, ..., x, son independientes entre si y tomadas de la misma
distribucién, el valor promedio Xy = sz\; x;/N en el limite N — oo estard distribuido
de acuerdo a la distribucién Gausiana, independientemente de la distribucion a partir de

las cuales son tomadas las x;. Estos es conocido como ” Teorema de Limite Central”.

Con esto podemos estimar el valor de una funcién g(z).

Gy = %Z g(Xy), (2.7.2a) [75]
(Gn) = /_OO f(z)g(z)dz, (2.7.2a) [76]

y
var{Gy} = %var {g}. (2.7.2a)[77]

Esto quiere decir que a medida que N — o0, la distribucién de los valores de Gy se

aglomeran cerca de la media de acuerdo a N~/2,

Si la variable aleatoria que se utiliza en Monte Carlo esta distribuida uniformemente

entre 0 y 1, se puede calcular integrales con dicha variable.

fu(z)=1,0<2 < 1. (2.7.2a) [78]

Por ejemplo,

VI—2de =5 (2.7.22) [79]

Puede ser escrito como
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/1 fu(@)V1 — 22dx = % (2.7.2a) [80]
0

El valor de esta integral se puede encontrar como

1 1 9\ 1
Gy = Nzg(gi) = Nz(l —£2)2 (2.7.2a) [81]
En python, el algoritmo seria :

import random
import math
suma = 0
N = 1000000
for i in range(l, N, 1):
suma = math.sqrt(1.0 - (random.uniform(0,1))**2) + suma
media = suma/N
print ("pi_cuartos_aproximado: ", media)

print ("pi_cuartos_exacto: ", math.pi/4.0)
Lo que da como resultado,

pi_cuartos_aproximado: 0.7856610065063432
pi_cuartos_exacto: 0.7853981633974483

También se pudo encontrar el valor de esta integral de una manera diferente. Sabiendo
que el area de un cuarto de circulo es igual a %rQ, se pueden dibujar puntos que son
colocados de manera aleatoria en el cuadro de 1 unidad por lado y contar los puntos que

caen dentro del cuarto de circulo, es decir,

1 1
//f(ar,y)g(fc,y)d:cdyzg (2.7.2a) [82]
0 0
donde
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Fony) = 1 si(z,y)en (0,1)®(0,1) (27.20) (881

0 si en otro lugar

1 sia?+y2<1
9(z,y) = (2.7.2a) [84]
0 sia?+y?>1.

ya que z y y son independientes,

f(z,y) = fulz) fuly) (2.7.2a) [85]

de tal manera que esta funcion se puede muestrear dibujando dos variables aleatorias
uniformes independientes, &;, 1; y formando un estimador, G, el cual suma ntimeros las

veces que &2 +n? < 1. Esto en python serfa

import random

import math

suma = 0

N = 1000000

for i in range(l, N, 1):
x = random.uniform(0,1)
y = random.uniform(0,1)
suma_cuadrados = x**2 + y*xx2
if suma_cuadrados <= 1.0:

suma = suma + 1
media = suma/N
print ("pi_cuartos_aproximado: ", media)

print("pi_cuartos_exacto: ", math.pi/4.0)

Dando como resultado,
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pi_cuartos_aproximado: 0.78508

pi_cuartos_exacto: 0.7853981633974483

El método a utilizar dependera de la varianza y la eficiencia del calculo.

2.8. Muestro de variables aleatorias

Al realizar calculos con el método de Monte Carlo es requerido muestrear correcta-
mente la funcion de distribucion de probabilidad de tal manera que los calculos sean mas

eficientes.

Si tenemos una variable aleatoria x con una funcién de distribucién acumulativa F,(x)

y funcién de distribucién de probabilidad,

dF,
fu(z) = . (2.8.2a) [86]

y siendo la variable aleatoria T = v(x), se puede encontrar que la relacién entre las

funciones de distribucién de probabilidad de = y los valores de v es [10],

| fo(@)da [=| fr(y)dy | (2.8.2a) [87]

Se utiliza convencionalmente generadores de nimeros seudo-aleatorios que producen
valores uniformes entre 0 y 1. La funcion de distribucién de probabilidad para una variable

aleatoria uniforme sobre (0, 1) es

1 0 1
fe(€) = para 0= = (2.8.2a) [88]

0 para otro caso

Por ejemplo si se requiere muestrear una funcién de distribucion de probabilidad cuya

forma sea exponencial,

fr(y) =A™, 0 <y < o0 (2.8.2a) [89]
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de tal manera que la funcion de distribucién acumulativa, queda,

Y
Fr(y) = / e NMdu=1—e N =¢. (2.8.2a) [90]
0
Lo anterior lleva a
1
T = Y log(1 —¢) (2.8.2a) [91]

2.8.1. Muestreo de distribuciones de multivariables

En el calculo de emisividades en cavidades es requerido muestrear variables del tipo

R37 X = (x7 y7 Z)’

f(x)=—eT" (2.8.2a)[92]

donde r = \/x2 + y? + z2. El elemento de volumen dV que esta asociado con f(x) es
dzdydz. En coordenadas polares, dV = r2drsin 0d0d¢ vy

f(x)dzdydz = 8ierr2dr sin 0dOd¢ (2.8.2a)[93]
7r

donde las coordenadas polares estan definidas como

z
cosf = —, tan¢ = Yy
r x

La ecuaciéon de funcion de distribucién de probabilidad, puede ser definida como,

B (2.8.2a) [94]

y r, 0 y ¢ pueden muestreadas de manera independiente.

Para muestrear r,

3
R=-> log& = —log(& x & x &) (2.8.2a) [95]
=1
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Para muestrear ¢,

F—/¢1d¢—¢—§ (2.8.22) [96]
° o 2m 21 ! oo
¢ =2m&y (2.8.2a) [97]
para muestrear 6,
o1 . cosf 1
Fy = —sinfdf = +-=¢& (2.8.2a)[98]
o 2 2 2
cosf =28 — 1 (2.8.2a) [99]

2.9. Caminos aleatorios, cadenas de Markov

De acuerdo a [6], un proceso estocdstico en tiempos discretos etiquetados consecu-
tivamente t1, ty , t3,..., para un sistema con una cantidad finita de posibles estados,
S1, S, Sz, ..., y se denota como X; el estado en el que el sistema estd en un tiempo t.

Se considera la probabilidad condicional X; = S5; ,

P(th = Szn | th71 = Sin—17th—2 = Sin—27 ceey th = Sh)? (292&) [100]

dado que en el tiempo precedente el estado del sistema X, , estaba en el estado 5;, ,,
etc. A este proceso se le conoce como proceso de Markov, si esta probabilidad condicional
es de hecho independiente de todos los estados excepto del estado inmediato predecesor,
esto es, P = P(X;, = S;, | Xi,_,)- La correspondiente secuencia de estados {X;} es
conocida como cadena de Markov, y la probabilidad condicional puede ser interpretada

como la probabilidad de transicién para moverse del estado ¢ al estado 7,

Py =P{Xp1=j|X, =1} (2.9.2a) [101]
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Una cadena de Markov es otra manera de referirse a un camino aleatorio. Un ejemplo
tipico de un camino aleatorio es el de un juego de casino, una persona con cierta cantidad
de dinero m, que juega una serie de juegos de la suerte contra el casino (quien tiene en
teorfa infinidad de dinero). Después de cada juego el jugador tiene una probabilidad p,,
de ganar y una probablidad ¢,, = 1 — p,, de perder, con m > 1. Cuando la cantidad de
dinero llega a cero o a un maximo que el juegador considere suficiente para irse a casa, el
juego termina. El proceso {X,,}, donde los X, representa la cantidad de dinero que queda

después de n juegos es también un camino aleatorio.

Los caminos aleatorios se pueden utilizar para encontrar aproximaciones discretas de
un proceso como ser la ecuacion de radiacion, donde el movimiento de las particulas es
continuo pero en cada una de las posiciones, estan sujetas a colisiones y a interacciones
aleatorias o fluctuaciones aleatorias. Si la posicién futura de una particula depende so-
lamente de la posicién actual, entonces el conjunto {X,,} donde X,, es la posicién en un

tiempo "n” representa un proceso de Markov.

2.9.1. Propiedades de una cadena de Markov Discreta

Cada vez que el sistema representado por una cadena de Markov deja un estado 1,

debe estar en otro de los posibles estados; por lo tanto

N
> Pyj=1i=1,.N (2.9.2a) [102]
j=1

Si el estado j es alcanzado por el estado ¢ en un ntmero finito de pasos o transiciones,
entonces el estado j es llamado accesible desde el estado i. Si el estado ¢ es accesible desde
el estado j, entonces los estados se dice estan comunicados uno con otro. Una cadena de
Markov es llamada irreducible si todos los estados se comunican con cualquier otro.

Los P;; forman una matriz P llamada matriz de probabilidad de transicién de un paso.
Dada P y la probabilidad de distribucién del estado del proceso en el tiempo 0, la cadena
de Markov estd completamente especificada. Sea Pj; la probabilidad que el sistema vaya

desde el estado ¢ al estado j en n transiciones. Entonces puede ser escrito como
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N
Py =Y PP (2.9.2a) [103]
k=0
donde 7 + s = n y se define
1 s, i=j,
P = (2.9.2a) [104]
0 si, i # 7.

El periodo del estado 4, d(i), es el mayor comin divisor de todos los enteros n > 1
para los cuales P! > 0. Si P! = 0 para todo n, entonces d(i) esta definido a ser 0. Si los
estados ¢ y j se comunican, entonces d(i) = d(j). Si todos los estados en una cadena de
Markov tiene un periodo de 1, el sistema es llamado aperiddico.

Sea ]! la probabilidad que empezando del estado 7, el primer retorno a estado ¢ ocurre

en n transiciones.

"= P(Xp=i,Xm#im=1,2,...n—1|Xg=4)  (2.9.2a)[105]

i

El estado 7 se dice que es recurrente si y solo si

27]1\[:1 i? =1
Lo anterior es, comenzando desde el estado ¢, la probabilidad de retornar al estado 7 en un
tiempo denifido es 1. Si esto no es verdad, se dice que el estado es un estado transitorio.
Si los estados ¢ y 7 se comunican e ¢ es recurrente, entonces j es recurrente. Por lo tanto,

todos los estados en una clase equivalente son ya sea recurrentes o transitorios.

Suponiendo que se dispone de una cadena de Markov con una clase de estados re-
currentes aperiédicos. Se puede definir la probabilidad estacionaria para los estados j =

1,2,...,N por

N N
™= Zﬂ'ipz'j, >0, Z’]“'i =1. (2.9.2a) [106]
i=0 i=0
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7; es la porcién de tiempo que el sistema esta en el estado j. La cantidad m;F;; es
la proporcién del tiempo que el camino aleatorio ha ingresado en el estado j desde el
estado . Si el estado inicial de un camino aleatorio es escogido a ser distribuido como 7,

entonces P{X, = j} esigual a 7;, para todony j.

Si m; > 0 para un estado ¢ en una clase recurrente aperiédica, entonces m; > 0 para

todos los estados j en la misma clase. Tal clase es llamada fuertemente ergédica. Cuando

para todos los ¢ # j, entonces la cadena de Markov se dice es reversible en el tiempo.
Si el estado inicial Xj es escogido de un conjunto ;, la secuencia de pasos yendo hacia
atras en el tiempo desde cualquier punto n también serd una cadena de Markov con

probabilidades dadas por F;;

2.9.2. Estimadores y procesos de Markov

Las cadenas de Markov son utilizadas en simulaciones para modelar el comportamiento
de sistemas en los cuales las funciones de distribucion de probabilidad no son muestreadas
facilmente. Suponiendo que una variable aleatoria discreta tiene funciéon de densidad de
probabilidad dada por p; = P{X =j},, j = 1,2,..., N. Puede ser muestreada creando
una cadena de Markov irreducible aperiddica, tal que p; = m; para j = 1,2,...,N y
obteniendo los valores de X,, cuando n es grande. Un estimador para una propiedad,
h(X), del sistema, como ser la emisividad aparente, E(h(X)) = Zjvzl h(j)p; puede ser

formada desde estados alcanzados en el camino aleatorio,

E(h(X)) ~ %ih(Xi). (2.9.24) [108]

En algunos casos, al paso n en la cadena de Markov, el estado del siguiente paso, n+1,
es dependiente sobre las propiedades del paso previo. Por lo tanto, toma algunos pasos, no
siempre facilmente cuantificables, para perder la influencia de la distribucion del estado

inicial Xy. Como resultado, al formar estimadores de cantidades de interes, los primeros k
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pasos de la cadena de Markov son comunmente descartados. El estimador de la propiedad

h(X) entonces es,

Eh(X)~ —— 3 h(X). (2.9.2a) [109]

La eleccién de k esta guiada por las propiedades de la aplicacion.

2.10. Aplicaciones utilizando la cadena de Markov

Existen varias aplicaciones que utilizan la cadenas de Markov para realizar calculos

de alguna cantidad de interés.

1. Stephen P. Brooks (1998) [15] explica una aplicacién de la cadena de Mar-
kov con el método de Monte Carlo en la cual para describir la forma de
tumbas corbeladas prehistéricas. En este caso se coleccionaron datos en
relacion a la forma de las tumbas corbeladas en distintos sitios por el Medi-
terraneo. Los datos consistian de una serie de mediciones de la profundidad

desde el apice de estas tumbas, d, y el radio correspondiente ;.

2. También Brooks (1998) [15] ejemplifica una aplicacién en el que se utiliza
la probabilidad bayesiana para combrobar modelos de mezcla de muestreo
y una de las aplicaciones es encontrar la longitud de onda de mayor sensi-

vilidad en los ojos de monos.

3. Se ha aplicado para analizar literatura como menciona Hilgers y Langville
[14] al poema de Alexander S. Pushkin .Pigeny Onegin”. Aqui se estudié la
secuencia de 20,000 letras, descubriendo que la probabilidad estacionaria
es p = 0,432, que la probabilidad de que una vocal seguida de una vocal es
p1 = 0,128, y que la probabilidad de una vocal seguida de una consonante
es po = 0,663. También se da los resultados para la secuencia de 100,000
letras en la novela S. T. Aksakov’s ”La niez de Bagrov, el Nieto.”, para esta
novela las probabilidades fueron p = 0,449, p; = 0,552, y p» = 0,365. En
este establecid relacion entre la probabilidad y los aspectos que depende

del tiempo. Ver figura 2.1.
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4. También tiene aplicacién en el area de comunicacién [14]. Se aplicé por
Shannon en Una teorfa matemadtica de la Comunicacién.e® 1948, aqui ella da
respuesta de como las senales analogas pueden ser transformadas a digitales,
y como estas senales digitales pueden ser codificadas de tal manera que el
ruido y la interferencia no afecten el mensaje original y como un uso éptimo

de un ancho de banda de un canal de comunicacion puede ser asegurado.

5. Al inicio Markov utilizé las cadenas de Markov en el area de la literatura
pero un compatriota de el, el ruso matematico Kolmogorov aplico las ca-
denas de Markov en el area de la fisica, explicdé como utilizarlas para casos
continuos y no solamente para casos discretos. Y menciona a la ecuaciéon

de Erwin Schrodinger como una aplicacion para la cadena de Markov.

6. Se utiliza las cadenas de Markov para simulaciones de algoritmos de reco-

cido [10], para encontrar caminos éptimos en las tarjetas electrénicas.

7. Otra de las aplicaciones de las cadenas de Markov son los caminos aleatorios
como se vera en la préxima seccién. Este método de caminos aleatorios es

el utilizado para realizar el calculo de la emisividad aparente en cavidades.

2.10.1. Transporte de radiacién y caminos aleatorios

Los pasos necesarios para llevar a cabo una simulacion de Monte Carlo de transporte

de radiacion, se tiene,

1. Se formula una descripcién de la fuente de radiacion. Interpretar esa des-
cripcion como una funciéon de distribucién de probabilidad. Muestrear la
funcién de distribucion de probabilidad para especificar los valores iniciales

de las coordenadas en la simulacién.

2. Se formula el traceado de un camino y la descripcién de interacciones entre
elementos de radiacién y el medio. Se muestrea la funcién de distribucién
de probabilidad para la distancias recorridas y varias probabilidades para
determinar si y que tipo de radiaciéon continua el proceso. En el caso del

calculo de emisividades en cavidades se simula una particula que interac-
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Figura 2.1: A la izquierda: Las primeras 800 letras de las 20,000 totales compiladas por

Markov y tomando de del primer y medio capitulos del poema de Pushkin .F*geny Onegin”.

A la derecha: El conteo de Markov de vocales en la primera matriz de total de 40 matrices

de 10 x 10 letras. [15]
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ciona con las paredes de la cavidad, el tipo de interaccion es la absorcién
y refleccién, mientras la particula rebota.®™tre las paredes de la cavidad, se
considera despreciable la interaccién mientras esta .** vuelo” de tal manera

que la trayectoria de la particula es en linea recta.

3. Repetir el paso 2 hasta que la radiacion se abasorbida o en el caso de calculo

de emisividades en cavidades sea reflejada por la misma abertura.

4. Durante la iteracion del paso 2 contar eventos interesantes para almacenar

resultados fisicos.

Para establecer la descripcion matemaética primero, se caracteriza el espacio sobre el

cual el camino esta definido, es decir, R".

Luego es requerido una descripcién (como ser la funcién de distribucién de probabili-

dad) de la "fuente”. Esta es una funcién.

>0 (2.10.2a)

S(X) >0,
/ S(X)dX = 1. (2.10.25) [110]
Q

El tercer elemento es una regla estocdstica para moverse desde un punto (X') a otro
(X). Esto es una funcién de distribucién para muestrear una nuevo punto X cuando los

puntos previos del camino eran X'. Se requiere

T(X | X') >0, / T(X | X)dX < 1. (2.10.3a) [111]

Que T no este normalizada a 1 permite la posibilidad que el camino termine (en X’

con probabilidad 1 — [T(X | X")dX).

El cuarto elemento es alguna variable de interes que se desea conocer, al menos concep-
tualmente, como en nuestro caso es la emisividad aparente de la apertura de la cavidad.
En general, serd la cantidad descrita por la distribucion de llegadas a X, x(X). Estos es,

sumar sobre todos los pasos el camino aleatorio y tomando el promedio sobre todos los
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pasos posibles, el numero de veces esperadas que un punto es muestreado dentro de una
region €2 es

Jo x(X)dX.

Retomando el camino comienza con una X (llamada X, muestreada desde S(X,).
Luego si no es absorbida, se mueve a X; muestreado de T'(X; | Xo). En general T(X,, |
X,,—1) gobierna el movimiento n. La llegada a X puede ser ya sea por que se movi6 a X
desde un punto anterior Y. El promedio total de la distribucion en X es la suma de estas

dos:

X(X) = S(X) + / T(X | Y)x(Y)dY. (2.10.2a) [112]

El término integral en el lado derecho es la distribucién promedio de llegada a X hacia
la inmediata posterior llegada: x(Y)dY es la probabilidad de que hubo una llegada en
dY;T(X | Y) es la probabilidad que esto fue seguido por un movimiento a X; se integran

sobre Y para promediar sobre todas las posibles posiciones del movimiento anterior.

La ecuacién (2.10.2a)[112] describe el comportamiento promedio del camino aleatorio.
En un sentido, debido a que la salida es una serie de puntos X, X, X, ..., el camino
aleatorio se puede interpretar como un medio para muestrear la funciéon x que es la
solucion de la ecuacion.

S es parte de la descripcion, y el correcto muestreo requiere que cada X,, generado en el
camino sea utilizado. El conjunto de puntos {X,,,} de puntos obtenidos de repeticiones
m = 1,2, ..., M del camino aleatorio completo puede ser utilizado para formar estimadores

de integrales. Esto es, si

G= /g(X)X(X)dX, (2.10.2a) [113]

donde x es la solucién de la ecuacién (2.10.2a) [112], por lo que la cantidad

M N
G =233 0(Xon) (2.10.2b) [114]
m=1 n=1
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es un estimador para G en el sentido que

(Gu) =G (2.10.2¢) [115]
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Capitulo 3

Método de traceado de Monte Carlo

3.1. Transferencia de calor por cambio radiativo en-
tre superficies

De acuerdo [4], la transferencia de calor entre superficies esta gobernada por la si-

guiente ecuacién,

q(r) = e(r)oT*(r) — / 6(T’)0T4(r’)%dﬁ, (3.1.1a) [116]
A

donde
q(r) = flujo de calor de superficie local en la locacion r,
T(r) = temperatura de la superfici en el punto r,
¢(r) = emitancia total hemisférica de la superficie en el punto r,
A = area de la superficie de la cavidad, y
dF 4,44 = factor de intercambio de radiaciéon generalizada entre los elementos de super-
ficie dA" y dA.

En la ecuacion (3.1.4a)[116] el primer término sobre la mano derecha describe la emi-
sion desde la superficie, y la integral del segundo término es la fraccién de energia origi-
nalmente emitida desde la superficie en 7/, lo cual eventualmente se absorbe en la locacién

r. Por lo tanto, la definicién para el factor de intercambio generalizado debe ser:

dF 4 _qa = fraccién de la energia total emitida por dA” que es absorbida por dA, ya sea
50
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directamente o después de algin niimero y tipo de refleccién.

Esta definicién es la mas compatible para la solucién por la técnica de camino aleatorio
para el transporte de radiacion y es por lo tanto usualmente empleada por calculos del
método de Monte Carlo.

La imagen 3.1 muestra un esquema de una cavidad arbitraria con intercambio de

energia entre la emitida por dA’ y absorbida por dA.

Figura 3.1: Rutas posibles de energia en una cavidad arbitraria [4]

Si la cavidad es no cerrada, es decir, que tiene aberturas, algunas superficies cerradas
deben ser incluidas. Por ejemplo, una apertura directa al espacio exterior desde el sol o

la tierra puede ser reemplazada por una superficie negra a una temperatura de 0 K.

3.2. El método de traceado de Monte Carlo

Como menciona [21], el método de traceado de Monte Carlo es un enfoque estadistico
en el cual la solucién analitica de un problema es llevado a cabo a favor de una simulacion
cuya salida se espera sea la misma como en el caso analitico pero la cual es mas simple
de llevar a cabo. En el caso de un problema de radiaciéon térmica, una cantidad dada de
radiacién de energia es uniformemente dividida en un gran nimero de N; de rayos de
energia discretos. Estos rayos de energia luego se siguen desde su emision por el elemento
de superficie i, a través de una serie de reflecciones sobre los otros elementos de superficie

hasta la absorcién por uno de los elementos de superficie o en nuestro caso por la refleccion
9 de mayo de 2017



3.2. El método de traceado de Monte Carlo 52

del rayo a través de la apertura de la cavidad.

Las propiedades de la cavidad y las leyes de la probablidad son utilizadas para determinar
los rayos N, absorbidos por la cavidad.

Una consecuencia de la definiciéon de la emisividad aparente de la cavidad es que es
numéricamente igual a la razéon de N, con N; en la medida que el limite de N; tiene al
infinito, y su valor puede ser bien estimado utilizando una gran cantidad de rayos.

El enfoque general del método de traceado de Monte Carlo es emitir una gran cantidad N;
de rayos de energia desde ubicaciones seleccionadas de manera aleatoria sobre un elemento
de superficie i de la apertura de la cavidad y luego seguir su progreso a través de una serie
de reflecciones hasta que son absorbidos por cavidad o reflejados por la misma abertura.
Estos rayos de energia en la realidad son fotones.

En cualquier momento que una rayo de energia intersecta una superficie de la cavidad, el
resultado del rayo de energia esta determinado por el tratamiento de la superficie como
probabilidades. Por ejemplo, si la absortividad hemisférica total de la superficie es «,
entonces la probabilidad de que el rayo de energia incidente sera absorbido es P, = a.
Esto es, en la formulacién del método de traceado de Monte Carlo un ntimero aleatorio
R,,, uniférmemente distribuidos entre cero y la unidad, es tomado y su valor es comparado
con a (= P,). Si R, < a entonces el rayo de energia es tomado como absorbido; de otra
manera, es reflejado. Si el rayo de energia es absorbido, el contador N, es incrementado
y un nuevo rayo de energia es emitida desde un elemento de superficie de la apertura
de la cavidad. Si se determiné que el rayo de energia fue reflejado, un proceso similar
es utilizado para determinar la direcciéon de la refleccién. Sin embargo, en el caso de
la refleccion los detalles dependen sobre el modelo para reflectividad, esto es, difusa,
especular o bidirecional. Este proceso continua hasta que el nimero de rayos requeridos
han sido emitidos desde la apertura de la cavidad.

Para realizar la simulaciéon que ayude a calcular la emisividad aparente de la apertura de
cavidad se utiliza el lenguaje de programacién Python, que es un lenguaje de programacion
de alto nivel, intencionado a relativamente facilitar la lectura y escritura a las personas y
a las computadoras leer y procesar [22]. Dentro de Python se utilizaran algunas librerias

como las siguientes:

1. Matplotlib es una libreria para realizar graficos 2D de arreglos en Pyt-
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hon. Y aunque matplotlib esta escrito en Python puramente, hace uso muy
fuerte de Numpy y otras extensiones de cédigo para proporcionar buen

funcionamiento ain para arreglos grandes [23].

2. Numpy porporciona una variable tipo arreglo N-dimensional, ndarray, el
cual describe una coleccion de items”del mismo tipo, con la condicion que
todos estos ndarrars son homogeneos, esto quiere decir, cada item toma el
mismo tamano de bloque de memoria, y todos los bloques estan interpre-

tados exdctamente de la misma manera [24].

3. Sympy o Symbolyc Python esta a cargo de los objetos simbélicos de la ma-
tematica computacional. Esto significa que los objetos matematicos estan
representados exactamente, no aproximadamente, y expresiones matemati-
cas con variables uni-evaluadas son tomados en forma simbdlica [25]. Por
ejemplo las letras x e y se pueden tomar como simbolos matematicos utili-

zando sympy, esto es,

>>> from sympy import symbols
>>> x, y = symbols(’x y’)

>>> expr = x + 2%y

>>> expr

X + 2%y

El procedimiento a seguir para realizar el cdculo de emisividad aparente de la apertura

de una cavidad se explican a continuacién y los mismos estan resumidos en la figura 2.3.
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3.2.1. Paso 1: Inicializacion de contadores de muestreo de fun-

cion de distribucion deprobabilidad

Como primer paso se colocan los contadores de cada rayo en 0, esto es ntimero de
rayos incidentes IN; = 0, niimero de rayos absorbidos N, = 0 y ntimero de rayos reflejados
Nr = 0. Estos contadores llevaran la cantidad de rayos incidentes, absorbidos y reflejados
por cada ciclo en el cual un rayo que incide termian siendo absorbido o reflejado. Estos
contadores también se pueden utilizar para verificicar que al momento de concluir un ciclo
de la simulacién la cantidad de rayos de energia incidentes sea igual a la sumatoria de los
rayos de energia absorbidos por cavidad y reflejados por la abertura, esto es, N; = N,+N,.,

en caso que esto no sea asi significa que la simulacié dispone de un error.

3.2.2. Paso 2: punto de emision de rayo

En este paso se trata de emitir un rayo de energia muestreado del espacio disponible
sobre la abertura de la cavidad, primero se debe determinar a que longitud de onda

corresponde el fotén a tomar para realizar el camino aleatorio, de la ecuacién (1.3.3a)[14]

E = / EAdA = / EAEb)\dA. (322&) [117]
0 0

Se puede encontrar la funcién de distribucién de probabilidad P(\) para encontrar un

rayo de energia entre A y A + d\Se puede escribir de acuerdo a Modest [4],

Exd\  EX
PO AN = 22 = 224, 3.2.2
) IEdy E (32:22)
A [ ExdA
R(\ :/ P\)d\ = 24— 3.2.2b) [118]
(A) i (A) = Exin ( )

Debido a que la integral de la ecuacién (3.2.2b) [118] puede ser compleja su solucién
dependiendo del tipo de material o funcién que se asuma se considerara la emisividad de
la superficie encontrada con una camara termografica como la emisividad espectral he-
misférica total, de tal manera que con ellos consideraremos este promedio como constante,
que ya contienen la informacion necesaria de como interactua la superficie con la radiacion

incidente en el rango de longitudes de onda que mide la cAmara termografica (también, la
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camara termografica servira para comprobar la emisividad aparente de la apertura de la
cavidad). Algunos autores mencionan algunas aproximaciones polinémicas que se utilizan
comunmente para esta distribucién de probabilidad [19], [4], [1]. Asi mismo esto conlleva
a una gran simplificaciéon y ahorro de tiempo en la computacion utilizando el método de

traceado de Monte Carlo.

El procedimiento explicado en [9] para determinar un valor de emisividad de la super-

cifie de las cuales estard compuesta la cavidad es:

1. Colocar sobre la superficie del objeto un pedazo de material (sticker) cuya
emisividad sea conocida (como ser una cinta adhesiva) y que disponga de

buena conductividad térmica (como una pintura)

2. Calentar la superficie del objeto a un temperatura de hasta por lo menos

50°C por encima de la temperatura ambiente

3. Colocar a la cadmara termografica la emisividad conocida de la pintura o
la cinta adhesiva y también colocarle los valores de temperatura ambiente,
temperatura atmosférica, la distancia de la camara al objeto y la humedad

relativa.
4. Tomar lectura de la temperatura del area de emisividad conocida.
5. Tomar lectura de la temperatura del drea de emisividad desconocida.

6. Cambiar el valor de la emisividad del objeto en la cAmara termografica y
tomar lectura hasta que sea la misma para la superficie de emisividad cono-
cida. La emisividad ajustada en la camara es la emisividad de la superficie

desconocida.

Sigue que es necesario determinar el punto desde el cual serd emitido este rayo de
energia, para ello se puede realizar un desarrollo similar al utilizado para determinar
la funcién de distribucién de probabilidad para encontrar la funcién de distribucion de
probabilidad de las coordenadas sobre las cuales se describira el punto de emision, estas

coordenadas ortogonales son x e v,
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Ej:/ ecT*dA (3.2.3a) [119]
A.

J

Esta integral sobre un érea es una integral doble, tal que

X Y X
E; = / / ecT*dydr = / Edr, (3.2.2a) [120]
z=0 Jy=0 0
donde,
Y
/ o 4
Ei(r) = /0 eaT*dy. (3.2.2a) [121]
Por lo tanto,
[,
R, = o Edx (3.2.2a) [122]
i Jo

Esto puede ser invertido para encontrar la relacion entre la ubicacién en x y el nimero

aleatorio R, en la apertura de la cavidad,

r=xz(R,), (3.2.2a) [123]

mismo desarrolla para la variable y

y = y(Ry, v), (3.2.2a) [124]

Si supone la potencia de emisién sea separada en componentes z e y, entonces las
relaciones en el caso mas simple para las ecuaciones (3.2.2a) [111] y (3.2.2a) [112], tomando

la integral para una abertura cuya area sea un circulo de radio p,,

To = R X (3.2.2a)
Yo = R)Y (3.2.2b) [125]
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(IR Funto de
EMIsIian

.o >

#

(ERE)

Figura 3.3: Punto de emisién desde la abefrtura de la cavidad

Esto es, se toman dos nimeros aleatorios R, y R,, cada uno de los cuales esta unifor-
memente distribuido entre cero y la unidad, y se multiplican por la longitud de cada lado
de la abertura, en el caso que la abertura de la cavidad sea rectangular.

También se puede considerar abertura de la cavidad en forma de un circulo, para lo

cual se encuentran las relaciones para las coordenas p y ¢,

27 R
E= / EydA = Eb/ / rdrdg (3.2.3a) [126]
A o Jo
® 74
Ry = fg @ _2 (3.2.2a)
Ik "det 2w
¢ = 2R, (3.2.2b) [127]
y
for rdr 2
r = = T3 3.2.3
fOR rdr R ( 2)
R =r+/R, (3.2.3b) [128]

Una vez muestrados, los dos nimeros aleatorios I, y It o bien R4 y R, se colocan en

las ecuaciones anteriores y se puede determinar el punto de emision.
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3.2.3. Paso 3: determinar la direccion de emisién del rayo de
energia

Una emision difusa es tratada exactamente de la misma manera como una refleccion
difusa. Por definicién un rayo de energia reflejado difusamente no retiene conocimiento de
su historia antes de sufrir la reflexion; todo lo que ”se sabe” es que no tiene pasado y que
ha nacido como un nuevo rayo de energia emitido. Este paso serd referido posteriormente

en el paso 8d, la determinacién de la direccién de una reflexion difusa.

La direccién de una emision difusa esta caracterizada por dos coordenadas indepen-
dientes esféricas; el angulo 6 con respecto al vector unitario de superficie n dirigido hacia
el interior de la cavidad, y el dngulo ¢ con respecto a un vector unitario local tangente a
la superficie t;.

Para determinar la direccién de emision del rayo de energia se puede utilizar la ecuacién

(1.8.2a)[25]

1 2w
E)\ = / 6)\Ib>\ cos 0dS) = —Eb)\Eb)\/ / € cos 0 sin 0d¢ (323&) [129]
27 T 0o Jo

Tal que para ¥

E /2 l
g\ / / € cos fsin 0dfdy = / / -2 cos 0 sin 0dfdi),(3.2.2a) [130]
LN

esto se reduce a

Ry = 51 © Y =21Ry (3.2.2a)[131]
Para la componente 6,
0, .
0 sin Odb
Ry = f;’/? conTEmTe” | (3.2.2a) [132]
Jo " €, cos 0 sin 0df

esto se reduce a
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Ry =sin’f, of = sin"' \/ Ry (3.2.2a) [133]

La direccién por los dngulos dados por las ecuaciones (3.2.2a) [132] y [133] son con
respecto a las coordenadas locales de la superficie, n, t;, ty. Estas coordenadas locales se
deben colocar en términos de las coordenas globales.

El vector normal de una superficie se puede encontrar calculando el gradiente de la

ecuacién de superficie de acuerdo a [26],

VS
=+ — 3.2.2a)[134
los cosenos directores se definen,
n-i=cosa=1I (3.2.2a)
n-j=cosf=m (3.2.2b)
n-k=cosy=n (3.2.2¢)[135]
lo que lleva a
n =li+mj+nk (3.2.4a) [136]

Luego la orientacién del vector tangencial t1 puede ser facil si el plano o la superficie se

puede orientar sobre el sistema de coordenas global, en caso que no sea posible se utiliza,

n xi
b= (3.2.2a)
ln xi]

k=t,j—t.k, (3.2.2b) [137]

n m

t = j —
! \/m?%—n2J vVm?2 +n?

siendo m? 4+ n? # 0, en caso contrario n -i = 1,0 y los vectores tangenciales serian
ti=jyt=k
El siguiente vector tangencial a la superficie ,t5 se encuentra a partir de n y tq,
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ty=n x t (3.2.3a) [138]

Una vez que n, t;, y ty han sido expresados en términos del sistema global de coor-
denadas, los angulo 6 y ¢ pueden ser utilizados para calcular los cosenos de direccion del
ray emitido difisamente. Esto se puede realizar primero encontrando las componentes del
vector unitatio en la direccién de la emisiéon difusa en términos del sistema de coordenadas

local,

Ve, =ncosb, (3.2.2a)
Vi, =tisinfcosp, (3.2.2b)
Vi, = tasinf cos. (3.2.2¢)[139]

Luego en términos del sistema de coordenadas global,

Vo = Ve i= (ngcos0 +ty,sin6cosp + to, sinfsin )i, (3.2.4a)
Ve, = Veyi=(nycos6+ty,sinfcos + ty, sinfsine)j, (3.2.4Db)
V..,=V..k=(n,cos0+t; .sinfcostp +ty,sinfsiny)k, (3.2.4c) [140]

Luego de esto, se puede incrementa el contador de rayos de eneria incidentes N; en

una unidad.

3.2.4. Paso 4: determinar el punto de interseccion del rayo emi-

tido con las paredes de la cavidad

Todos los puntos de interseccién entre el camino del rayo de energia en la cavidad
son encontrados resolviendo las ecuaciones que describen las superficies de la cavidad
simultdneamente con las ecuaciones de la linea que describe el rayo de energia. Al desa-
rrollar este paso se debe reconocer que las ecuaciones de una linea de longitud infinita y
que normalmente las superficies de la cavidad también se extiende indefinidamente, esto

conlleva a que la linea podria tener intersecciones con las superficies que describen la
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cavidad incluso fuera de esta, esto puede llevar a soluciones no deseadas al momento de

desarrollar la simulacion.

Las ecuaciones de la linea que representan el camino del rayo de energia,

T—%a _ Y=Y _ 2~ % (3.2.4a)[141]

l m n

se deben solucionar simultaneamente con las ecuaciones de las superficies de la cavidad.
Si se supone que la superficie es una esfera de radio R con su centro a una distancia
h = R—+R? — a? donde a es el radio del circulo ubicado en el ”fondo”de la esfera, que es
la abertura de la superficie para la cual se desea cédlcular la emisividad aparente, entonces

las ecuaciones de estas dos superficies son:

z =0, (3.2.2&)
> +y*+ (2 — R+h)? = R, (3.2.2b) [142]
tres soluciones se encuentran:
(
T =1,
punto a: ¢y =y, (3.2.3a) [143]
2= Z,

x = x3, primer solucién para la superficie de la esfera
punto b: ¢y =1, primer solucién para la superficie de la esfera (3.2.2a) [144]

2 = zp, primer solucién para la superficie de la esfera
\

p
r = x,., segunda solucién para la superficie de la esfera

punto ¢: ¢ y = y,, segunda solucién para la superficie de la esfera  (3.2.2a) [145]

2z = z., segunda solucién para la superficie de la esfera

\
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Figura 3.4: Puntos de interseccion de la linea que define la trayectoria del rayo de energia

con las superficies de una cavidad.

Entre cada uno de los puntos calculados, de la figura 3.4 se observa que el punto b
(siendo el punto a el punto origén) es el deseado a determinar del rayo de energia y la
superficie esférica por encima de los demas puntos que aunque son soluciones matematicas,
fisicamente no son posibles por la trayectoria del rayo de energia y las paredes de la

cavidad. Para poder hacerlo con efectividad se debe tomar en cuenta lo siguiente:

1. Eliminar el punto de origen, esto se hace al comparar cada uno de los puntos
con el punto de origen, si coinciden sus coordenadas entonces este punto se

retira de la lista de puntos elegibles.
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2. Luego se debe eliminar los puntos que estan hacia atras de la direccién de
propagacién del rayo de energia, esto se hace utilizando el producto punto
entre la normal de la superficie del punto origen con el vector del punto

candidato,

Ve=(xc— 2 )i+ (Ye — Ya)j + (2e — za)k  (3.2.2a)[146]

que va desde el punto origen hasta el punto candidato. Si el valor del pro-
ducto punto es positivo entonces es un punto hacia adelante de la superficie
y si el producto punto es negativo entonces es un punto hacia atras de la

superficie.

3. Por tultimo, del resultante de los puntos candidatos que quedan frente a la
superficie, se debe escoger el que esté mas cerca del punto origen. Esto se
realiza calculando para cada uno de los puntos candidatos la distancia y
luego seleccionando la menor. Para determinar la menor distancia se iguala
la ecuacién de la trayectoria del rayo de energia a un parametro T', que es

la distancia entre los puntos x,, y., 2. vy €l punto x, y, z.

T da _ Y7 _ETF _p (3.2.2a) [147]
l m n
tal que,
r—x, =IT (3.2.2a)
Y — Yo =mT (3.2.2b)
z2—2=nT (3.2.2¢) [148]
luego,
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r=1x,+ T (3.2.4a)
Y =Ys +mT (3.2.4b)
2 =2z,+nT (3.2.4c) [149]

y la cuarta ecuacién para encontrar las cuatro incognitas x, y, z, T, se
obtiene al resolver para la variable T la ecuacién de la superficie en consi-

deracién, suponiendo en este caso la esfera se tiene,

r=u1x,+ 1T
Sesfera(x,y, 2)§ y=vy,+mT =0 (3.2.4a)
2 =2, +nT

(g +1T)* + (Yo + mT)? + (2 +nT — R+ h)* = R* (3.2.4b) [150]

debido a que el despeje para esta ecuacion es muy extenso no se escribira

aqui.

Paso 5, Con lo anterior el punto candidato puede ser un punto sobre alguna superficie
de la cavidad o bien pueder ser un punto de la abertura de la cavidad. En el caso que el
punto de rayo de energia caiga sobre la abertura de la cavidad entonces se considera un
rayo de energia reflejado y se incrementa el contador N, en una unidad (paso 9).

Paso 11, si la cantidad de rayos de energia simulados alcanzé la cantidad deseada de

muestreo, es decir, N; = N entonces la simulacién se detiene y se procede a calcular

Ng

la emisividad aparence de la abertura de la cavidad, e = 3,

en caso contrario se procede

a emitir un nuevo rayo de energia desde la abertura de la cavidad, esto es, el paso 2.

3.2.5. Paso 6: determinar si el rayo de energia es absorbido o

reflejado

Una vez que el rayo de energia llega a la superficie siguiente, se debe determinar si
este rayo de energia es absorbido o reflejado, esto se realiza sabiendo las propiedades

probabilisticas ya explicadas para el fenémeno de absorcién, es decir, la absortividad
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determina la probabilidad de que un rayo de eneria sea absorbido por la superficie, aqui se
hace uso del método de Monte Carlo. Una vez determinada la absortividad de la superficie,
se selecciona aleatoriamente un ntimero entre cero y la unidad, R, y se compara con el
valor de al absortividad, esto es, si R, < «, entonces el rayo de energia es absorbido y el
contador N, se incrementa en una unidad, paso 10. De otro modo, el rayo es reflejado.
Paso 11, si la cantidad de rayos de energia simulados alcanzé la cantidad deseada de

muestreo, es decir, N; = Njnq. entonces la simulacién se detiene y se procede a calcular

Na

%> €n caso contrario se procede
k2

la emisividad aparence de la abertura de la cavidad, e =

a emitir un nuevo rayo de energia desde la abertura de la cavidad, esto es, el paso 2.

3.2.6. Paso 7: determinar si la reflexiéon es difusa o especular

Si la interaccién con la superficie resulta ser una reflexion, es necesario determinar si
esta reflexion es difusa o especular. La reflectividad de una superficie se puede expresar

en términos de dos componentes la especular y la difusa, de tal manera que,

P = ps+ pa (3.2.3a) [151]

Para aplicar el método de Monte Carlo de tal manera que se pueda determinar el tipo

de reflexién, se debe normalizar, para ello se utiliza la razén,

:&: ps
P pstpa

de tal manera que un numero aleatorio entre cero y uno se elije nuevamente y se

compara con 7, si R, < ry entonces la reflexion es especular, en caso contrario es difusa.

3.2.7. Pasos 8e y 8d: determinar la direccion de la reflexion

especular y difusa

Una reflexién se dice que es especular, si

1. El rayo incidente, el rayo reflejado, y la normal de la superficie estéan en el

mismo plano.
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2. El angulo entre el rayo reflejado y la normal de la superficie es el mismo

que el dangulo entre el rayo incidente y la superficie normal.

Estos requisitos se establecieron mateméticamente en las ecuaciones (1.9.2a) [46] y

[47]. Entonces el rayo reflejado especularmente se puede obtener mediante la relacién

V,=V,—=2(V;-n)n (3.2.2a) [153]

donde,

Vi=(zp —2a)i+ (U — Ya)i + (5 — z)k (3.2.2a) [154]

con el vector V,., es posible encontrar los cosenos directores para poder determinar la
proxima superficie con la cual el rayo de energia interactua.

En el caso de la reflexion difusa, la direccon del rayo de energia se determina de igual
manera que el paso 3.

Posteriormente se debe continuar con el paso 4.

3.3. Simulaciones de caminos aleatorios aplicados a
cavidades para el calculo de emisividades apa-
rentes con el método de Monte Carlo

Ahora se procedera a mostrar los resultados de simulaciones de caminos aleatorios
aplicados a cavidades para el cdlculo de emisividades aparentes con el método de Monte
Carlo. El lenguaje de programacion utilizado es Python, debido a la facilidad, a que es
gratuito y la disposicion de librerias matematicas, Python resulta ser un lenguaje de
programacion conveniente. Cada una de las simulaciones dispone de secciones claras para
las cuales los principios fisicos, ecuaciones matematicas y metodologia ya fueron expuestas

en este y capitulos anteriores. Las cavidades utilizadas para realizar la simulacién son:

1. Cavidad cilindrica.
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2. Cavidad cénica.

3. Cavidad cénica cilindrica.
4. Cavidad doblemente cénica.
5. Cavidad cubica.

6. Cavidad esférica.

Para cada una de estas configuraciones se muestran cada una de sus geometrias a

continuacién:
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Figura 3.6: A la izquierza la cavidad conica cilindrica y a la derecha la cavidad doblemente

cénica.
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Figura 3.7: A la izquierza la cavidad cuibica y a la derecha la cavidad esférica.

Para cada una de estas cavidades se realizaron simulaciones utilizando el lenguaje
de programaciéon Python, para cada una de ellas se realizaron muestreos para distintas
geometrias, en cada simulacién se realizéo un muestreo de 10,000 rayos de energia, los

resultados se pueden observar en las siguientes tablas:

3.4. Comparacion de datos calculados con datos me-

didos

Se pretende utilizar la emisividad aparente calculada con el método de Monte Carlo de
la apertura de la cavidad para que una camara termografica logre tomar la temperatura
de las paredes de la cavidad desde la abertura de la cavidad. El modelo consiste en la
fabricacion de una cavidad como se muestra en la siguiente imagen

Este modelo basico consiste en la elaboracion de una cavidad de cierto material con
una emisividad determinada, como se vera, el efecto rebote” de la radiacion con las paredes
de la cavidad hace que la emisividad aparente en la apertura de la cavidad se incremente,
esto a su vez facilita la medicién de temperatura de la camara termografica.

Como se aprecia de la figura a la cavidad se le colocan dos sensores de temperatura
los cuales toman lectura de las paredes de la cavidad, (estos sensores se puede observar
afectan la superficie interna de la cavidad, pero este efecto para efectos de comprobaciéon
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’ No ‘ emisividad superficie | emisividad aparente | relacion radio abertura - diametro cavidad

1 0.8 0.9871 0.30
2 0.8 0.9886 0.32
3 0.8 0.9869 0.34
4 0.8 0.9837 0.36
) 0.8 0.9821 0.38
6 0.8 0.9810 0.40
7 0.8 0.9814 0.42
8 0.8 0.9811 0.44
9 0.8 0.9788 0.46
10 0.8 0.9785 0.48
11 0.8 0.9761 0.5

Cuadro 3.1: Tabla resumen de calculos para emisividades aparentes para una cavidad
cilindrica con diametro = 10.0 u, altura = 10.0 u, radio de abertura desde 3.0 hasta 5.0

u.

’ No ‘ emisividad superficie | emisividad aparente | relacién radio abertura - diametro cavidad

1 0.8 0.9513 0.30
2 0.8 0.9458 0.32
3 0.8 0.9434 0.34
4 0.8 0.9406 0.36
) 0.8 0.9400 0.38
6 0.8 0.9368 0.40
7 0.8 0.9306 0.42
8 0.8 0.9293 0.44
9 0.8 0.9290 0.46
10 0.8 0.9287 0.48
11 0.8 0.9277 0.5

Cuadro 3.2: Tabla resumen de calculos para emisividades aparentes para una cavidad

coOnica con didmetro = 10.0 u, altura = 10.0 u, radio de abertura desde 3.0 hasta 5.0 u.
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’ No ‘ emisividad superficie | emisividad aparente | relaciéon radio abertura - didmetro cavidad

1 0.8 0.9778 0.30
2 0.8 0.9723 0.32
3 0.8 0.9717 0.34
4 0.8 0.9733 0.36
) 0.8 0.9726 0.38
6 0.8 0.9705 0.40
7 0.8 0.9706 0.42
8 0.8 0.9684 0.44
9 0.8 0.9688 0.46
10 0.8 0.9662 0.48
11 0.8 0.9627 0.5

Cuadro 3.3: Tabla resiumen de calculos para emisividades aparentes para una cavidad
coOHnica - cilindrica con diametro = 10.0 u, altura = 10.0 u, radio de abertura desde 3.0

hasta 5.0 u.

’ No ‘ emisividad superficie | emisividad aparente | relacion radio abertura - didmetro cavidad

1 0.8 0.9935 0.30
2 0.8 0.9934 0.32
3 0.8 0.9941 0.34
4 0.8 0.9940 0.36
) 0.8 0.9918 0.38
6 0.8 0.9922 0.40
7 0.8 0.9914 0.42
8 0.8 0.9902 0.44
9 0.8 0.9897 0.46
10 0.8 0.9885 0.48
11 0.8 0.9880 0.5

Cuadro 3.4: Tabla resumen de calculos para emisividades aparentes para una cavidad
doble cénica con diametro = 10.0 u, altura = 20.0 u, radio de abertura desde 3.0 hasta

5.0 u.
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’ No ‘ emisividad superficie | emisividad aparente | relacion radio abertura - didmetro cavidad

1 0.8 0.9708 0.50
2 0.8 0.9642 0.55
3 0.8 0.9585 0.60
4 0.8 0.9515 0.65
) 0.8 0.9357 0.70
6 0.8 0.9269 0.75
7 0.8 0.9152 0.80
8 0.8 0.9082 0.85
9 0.8 0.8929 0.90
10 0.8 0.8792 0.95
11 0.8 0.8724 1.0

Cuadro 3.5: Tabla resimen de calculos para emisividades aparentes para una cavidad

cubica con lado = 10.0 u, lado de abertura desde 5.0 hasta 10.0 u.

’ No ‘ emisividad superficie | emisividad aparente | relacién radio abertura - diametro cavidad

1 0.8 0.9950 0.30
2 0.8 0.9944 0.32
3 0.8 0.9945 0.34
4 0.8 0.9942 0.36
) 0.8 0.9927 0.38
6 0.8 0.9931 0.40
7 0.8 0.9926 0.42
8 0.8 0.9921 0.44
9 0.8 0.9910 0.46
10 0.8 0.9910 0.48
11 0.8 0.9904 0.5

Cuadro 3.6: Tabla resumen de calculos para emisividades aparentes para una cavidad

esférica con diametro = 10.0 u, radio de abertura desde 3.0 hasta 5.0 u.
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Aislamiento
térmico

Abertura de

Cavidad
cubica

Sensores de

Sensores de
temperatura

Paredes de temperatura

cavidad a
temperatura T

Figura 3.8: Modelo basico de cavidad para la comprobacién del calculo de emisividad

aparente de la abertura con el método de Monte Carlo.

son ignorados). Asf mismo a la cavidad se le coloca un aislante térmico al contorno para
lograr minimizar la pérdidas de calor con el entorno por la interaccién del exterior de las

paredes de la cavidad.

Figura 3.9: A la izquierda: modelo basico de cavidad, a la derecha: sensores de temperatura

y plc Unitronics V350

Como se muestra en figura anterior se realizé montaje de instrumentacién fabricando
una cavidad cubica con material de aluminio, a la misma se le instalaron sensores de
temperatura, los cuales van conectados a un plc Unitronics V350. Los sensores de tem-
peratura son RTD PT100 (alpha : 0.385). Se configuré el plc unitronics V350 para que
mostrara en su display las lecturas de los sensores de temperatura y que calcula el pro-
medio de ambas lecturas para disponer de una mejor estimacion de la temperatura de las

paredes de la cavidad. Las dimensiones de la cavidad es de 10.0 ¢cm por lado (interno)
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y la abertura dispone de lado 1.8 cm. Se intenté medir la emisividad de la superficie de
muestra, aluminio pulido, con el método experimental, pero no fue posible. Por lo que
se buscaron los valores para el aluminio en tablas, de acuerdo a [27] la emisividad estd
entre 0.05 - 0.08, por lo que se realizé el calculo con el programa en python, dando como
resultado que la emisividad aparente de la abertura de la cavidad es de 0.9004. Este valor
de emisividad fue ingresado a la cdmara termografica para determinar la temperatura de
las paredes de la cavidad. La cavidad fue calentada y la lectura de temperatura de la

pared de la cavidad fue registrada con un plc y con la cdmara termografica.

Figura 3.10: Instrumentacion utilizada

Posteriormente se calenté cavidad y se dejé que alcanzara el equilibrio térmico en-
tre las paredes de la cavidad(que ambos sensores marcaran igual lectura) y se tomaron
varios datos de la temperatura registrada por los sensores de temperatura y la cdmara

termografica.
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Figura 3.11: Montaje de instrumentacion

Figura 3.12: Toma de imagen infrarroja de la cavidad.
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|

No ‘ Temperatura sensores | Temperatura camara termografica | Porcentaje de error ‘

1 95.1C 96.8 -1.76 %
2 91.4 93.4 -2.14%
3 38.8 89.7 -1.00 %
4 84.8 86.7 -2.19%
) 70T 80.0 -2.88%
6 76 78.6 -3.31%
7 75.5 7T -2.83%
8 71.0 73.5 -3.40 %
9 69.0 71.4 -3.36 %
10 66.5 69.0 -3.62%

Cuadro 3.7: Toma de datos de temperatura entre la temperatura medida por la camara

termografica y los sensores de temperatura de la cavidad
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Conclusiones

1. Aunque una superfice disponga de baja emisividad es posible incrementar
la emisividad del objeto si se trabaja con cavidades de tal manera que al
ingresar la radiacién térmica a la cavidad, disponga de mayor cantidad de
reflexiones internas. Durante una inspeccion con una camara termografica
es recomendable que al tomar la lectura de temperatura de cuerpos alta-
mente reflectivos (como ser metales pulidos), se utilizen las zonas del metal
que dispongan de agujeros o las esquinas, las cuales son sitios donde se
incrementa la emisividad aparente. Esto es de utilidad practica ya que los
metales pulidos se encuentran en las instalaciones del area mecanica como
ser tuberias de vapor, tuberias de aires acondicionados (cobre) y también
en instalaciones del area eléctrica como ser los alimentadores y barras con-

ductores que son de cobre ¢ aluminio.

2. Es posible fabricar una abertura de cavidad que simule las propiedades
de un cuerpo negro, esto es, toda la radiciéon incidente es absorbida y a
su vez esta radiacion es emitida. Para incrementar la emisividad entonces
se deben colocar las paredes internas de la cavidad de tal manera que al
haz de luz "le cueste mas”’salir de su interior, este proceso aumenta la
probabilidad que el haz de luz sea absorvido y como resultado global la
emisividad aparente de la abertura de la cavidad se incremente a valores
cercanos a la unidad (cuerpos negros). Lo anterior dispone de aplicacién
practica ya que las cavidades pueden ser utilizadas como patrones para
radiometros como una camara termografica, la alta emisividad hace que la
curva de calibracion de la cdmara termografica pueda ser comparada con

la ley de Stefan-Boltzman [9].
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3. Con el método de Monte Carlo es posible calcular la emisividad aparente
de la abertura de una cavidad utilizando las cadenas de Markov y entre
mayor cantidad de rayos de energia disponga la simulacién, mayor exactitud
dispondra el calculo. Normalmente el calculo de intercambio de calor por
medio de radiacién térmica dispone de integrales complejas al incrementar
la cantidad de geometrias y propiedades de la superficie, algo deseable en
el intento de incrementar la emisividad aparente de la abertura de una
cavidad, sin embargo, con el método de Monte Carlo el valor numérico de
estas integrales puede ser llevado a cabo con relativa facilidad utilizando

un ordendor.

4. Como se puede apreciar de las tablas calculadas con el algoritmo desa-
rrollado con el lenguaje de programacion, Python, una de las maneras de
incrementar la emisividad aparente reflejada es disminuyendo la relacion
area de abertura con volumen de cavidad. Entre menor sea la relacion en-
tre el area de la abertura de la cavidad con su volumen interno, esperamos
que mayor sea la emisividad aparente de la abertura de la cavidad. Asi
mismo se puede esperar que si las paredes internas de la cavidad se colo-
can orientadas con angulos cuyas reflexiones sean siempre dirigidas hacia
su centro geométrico, se produce un aumento de la emisividad aparente de
la abertura para estas geometrias. De las tablas se aprecia que para las
geometrias que cumplen con lo anterior como ser la esféra, la cavidad doble
cénica disponen de mayor emisividad que las geometrias conica y cilindica

simple.
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Apéndice A

Programas de python desarrollados

A.1. Programa para el caculo de emisividad aparente
para una cavidad esférica

# Este es el programa para realizar calculos de emisividades aparente de una
# cavidad esferica con una abertura de forma circular
# Autor de programa: Gerardo Gamez
from sympy import *
import os
import random
import math
import numpy as np
from sympy.abc import x,y,z
#3. determinar punto de interseccion
def point_intersection():
global point, 1, m, n, x_i, y_i, z_i, norm, V, h
selectable_T = []
selectable_points = []
normal_vec = np.array([norm[0], norm[1], norm[2]])
for K in T_n:

for element in K:
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if type(element) is dict:
T_2 = element[T]
T_val = T_2.subs([(1_in, 1), (m_in, m), (n_in, n), \
(x_in, x_i), (y_in, y_i), (z_in, z_i), (h, desp)])

if T_val is not nan and T_val.is_real:

x_k = T_valxl + x_i
y_k = T_val*m + y_i
z .k = T_val*n + z_1i

point_test = np.array([x_k, y_k, z_k])
delta_V = np.array([(x_k - x_1),(y_k - y_i),(z_k - z_1)])
d_p = np.dot(delta_V, normal_vec)
if np.max(np.abs(delta_V)) < 0.000000001:
continue
elif d_p < O:
continue
else:
selectable_T.append(abs(T_val))
selectable_points.append((point_test))
point = selectable_points[selectable_T.index(np.min(selectable_T))]
V = ((point[0] - x_i), (point[1] - y_i), (point[2] - z_i))

conjunto.append([point, (1,m,n), V])

# 4. Determinar el elemento de superficie en el cual el rayo de energia cae.
def absortion():
global point, 1, m, n, x_i, y_i, z_i, norm, V, state, ray, ray_reflected, \
ray_absorted, desp
radius = math.sqrt((point[0])**2 + (point[1])**2 + (point[2] - desp)**2)
rho = math.sqrt((point[0])**2 + (point[1])**2)
state_1 = False
if point[2] <= 0.0001:

if rho < a:
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ray_reflected += 1
ray += 1
state = False
state_1 = True
texto.append(’reflejado’)
rayos.append(str(ray))
if state == True:
if 0.9999%R < radius < 1.001x*R:
state_1 = True
if random.uniform(0, 1) < s_1_absortivity:
ray_absorted += 1
ray += 1
state = False
texto.append(’absorbido’)
rayos.append(str(ray))
else:
norm = normal_1.subs([(x, point[0]), (y, point[1]), \
(z, point[2]), (h, desp)])

if random.uniform(0, 1) > s_1_specularity:

phi = 2#np.pi*(random.uniform(0, 1))

theta = math.asin(math.sqrt(random.uniform(0, 1)))

t_1 = u_vec_perp(norm, i_u)
t_2 = cross_product(norm, t_1)
V_e = vector_emission(norm, t_1, t_2, theta, phi)

1, m, n =V_el[0], V_ell], V_e[2]
x_i, y_i, z_i = point[0], point[1], point[2]
texto.append(’reflejado_difuso’)
rayos.append(str(ray))

else:

Vec, T_1 = direction_of_reflection(V, norm)

1, m, n = direct_cosines(Vec, T_1)
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x_i, y_i, z_i = point[0], point[1], point[2]
texto.append(’reflejado_especular’)
rayos.append(str(ray))

assert state_1 == True

def emission(nor, i_u):
phi = 2#math.pi*(random.uniform(0, 1))

theta = math.asin(math.sqrt(random.uniform(0, 1)))

t_1 = u_vec_perp(nor, i_u)
t_2 = cross_product(nor, t_1)
V_e = vector_emission(nor, t_1, t_2, theta, phi)

return V_e[0], V_e[1], V_e[2]

def vector_emission(n, t_1, t_2, theta, phi):
Ve_x = (n[0]*math.cos(theta) + t_1[0]#*math.sin(theta)*math.cos(phi) + \
t_2[0]*math.sin(theta)*math.sin(phi))
Ve_y = (n[1]*math.cos(theta) + t_1[1]+*math.sin(theta)*math.cos(phi) + \
t_2[1]*math.sin(theta)*math.sin(phi))
Ve_z = (n[2]*math.cos(theta) + t_1[2]+*math.sin(theta)*math.cos(phi) + \
t_2[2]*math.sin(theta)*math.sin(phi))

return (Ve_x, Ve_y, Ve_z)

def dot_product(vect_1, vect_2):

return vect_1[0]*vect_2[0] + vect_1[1]*vect_2[1] + vect_1[2]*vect_2[2]

def cross_product(u, v):

return ((ul[1]l*v[2]-ul[2]*v[1]), (u[2]*v[0]-ul[0]*v[2]), (CulO]*v[1]-ul1]*v[0]))

def u_vec_perp(n, i_uw):
mag_t = magnitude(cross_product(n, i_u))

if mag t ==
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return np.array([0,1,0])
else:
t = cross_product(n, i_u)
t_u = (t[0]/mag_t, t[1]/mag_t, t[2]/mag_t)

return t_u

def direction_of_reflection(Vector, n):
V_n = dot_product(Vector, n)
V_2 = (Vector[0] - 2%V_n*n[0], Vector[1] - 2*V_n*n[1], Vector[2] - \
2xV_n*n[2])
T_2 = magnitude(V_2)

return V_2, T_2

def magnitude(vector):

return math.sqrt(vector[0]**2 + vector[1]**2 + vector[2]**2)

def direct_cosines(vector, mag):

1 = vector[0]/mag
m = vector[1]/mag
n = vector[2]/mag

return (1, m, n)

valores = []
T = symbols(’T’)
X_j, y-j, 2z_j, x_in, y_in, z_in, 1l_in, m_in, n_in, h = symbols(’x_j y_j z_j \

X_in y_in z_in 1_in m_in n_in h’)

R=5.0
s_0 = Matrix([z]) #plano xy
s_1 = Matrix([x**2 + y*x2 + (z - h)#*x2 - R¥x2]) #Esfera
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coord = Matrix([x,y,z])
s_1_absortivity = 0.8

s_1_specularity = 0.958
i_u = np.array([1,0,0])

normal_0 = s_0.jacobian(coord)

normal_0 = normal_0/(sqrt(normal_O[0]**2 + normal O[1]**2 + normal_O0[2]**2 ))

normal_1 = s_1.jacobian(coord)

normal_1 = -l1*normal_1/(sqrt(normal_1[0]**2 + normal_1[1]*x2 + \

normal_1[2]**2 ))

x_j = T*l_in + x_in

y_j = T*m_in + y_in

z_j = T*n_in + z_in

eq_1 = s_0[0] .subs([(x, x_j), (y, y_j), (z, z_j)1)
eq_2 = s_1[0] .subs([(x, x_j), (y, y_j), (z, z_j)1)
T_n = []

T_1 = solve(Eq(eq_1),0,T)

T_n.append(T_1)
T = symbols(’T’)
T_2 = solve(Eq(eq_2),0,T)
T_n.append (T_2)

for valor in range(10, 31):
conjunto = []

(]

(]

a = float(valor)/10

texto

rayos
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ray = 0
ray_reflected = 0
ray_absorted = 0
count = 0
desp = math.sqrt (Rx*2-a*x*2)
while count < 10000:
state = True
rho_i = a*math.sqrt(random.uniform(0, 1))
phi_i = 2*np.pi*random.uniform(0, 1)
x_i = rho_i*math.cos(phi_i)
y_i = rho_i*math.sin(phi_i)
z_1i=20
norm = normal_O.subs([(x, x_i), (y, y_i), (z, z_i), (h, desp)])
1, m, n = emission(norm, i_u)
while state == True:
point_intersection()
absortion()
count += 1

print(count, ray, ray_absorted, ray_reflected)

emisivity_apparent = float(ray_absorted)/ray
reflectivity_apparent = float(ray_reflected)/ray

valores.append((emisivity_apparent, reflectivity_apparent, a/R))

print("emisivity apparent: ", emisivity_apparent, "reflectivity apparent: \
", reflectivity_apparent, "a: ", a)
arch_coord = ’coordenadas_de_esfera_’ + str(a) + ’.txt’

file_1 = open(arch_coord, ’w’)
for item in range(len(conjunto)):
for valor in conjuntol[item]:

file_1.write(str(valor[0]) + ’> ’ + str(valor[1]) + > 7 + \
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str(valor[2]) + * )
file_1.write(texto[item] + > ’ + rayos[item] + ’\n’)

file_1.close()

arch_coord = ’valores_de_emisividades_esfera.txt’
file_2 = open(arch_coord, ’w’)
for item in valores:
file_2.write(str(item[0]) + ’> ’ + str(item[1]) + ’> ’ + str(item[2]) + ’ ’)

file_2.close()

A.2. Programa para observar la trayectoria de los ra-
yos de energia en una cavidad esférica

import numpy as np

import os

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.patches import Circle, PathPatch
# register Axes3D class with matplotlib by importing Axes3D
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

import mpl_toolkits.mplot3d.art3d as art3d

from matplotlib.text import TextPath

from matplotlib.transforms import Affine2D

from numpy import *

import math

import time

def magnitude(vector):

return math.sqrt(vector[0]**2 + vector[1]**2 + vector[2]*%2)

def generate(vector):
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V1,V2,V3,V4,V5,V6 = vector[0] [0], vector[0][1], vector[0][2],\
vector[1] [0], vector[1][1], vector[1][2]

mag = magnitude((vector[2] [0], vector[2][1], vector([2][2]))
return V1, V2, V3, V4, V5, V6, mag

plt.ion()

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot(111l, projection=’3d’)

arch_coord = ’coordenadas_de_esfera_3.0.txt’

radio float(arch_coord[22:25])

R =5.0

h = R - math.sqrt(R*x*2 - radio**2)

x = np.linspace(-R, R, 100)

z = np.linspace(0, 2xR - h, 100)
Xc, Zc = np.meshgrid(x, z)

Yc = np.sqrt(-1.0%Xc**2 - 1.0%(Zc - R + h)**2 + Rx*x2)

q = Circle((0, 0), radio, alpha = 0.2, color = "r")
ax.add_patch(q)
art3d.pathpatch_2d_to_3d(q, z=0, zdir="z")

ax.plot_surface(Xc, Yc, Zc, alpha = 0.2, rstride=8, cstride=8)
ax.plot_surface(Xc, -Yc, Zc, alpha = 0.2, rstride=8, cstride=8)
ax.set_xlabel(’X’)
ax.set_ylabel(’Y’)
ax.set_zlabel(’Z’)

ax.set_x1im([-8,8])
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ax.set_ylim([-8,8])

ax.set_zlim([-1,10])

if os.path.isfile(arch_coord):
file = open(arch_coord, ’r’)
conjunto = []

(]

(]

for line in file:

texto

rayos

valores = []
a, b, ¢, d, e, f, g, h, i, j, k = line.split()
valores.append([float(a), float(b), float(c)])
valores.append([float(d), float(e), float(f)])
valores.append([float(g), float(h), float(i)])
conjunto.append(valores)
texto.append(j)
rayos.append (k)

file.close()

wframe = None

tstart = time.time()

tipo_ref = ax.text(8,0,10, "", color = ’blue’)
num_rayo = ax.text(-8,-8,10, "", color = ’red’)

for ray in range(len(conjunto)):
oldcol = wframe
X,Y,Z,U,V,W, mag = generate(conjunto[ray])

wframe = ax.quiver(X,Y,Z,U,V,W, alpha = 0.2, length = mag)

tipo_ref.set_text(’Tipo de interaccion: ’ + textol[ray])
num_rayo.set_text(’Numero de rayo: ’ + rayosl[rayl)
# if oldcol is not None:
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# ax.collections.remove (oldcol)

plt.pause(0.00002)
print (°FPS: %f’ % (100 / (time.time() - tstart)))

plt.show()

A.3. Programa para el grafico de la emisividad apa-
rente de la apertura de una cavidad esférica

import os
import math
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
archivo = ’valores_de_emisividades_esfera.txt’

if os.path.isfile(archivo):

f = open(archivo, ’r’)

e_val = []

par_val = []

for line in f:
a, b, ¢ = line.split()
e_val.append(float(a))
par_val.append(float(c))

f.close()

print(e_val, par_val)

plt.plot(par_val, e_val, ’r--’)
plt.axis([0, 0.51, 0.8, 1])

plt.title(’Cavidad esferica’)
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plt.xlabel(’Relacion a/D’)
plt.ylabel(’emisividad aparente’)

plt.show()
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