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Introducciéon

Antecedentes

Cualquier aparato que se utilice para la vision necesita estar bien calibrado,
ya sean lentes o el telescopio més complejo. Para ello es necesario un buen
enfoque de las lentes que utilice el aparato en cuestién, ya que esto nos per-
mitird tener una vision optima en el caso de las lentes o de poder ver mas
lejos en el caso del telescopio.

Desde hace tiempo se han utilizado medidas diferentes para el calibrado de
las lentes o para tratar problemas de visién. Se han propuesto funciones
Gaussianas, analisis de componentes de Fourier y esféricos arménicos. Sin
embargo, muchos de estos métodos tienen el problema de que los polinomios
usados no se adaptan demasiado bien al medio en el que se trabajan, o nos
sirven solo para detectar aberraciones de orden bajo, lo que nos hacer perder
precision.

A partir de ano 2000, los polinomios de Zernike se adoptan como el estandar
en Optica oftalmoldgica. Estos polinomios se usan hoy en dia en los aberréome-
tros, que son los aparatos que miden la aberracion del frente de onda ocular
0, en otras palabras, se encargan de detectar los problemas de visiéon que te-
nemos. Los polinomios de Zernike bivariados son un conjunto de polinomios
que deben su nombre al fisico holandés Frits Zernike, ganador del premio
Nobel el Fisica en 1953 y el inventor del microscopio de contraste de fases.

Estos polinomios se llevan utilizando en ()ptica desde hace muchos anos de-
bido a algunas de sus propiedades como, por ejemplo, la ortogonalidad en la
bola unidad o la simetria con respecto a rotaciones, lo que hace que tengan
caracteristicas que se adaptan a la forma de una cérnea o de una lente, es
por ello por lo que se utilizan hoy en dfa en Optica.

Estructura
En el primer capitulo introducimos las nociones basicas de polinomios or-
togonales en variables variables y se presenta el problema de ordenacién de

estos polinomios. Se calcula el volumen y area superficial de la bola unidad,
la demostracion hecha para dichos resultados es de mi autoria.
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En el segundo capitulo estudiamos los esféricos armoénicos, que son los po-
linomios que constituyen la parte angular de los polinomios de Zernike. Se
presenta la version completa para el operador de Laplace - Beltrani y una
base para el espacio de polinomios armoénicos, mostrando para dicha base los
casos particulares de 2 y 3 variables.

En el tercer capitulo estudiamos los polinomios sobre la bola B?, ya que desde
el punto de vista matematico los polinomios de Zernike son un caso particu-
lar de estos polinomios. Se vera como construir una base de polinomios sobre
la bola, lo que después nos servira para tomar una base de polinomios de
Zernike.

En el capitulo cuatro, se inicia el estudio de los polinomios de Zernike, estu-
diando su ortogonalidad y cada una de las tres partes de las que se componen:
parte angular, parte radial y constante de normalizacién. Una vez estudiadas
sus propiedades, empezaremos a hacer distinciones que seran mas épticas
que matemadticas, ya que los separaremos en polinomios de orden bajo y
polinomios de orden alto. Matematicamente, esta separacién no tiene mucho
sentido, ya que ambos conjuntos de polinomios tienen las mismas caracteristi-
cas. Sin embargo, en éptica tiene mucho sentido, ya que los polinomios de
orden bajo representan enfermedades oculares bastante comunes, mientras
que los polinomios de orden alto expresan enfermedades un poco mas raras.
[lustraremos este capitulo con unos graficos realizados con el paquete tikz de
ETEX. Ademas se estudia la ortogonalidad discreta que verifican los polino-
mios de Zernike que fue descubierta en 2005.

En el dltimo capitulo hablaremos sobre las aplicaciones de los polinomios
de Zernike a la Optica y Oftalmologia. Para ello introducimos los conceptos
de frente de onda y los tipos de frente de onda que existen. El concepto de
frente de onda es esencial para después dar una definicién de lo que es un
ojo aberrado. Finalmente veremos como se toman las medidas en un ojo,
de tal manera que obtendremos un conjunto discreto de puntos para poder
expresar la aberracién del frente de onda mediante una expresién explicita
en términos de polinomios de Zernike.
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Objetivos

Esta investigacion pretende ser meramente descriptiva y es de gran importan-
cia, ya que dentro del pais no existe ningun tipo de investigacion relacionado
con funciones especiales y polinomios ortogonales con aplicaciones en Fisica.

Los objetivos de este trabajo son los siguientes

» Estudiar las propiedades de los esféricos arménicos.
= Estudiar las propiedades de los polinomios de Zernike.

» Explicar la aplicacién de los polinomios de Zernike en el estudio de
problemas de Oftalmologia.

IX






Preliminares 1

1. Preliminares

1.1. Polinomios en varias variables

Denotamos con Ny el conjunto de los enteros no negativos. Un multi-indice
es usualmente denotado por:

a = (aj,ay,...,aq) € Nd.

Se define ol =aqlag! - ay! vy |al=a1+as+ -+ ay.

Para o € Nd y o = (21,7, ...,24), un monomio en las variables @1, o, . . ., 74
es un producto:

o aq .02 Qq
xr — l’l .CL‘2 A :L‘d 5
donde |a] es el grado total de x.

Un polinomio P en d variables es una combinacién lineal de monomios

P(x) = Z Cal®,

la|<n

donde los coeficientes ¢, € R. El grado del polinomio estd definido como el
grado total méas grande entre sus monomios.

Denotamos con II? a la coleccién de todos los polinomios en d variables con
coeficientes nimeros reales. Ademds denotamos con I1¢ a los polinomios con
grado total menor o igual a n.

Un polinomio es llamado homogéneo si todos los monomios que aparecen en
¢l tienen el mismo grado n. Denotamos el espacio de polinomios homogéneos
en d variables con PY; esto es:
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Denotamos ¢ la dimensién de P2, la cual es:

d—1
rﬁz(n—i_ )
n

dim 14 = (n+d).

Ademas:

n

Una diferencia esencial entre los polinomios en una variable y los polinomios
en varias variables es la falta de un orden natural en los de varias variables
como lo tienen los de una variable, que es segtn el grado. Por ello, los poli-
nomios en varias variables se pueden ordenar de varias formas. Dos de estas
formas de ordenacion son:

Orden lexicografico. Decimos que « > [ si la primera entrada no nula
en la diferencia o — 5 = (o — B4, ..., aq — [4) es positiva.

Notese que el orden lexicografico no respeta el grado total del polinomio.

Orden lexicografico graduado. Decimos que « =g, (5 si |a| > | o si
la| = || y la primera entrada no cero en la diferencia aw — 3 es positiva.
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1.2. Polinomios ortogonales
Sea (:|-) un producto escalar definido en I1¢, esto es
Gy @ MxT* =R
(P,Q) = (PlQ)
verificando las siguientes propiedades
» Simetria: (P|Q) = (Q|P), VP,Q eI

» Linealidad: (aP + BQ|R) = a(P|R) + B(Q|R) Vo, € Ry
R eIl

» Positividad: (P|P) >0 VP eIl
« (PIP)=0& P =0.

Definicién 1.2.1 Dos polinomios P,Q € I1? son llamados mutuamente
ortogonales con respecto al producto escalar si:

(PlQ) = 0.

Definicién 1.2.2 Un polinomio P es llamado polinomio ortogonal si es
ortogonal a todos los polinomios ) de grado inferior a él, esto es:

(P|Q) =0, VQel? con grado(Q) < grado(P).

Si el producto escalar estd dado en términos de una funcién peso W (o una
medida du(z)):

(PIQ) = / P(2)Q(a)W (2)dz,

donde €2 es un dominio no vacio de R?, decimos que los polinomios son orto-
gonales con respecto a la funcién peso W.

Denotamos con V¢ al espacio de polinomios ortogonales con grado exacta-
mente n, esto es:

vi={pelll:(PIQ)=0, VQelll_,}.
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d

n:

La dimensién V¢ es la misma dimensién de de P9, denotada por r

Denotamos con P,, |a| = n los elementos de una base ortogonal de V¢, tam-
bién se usa la notacion P donde el superindice indica el grado total del
polinomio.

Otra diferencia esencial entre los polinomios ortogonales en una variable y
los de varias variables es que las bases de V¢ no son tnicas para d > 2.

Una base P, se dice ortonormal si:
(Pal@) = 0, grado(Q) < [a| =ny (Pa|Fa) = 1.
Un ejemplo de base ortogonal es la base monomial de Appell
Qu(r) = 2%+ Ru(2), |a| =n, Ro(z) €l .
La dimensién de V¢ es la misma de PZ. Puesto que una base de V¥ no ne-

cesariamente es ortogonal, algunas veces es de ayuda encontrar una base
biortogonal, esto es, encontrar otra base Ps de V? tal que (Q|Ps) = 0 cuan-

do a # .

1.3. Esfera y bola unidad

Denotemos B? la bola unitaria en el espacio euclideo R?;
Bl ={z = (z1,25...,35) € R : ||z| < 1},

donde || - || denota la norma usual euclidea ||z]| = \/z% + --- + 2% y el pro-

ducto escalar euclideo definido por
d
Ty = E ry;, ademés x -z = ||z]].
i=1

Denotamos S%! la esfera unidad,

St ={z eR?: ||z =1}.
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1.3.1. Area superficial y volumen de la bola unidad

En la literatura existen diversas pruebas para el calculo del volumen y la
medida superficial de la bola unidad (llamada algunas veces la d—esfera).
El articulo cldsico de Blumenson ([5]) presenta las coordenadas esféricas n-
dimensionales o coordenadas polares generalizadas (que trataremos luego)
incluyendo ademas una deduccién de la medida superficial y el volumen a
partir de un cambio de variable en dichas coordenadas. Muller ([I7]) presenta
una prueba del mismo resultado a partir de relaciones de recurrencia.

Consideremos la integral sobre la bola unidad, dicha integral representa el
volumen de la d-esfera:

d
% :/ dV:/ da;.
! Bd Bdﬂ ’

Asociado con = (x1,29,- - ,24) € R? para cada j, definimos z;), el
truncamiento de z, esto es :

ro) =0, x4y = (T1,22, -+ ,2;) para 1 < j < d.

Noétese que z(g) = .
Necesitamos hacer uso de la siguiente férmula:
f(z)dx = / f(x@-1), zq)dx.
B B
Si hacemos el cambio de variable x4 = yq\/1 — || (—1)]|? entonces:

fx)dz =

1
[ i/t =Ty v/t = oy Pz,
Bd-1J -1

Definimos x; = y;4/1 — [|z(—1)||?, se verifica que:

(1= llz@l?) = 1.

(1- ||93(1)”2) = (1- 551) (1- ?/1)

(1=llz@l?) = (1- xl - 1’2) = (=9 =51 —y) =0 —-y7)1—4)
(1 - ”1’(3)H2) = (1 xs) =(1- yl)(l - 3/2)(1 - y?2>>
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Supongamos que es valido para i =d — 1
d—1

(1= lz@nl?) =[O =) = [0 =viy) (1= lzwosl?)],

i=1

ahora probémoslo para i = d:

d—1
(1= lle@l?) = 1 =3) (1 = llza-vl?) = 0=y [T 0 =)
i=1

Notemos que:

d ) d

[TO=lzgnl®)> =]~ yj
j=1 j=1
Retomando la integral inicial, tendremos

d 1 d . d a1 L
a=j d—j
Vi /deaﬁg—/ [Ta-v) dyJZH/ (1—y2) = dy,
1 —1,=1 j=1v~

Al realizar el cambio de variable, 2t =1 — y;
e d—j e [ iy d—j
G I1f 0 =11 / P 1)
—H2df+1H/ (1—1)%" HQ‘”“HBTJ

d
=110-u)
=1

La expresién anterior queda en términos de la funcién Beta, B(a,b). E]

Calcularemos cada producto por separado:

d d—1

gd—j+1 _ ok+l
L=l
d d—1
[[B(HEH+15+1)=][B(E+1.5+1)
j=1 k=0

Lver apéndice A.1
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Usando la relacién entre las funciones beta B(a,b) y gamma I'(a). [

@I
[(z,y) = m7

deducimos que

T k k d_1F§+1F§+1 d+1F§F
g5(5+1’5+1)zn (F(k>+g) ):H (F)(k)()'

k=0 k=2

e

Al usar la férmula de duplicacién de la funcién gamma

DT (4 +8) =247 T(E)

se tiene

(ﬁB(E—i_l’E_"l):ﬁM:ﬁzl_k ﬁr(g)

o e SR GO F(§+%)
d+1 d+1 d+1
=112 1lv= H
k=2 k=2
1 d+1 d+1
= —— |[2"" H\/_
F( 2 ) k=2

Es facil comprobar que

d+1

H 21 k H 2k+1
Por lo anterior podemos concluir finalmente

Vd—/Bdex] H/ (1-y?) 7dyj—m. (1)

|_|_ M\&

En la figura (1)) observamos el grafico del volumen de la bola unidad para
diferentes dimensiones; notemos que el volumen maximo se obtiene para d =

6.

2ver apéndice A.1
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Volumen
w
T
[ ]
|

0 2 4 6 8 10

dimensiéon d

Figura 1: Gréfico del volumen.

Ahora calcularemos la medida superficial de la bola unidad, oy.

d—1 dx 2 d—1
=9 1 - dx;.
od /Bd1 + Z_: ( dl’z > }j[ xj

Para calcular la integral anterior basta con notar que

d=1 g N2 1 d—
Y () - -
; dz; V1 llz@-n? 11
debido a esto se tiene

1 d-1

d—1
d—2/ H 1=y [J -4 d”dy]—2H/ (1—y2) % dy;.
. J:

La integral anterior es similar a la desarrollada en el calculo del volumen V,
entonces si z = ygq_1

d-1 1 - 1 d—2 1 L
04 = 2H/ (1-92) 5 dy; = 2/ (1—2%)2dz H/ (1—y2) 2 dy;.
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Al usar se obtiene

d—2 d
T2 212

GG

El grafico del area superficial se muestra en la figura .

o4 =21

® o

30| ¢ . |
= ¢ o
(]
[
5 20| . L
[N
&
< o
< 10} |

[ ]
[ ]
07 | | | | | |

0 2 4 6 8 10
dimension d

Figura 2: Gréfico del drea superficial.

1.4. Coordenadas esféricas generalizadas

Sea x =r¢, €€ 891 Se definen las coordenadas esféricas generalizadas:

ry = rcos(f41),
Ty = rsin(fg_1)cos(0i_2),

Tg_1 = 7rsin(fg_q)...sin(bs) cos(fy),
xg = rsin(f_1)...sin(6y)sin(0;),

conr >0, 0<6, <2rm, 0<@; <rmpara2<:<d-—2.
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El Jacobiano de esta transformacién es

d
J = T‘dil (sin ed,j)d_'j_l .

|
o

Notese que

donde
d—2 '
dw =[] (sin 0ay)* 7" dO1d0; - - dOy_y. (3)
j=1
ademas

oq = / dw.
Sd—l

Las definiciones para las coordenadas esféricas generalizadas también se pue-
den expresar como:

r; = /1% = ||lz-1|?cos(04—;) paraj=1,...,d—1. (4)

Para r = 1, las coordenadas esféricas generalizas son de hecho definidas de
forma recursiva por

z = (cos(0g_1),Esin(01)) € S, £ e S92
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2. Esféricos Armodnicos

El anélisis de Fourier de las funciones continuas en la esfera unidad S% ! es
desarrollado por medio de los esféricos armoénicos, los cuales son funciones
armoénicas homogéneas restringidas a la esfera.

Definicién 2.0.1 Para n=0,1,2,..., sea H% el espacio lineal de polino-
mios arménicos, homogéneos de grado n, sobre R?, es decir

Hi={PePi:AP =0},
, 0? 0? 0?
donde A es el operador laplaciano, A = 8_m% + 8_x§ +- 8_:(:3'

Un ejemplo en cada espacio

2 2 2
Hy = {z+z20 — 23}

Hy = {x% + T1T9 + 2123 + T3 + ToTz — 2x§}
Hy = {2} —3axiwy — 3wy2] + 23}

La dimensién de He denotada a? es igual a

1 _
¢l = dimH¢ = dim P¢ — dim P?_, = (”:lrf 1 ) - (”:lrf 1 3).

Ahora introduciremos los esféricos arménicos. Notemos que si Y € HY
entonces Y (x) = Y(rf) = r"Y(£); la funcién Y (&) es llamada esférico
armoénico de grado n en d dimensiones.

En las coordenadas esféricas generalizadas, las dependencias radial y angular
de las funciones Y (z) pueden separarse. Es una consecuencia del teorema
de Green que los polinomios arménicos homogéneos de diferentes grados son
ortogonales con respecto a la medida superficial dw en (3)):

04 — dw.
Sd—1

0
En lo siguiente o denota la derivada normal.
n
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Proposicion 2.0.1 Supdngase que f y g son polinomios sobre R?, entonces

of dg B
/Sd—l <% B %f) dw = /Bd (9Af — fAg) dx,

y st f y g son homogéneos entonces
(deg f —degg) [ fodo= [ (9Af~ fAg)d
Sd—1 Bd

Prueba La primera afirmacion es consecuencia del teorema de Green respecto
a B?. La derivada normal sobre la esfera es % = Z?zl $i§_ﬂ£ = (deg f)f con
lo que se prueba la segunda afirmacion.

O
Particularmente si f y ¢ son esféricos armoénicos de diferente grado enton-
ces son ortogonales respecto a la medida dw, por lo que podemos definir el

producto escalar:

(o) =~ [ F©e(©)de,

d Jgd-1

donde se tiene la normalizacién (1]1) = 1.

Denotaremos por {YB”} una base ortogonal del espacio de esféricos armdnicos
de grado n y {Sg} una base ortonormal de dicho espacio.
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2.1. Propiedades de los esféricos armonicos

Proposicion 2.1.1 Sea V el operador gradiente

Vf=(uf,0af,-0af)",

0
(%:i’
generalizadas x = r€&, £ € S, los operadores diferenciales V y A se
pueden expresar como Sigue

donde denotamos 0; = 1 = 1,2,...,d. En las coordenadas esféricas

1 0
V= ;Vo—i‘fa, (5)

? d—10 1
A=—4+——+=A 6
8T2+ r 6T+T2 0 (6)
donde Vo y Ag son la parte esférica del gradiente y laplaciano respectiva-
mente.

Pruecba: Puesto que £ € S%71) se tiene que & + & + -+ & = 1.
Se calculard el Laplaciano A bajo el cambio de variable (z1,:--,x4) —
(r,&, -+ ,&4-1), donde x =r&, verificando

fi= e = 2 e =T g, paraz # 0.
edl ]l edl
Al usar la regla de la cadena obtenemos
0 o9 =09 0 .
axi:axi5+;axia_§j’ para lsi<d.

Notese que

06 _ 0y wiwy 0 &

ox; r r3 r r

donde ¢;; representa la funcién delta de Kronecker.
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De lo anterior

o o d diagji
ox;  Ox; Or = Ox; O&;
_ om0 10 &G0
oror  rog =T /3
0 10 &< o
B flaﬁ?agi_?jz_;gjagj

0
donde para i = d se define 2 = 0 y ademds V& denota al gradiente
d

con respecto a (&1, -+ ,&):

T
v(sg(i’i,m,L?o) _
0&1" 06, 0&a—1

Podemos expresar el gradiente de la siguiente forma:

De la expresién anterior puede verse que: Vo = V& — ¢ (5 . V(g)). Ahora,
para obtener la expresion de A debemos calcular lo siguiente:

P 0 (0

o 1(o g 0o 1(0 .0
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Al aplicar la regla de la cadena para la derivada parcial, se tiene que:

1o 1oy _ 12
ro& \ro& )  r2og

_ (€
= —3 ((f Vf)+§z

9&;
& 0 0
ror + r 0& or’
60 600
1206 rorog

&0 & 9
- A2 vyl

r Or r r

Al combinar los resultados anteriores obtenemos

o P2 1-20 16"
- dgt gt g

x? b Or? r

v (s - v >)(§§—1) o (e vOy - S (g vo) 2

72

+& (€ V

5es)
)
)
&% (—%g&%) = f—iz(f-v@)—g(@v@)%
)
)
)
)

(f))

(- (¢-VO) 26 (¢- V) 0

3

0
%)

0
or’
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Calculando la sumatoria para 1 <1 < d:

Zd:82 92 d—18 1
=1

)

ox? or? r Or r?

~

_ r_lz(g.v(@)jLT_lQ(g.V(g))?,

donde A®) denota al laplaciano con respecto a (&1, ,&4_1):

=1 9o
A© — Z 5.
i=1 2%

Es facil comprobar que:

0
o0&

d—1
(€- VO = (¢-V©) + S g€ vO)
i=1
Usando el resultado anterior podemos expresar el laplaciano como sigue

”? d-1 1

0
8=t ety

d
donde Ag = A© —(d—1) (¢- V) =3 ¢ (¢- V) 08

1=1

se conoce como
(2
operador de Laplace — Beltrami.

OJ
El operador de Laplace—Beltrami en las coordenadas esféricas generalizadas
puede expresarse como sigue:

1 ) )
Ay = in?2(6,_
O T ST (0 1) 00y {Sm (6 ”aed_l}

d—2

0 ; 0
: — |¢in? Y9 )—| .
* Z sin2(9d_1) s sin2(6‘j+1) sin]_l(ej) 80] |:Sln ( ‘7)6@]

J=1

d
— + — 4= A(O—(d—l)(i'v(@)—22@-(§~V(@)
=1

0
23

)
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Proposicion 2.1.2 El operador de Laplace — Beltrami satisface
AO = VO : VO.

Prueba: Al usar tenemos que

1 0 1 0
r or r or

1 1 9 o (1 , 2
= Vo Vot Vo (58_) teg <—Vo) +¢ w,
d—10 10 0 5 02

1
== EVOVO_FTE ;55 VO__f VO“‘ 5 Voa a 2.

Notese que: & -Vy=E¢- [V(f) - (fz‘ : V(E))} = (f : V(g)) — & (5 : V(g)) =0,

por lo que
9? d—10

1
2
B =tgpt gtV Ve

Al comparar con @ se obtiene que: Ag = Vj - V.
O

Proposicion 2.1.3 Los esféricos armonicos son las autofunciones del ope-
rador de Laplace — Beltrami /.

Prueba: Sea z = r¢, ¢ € S%1; consideremos Y € H, al ser homogéneo
verifica Y (z) = r"Y (§) y al ser arménico verifica que AY = 0.

De @ tenemos que

av(e) = S A1) | LA v,

o = POVE) A1) | Ly ey (g,

0 = nn—1r"72Y () + (d—Dnr" Y (&) + " 2AY (€),
0 = n(n+d—2)r"2Y (&) +r"2AY(¢),
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por lo que

AgY (&) = —n(n+d—2)Y(§).

OJ
Proposicion 2.1.4 Parad > 2 y o € Nd, se define
d—2 .
Va(e) = [ha] ' r1*lga(60) [T (sin(a )™ O (cost0a)), (D)
j=1

do'nde ga(61) = Cos(ad,lﬁl)' para ag =0, sin((ag_1 +1)61) para ag=1,
| =aj+ - +ag, \j=|adT+(d—j—1)/2y

hal? = b ﬁ ot (5 e (@5 + )
" aj:l (2)‘j)aj (d%j)\aﬂ“rw Aj ’

donde b, = 2 st ag1 +ag > 0 y b, = 1 en otro caso. Entonces
{Yo: ol =n, ag=0,1} es una base ortonormal de HZ [}

Prueba: Para mostrar que Y, es un polinomio homogéneo recurrimos a :

x; = /1% = ||xj-1)||* cos(a—;) paraj=1,...,d—1.

De lo anterior

V12 = llzp|]? = /r? — oGyl sin(q—;) paraj=1,...,d—1.

Notese que

d—2 d—2

. CMJ+1 — | ad— « afj
H(sm(@d_j))| | = | plea—t d)H (r* = llzg-nl?*)*
j=1 J=1
donde p = (22| + 22)1/2.

Al rescribir tenemos:

mwﬂmmeW—mmm?%< i P) ®)

j=1 r? — |z

3En la expresién para h,, se emplea el stmbolo de Pochhammer (-),,, ver apéndice A.2.
C () denota los polinomios ortogonales de Gegenbauer
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donde g(z) = p*-1 cos(ag_161) para ag =0, sin((ag_1+1)0;) para oz = 1.

Notemos que g(x) es un polinomio homogéneo de grado ay_1 en x puesto
que se define como la parte real y imaginaria de (z4_1 + ixq)®-11% ya que
g1 = pcos(0y) y x4 = psin(f;). Por otro lado al calcular

04

11 d—2 »
e [gawnH(sin(ed_j))'“ O (eostb,)

d—2

% ga(00) T (sin(@a_y)1* ™1 ) (cos(Ba-y) | dov.

= U—Gl/sd_1 9a(01)g5(61)

x T (a1 sin(0a-) 1?1 2 (cos(0a-1)) O (cos(Bay) o

J=1

Al cambiar a las coordenadas esféricas generalizadas,

Yalvyy = Lol lhel” [ a1,

Ud

X H / o (cos(0a—;))Cy? (cos(Ba—;)) (sin(Ba—y))™ dba-;.

Al considerar la ortogonalidad de los polinomios de Gegenbauer (ver [22] pag
81) :

T \ A . k—2 _
/ocn<cos<e>>cm<cos<0>><sm<0>> (Y

n+x nl
con \ = %, tenemos que:
hal [
<Ya|Y5> = 9a(91)95(91)d91
1_[2 T (la/+] + d— d-i) g+ + % (2)\].)%5
I (Jod*t] + - E) o + ot + —d_;_l a! o

=1
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Al emplear propiedades de los polinomios de Gegenbauer se obtiene el resul-
tado deseado para [hy].

2.1.1. Esféricos armonicos en 2 variables

Para d = 2, dim#H? = 2. Una base ortogonal de H?2 est4 dada por las partes
real e imaginaria de (z; + iz3)", puesto que ambas partes son polinomios
homogéneos de grado n y también son arménicos al ser la parte real e ima-
ginaria de una funcién analitica.

En coordenadas polares (x1,13) = (rcos(f),rsin(d)) € R? la base antes
mencionada viene dada por

Yn(l)(x) = r" cos(nf), Yn@) (x) = r"sin(nf), n > 0. (9)

Si restringimos al circulo S', los esféricos arménicos son precisamente las
funciones seno y coseno. En particular las expansiones sobre S* son los desa-
rrollos clasicos de series de Fourier en senos y cosenos. Como polinomios
homogéneos, la base @ puede darse explicitamente en términos de los Poli-
nomios de Chebyshev T,, y U,, definidos por:

i 1)0
T.(t) =cos(nf) y U,(t) = %&))] donde t = cos(#),
que estan relacionados con los polinomios de Gegenbauer:
1 2
U.(t) =CLt) y lim ~CNz) = =T, (z).
z—0+ n

La base @ puede escribirse como
x x
Y@ =T, (2), Y@ (@) =t (2,
r r
lo anterior muestra explicitamente que estos son polinomios homogéneos,

puesto que r = /a2 + 23 y ambos T, (t) y U,(t) son pares si n es par e
impares si n es impar.
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Para d = 2 tenemos que

0 1 d 0 1

d
o6 sin(6) df Y dE,  cos(0)db

ademas
v = 1w _eevoy el
r or
= 1(—sinw) cos(0))” 4 (cos(6), sin(9))" 4
or ’ do ’ dr
_ fi + éli
o dr rdf’

donde 7 y 6 denotan los Versore en coordenadas polares. De la expresion

anterior también notamos que Vo= 60—

df

La expresiéon @ en coordenadas polares se convierte en
? 1d 1 2 0

A= St A0 (6 V) Y g (¢ VO ‘
dr? * rdr * 72 ( <£ v ) — ¢ <£ v ) 0¢;

Se verifica que:

1 d* cos(f) d

AG  — “ a
sin?(6) d6?  sin®(9) do’

ey . cos(d) d

EVE) = Go @

2

0 cos?(0) d*  cos®(0) d
(e 9© _ & d
;5’ &V )a& sin() d6?  sin®(f) df’

Al juntar todo lo anterior se obtiene

Z? 1d 1 d?

SR v T
d2
por tanto, el operador de Laplace-Beltrami sobre S' es Ay = pTER

4Un versor es un vector de magnitud uno
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2.1.2. Esféricos armonicos en 3 variables

El espacio H? de esféricos arménicos de grado n tiene dimensién 2n+ 1. Para
d = 3 las coordenadas esféricas son:

ry = rsin(f)cos(¢),
v = rsin(9)sin(g),

rg = rcos(f),
con0<O0<m, 0<op<2m, r>0.

Para n > 0 la base ortogonal en coordenadas esféricas se convierte en

Y (0, 6) = (sin(6))"CY 2 (cos(6)) cos(kb), 0 <k <n,
Y0, 6) = (sin(6))"CF 2 (cos(0)) sin(kf), 1<k <n.

Esta base es a menudo escrita en términos de los polinomios asociados de
Legendre PF(t) definidos mediante:

Pi() = (11— a2 0 2) = (2k — (11— R0 ),

donde P,(t) = CY(t) denota los polinomios ortogonales de Legendre de
grado n. Por lo que la base puede expresarse como

(2n+1)(n —
(n+k)!

k)2 |
Yin(0,0) = ( ) PF(cos(6))e*®, —n <k <n.

En el cuadro |1 se muestran algunos esféricos arménicos en tres dimensiones.

5El doble factorial es definido por (2n + 1)l = Zndb!

2nn!
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Yoo = v/5 (1.5 cos?(0) — 0.5)
Yoo =1

(Yoz) = \/3(5 cos*(f)) — 3 cos(0)) Re(Yi3) = \/%sin(ﬁ) (5cos?(f) — 1) cos(¢)

Cuadro 1: Algunos esféricos armoénicos™

Los gréficos fueron realizados utilizando el paquete tikz de KTEX
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En coordenadas esféricas el operador de Laplace-Beltrami viene dado por
1 0 sin(0) 0 N 1 02
= — 1 -~ I .
™ sin(0) 00 90) " sin?(0) 04?

Los esféricos arménicos son importantes en muchas aplicaciones tedricas y
préacticas, en particular en la fisica atémica (dado que la funcién de onda de
los electrones contienen esféricos arménicos) y en la teoria del potencial que
resulta relevante tanto para el campo gravitatorio como para la electrosta-
tica. Una fuente de confusién con la definicién de los esféricos armoénicos es
el factor de fase de (—1)", comtinmente identificado como la fase de Condon—
Shortley en la literatura relacionada con mecénica cuantica. En el area de
mecéanica cuantica, es practica usual incluir este factor de fase en la defini-
cién de las funciones asociadas de Legendre, o acoplarlo a la definicién de
las funciones armonicas esféricas. No existe ningiin requerimiento que obli-
gue a utilizar la fase de Condon-Shortley en la definicién de las funciones
esféricas armonicas, pero si es que se la incluye entonces algunas operaciones
en el campo de la mecénica cuantica son mas simples. Por el contrario en
los campos de geodesia y magnetismo nunca se incluye el factor de fase de
Condon-Shortley en la definicion de los esféricos armonicos.
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3. Polinomios ortogonales clasicos en B¢

Los polinomios ortogonales cldsicos en B? estdn definidos con respecto a la
funcién peso:

—1/2
W,(z) = (1— |22, p> -1 ze B

con el producto escalar

(flg) = w,. /B F@)glx) (1= [l)?)* Y da.

B

., es una constante de normalizacién tal que (1]1) =

En la expresion anterior w
1, de esto:

1—w5/ (1= [|=[1?)" " da,
Bd

despejando obtenemos el valor de wf:

['(p+5)

W, = ( / (= daz)l = Ty T (10)

Para probar (1), haremos un cambio de variables, usando las coordenadas
esféricas generalizadas (ver [9] pag. 34-37 y [5]).

Sea x = r¢, ¢ € S, Entonces:

1
[ ey ae= [ e [
B 0 gd—1

donde r%drdw es el determinante del Jacobiano de la transformacién. De
este modo:

1
/ (]- - ||Z‘”2)M—1/2 dr = O-d/ Td_1<1 . 7"2)#_1/2d7"7
Bd 0
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donde o4 = / dw es la medida superficial de una d-esfera dada en .
Sd—1

Si usamos el valor de o4 y algunas propiedades de la funcién beta (B(a,b)) H
obtenemos:

I'(d/2)

etz o1, (d 1 2mrd/2 I (2)D(p+ 3)m?/?
/Bd(l o) dx_25(2,u+2) F T ()

Simplificando

_ D(p+ 3)md/?
1_ 2\ M 1/2d — —2
/Bd( o) e =

D (p+ 2t
Por lo que: wh = ﬁ.
2

3.1. Base ortonormal

Esta base esta dada en términos de coordenadas polares y esféricos armoénicos
(ver [9] pég. 34-37). Para 0 < 2j < n, denotamos {S; ¥} una base ortonor-

mal de esféricos armoénicos de grado n — 25 ; pg-“’b) (t) denota a los polinomios

ortonormales de Jacobi en una variable (ver [22] pag. 58-72).

Proposicion 3.1.1 Los polinomios

n -1 _(p—gm-2j+452
Py (Wys ) = [hg] P(' )

j (2ll2]|* — 1) S5 ()

forman una base ortonormal de V2, donde la constante estd dada por:

[hB}QZF(,ujL%)F(n—Qj%—g)'
O e

Sver apéndice A.1
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Prueba: Notemos que

< |Pl'y> = wf/Bd ]7}5(lehx)‘PlY,l'y(WH?x)WH(x)dx
- — —l,n—2’ %
A A (RN L

—1m-2l % n—2j M—
x T (g2 - 1) S ()82 @)W (1) da

I

= W

Cambiando a coordenadas esféricas generalizadas, sea v = ra/, 2/ € S,
entonces:

n m n—25+ —Llm—2i4+42
() = o [ [ ol )

x S5~ (ra! )8 2ra’) (1 - 7“2)“71/2 rtdrdw,
donde a = wf (18] (1]
Sg_gj () es un polinomio homogéneo de grado n — 2j, es decir, verifica:

Sg_zj(/m) = f@”_szg_zj (x) VkeR.

De lo anterior obtenemos:

n m n—25¢. 1\ em—2l/ ./ ! (M—%,n—2j+%) 2
(PislFl;) = a i 08 (") S (a") dw P (2r% — 1)
1o d=2 < -
% pl(ﬂ 3om—20+93%) (2r2 . 1) pd=1,n=2j,m=21 (1 . TQ)H 1/2} dr.
Si hacemos el cambio de variable t = 212 — 1,

(Pfal P} 1
n—23/ 1\ om— / —3mn—2 4—% —%,m—QH—%
= /5 Sy (2)Sy (o) dw / 1 {pj(“ ) (1) ) (1)

w 9~ (([d=2+n—2j+m—20)/2+u+3/2) (t+ 1)(d72+n72j+m*2l)/2 (1— t)u*1/2} dt.
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Usando las ortonormalidades de 8"7% y p§“’b)
d (t -+ 1)2F2n= /2 (2 g 5,808
ery [ S o0
wB [hB }—2 N 9((d—2+2n—45)/2+p+3/2)

1 . d—2
92/? / (t 4+ )5 (1= 72 At 605,

1

r (3) 20 )

Haciendo el cambio de variable 2t* =t + 1,

<PJnB|Pln'1Y> _ i/
wi [15] 7 T(3)

Si expresamos la integral en términos de la funcién Beta,

1
/ (=22 ) (1= )2t 5, 065165
0

L df2
(PPl Pl = wp? [1s] B (n =2+ & 1/2) Sunudss.

I (s)

Al pasar la funcién Beta a funciones Gammas,

D (=2 )T (et )

Pry|P™) = WP [hD
\PralFin) = i [155) F(4) T(n—2j+4%+pu+3)

On m5] léﬁv

Usando (1):

(prgpmy — DY) e 2 T2 (e )
PP D(p+ Dad2 VA () T (n—2j +p+ B
_QF(M—i—ﬁ)F(n—Z]—l— )

= [hj,ﬁ] F(d)F(n—Zj—l—u—l— d+1)5nm53l55’77

Vemos que <P]”ﬁ|Pl”f”y = On,m0;108~, sila constante toma el valor:

I'(p+4)T (n—2j+9)

[hfﬁ} ~— T /d o drl\ "
DT (n—2j+p+ 4L

On m(SJ léﬁv
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4. Polinomios de Zernike

Los polinomios de Zernike son un conjunto de polinomios ortogonales sobre
el disco unidad en dimensién 2, B? = {(x,y) € R? : 2 + 22 < 1}. Su nom-
bre se debe al fisico holandés Frits Zernike (1888-1966) ganador del premio
Nobel de Fisica en 1953 por la invencion del microscopio de contraste de fase.
Dichos polinomios han sido usados en éptica, aberraciones del ojo humano,
modelado superficial de cérnea ([6],[20]). Durante las tltimas décadas, este
conjunto de polinomios se ha convertido en una herramienta universal para
cada problema en éptica y oftalmologia.

Este conjunto de polinomios aparecen de forma natural a partir de la siguien-
tes condiciones :

1. Son polinomios en coordenadas cartesianas.
2. Forman un conjunto ortogonal sobre el disco unidad B2.

3. En coordenadas polares cada polinomio, Z, puede expresarse como se-
paracién de variables Z(r,0) = R(r)a(8).

4. La parte angular a(f) debe ser continua y 27—periédica y también
satisface que a(f + o) = a(f)a(«).

5. La parte radial R(r) es un polinomio en r.

Con estas condiciones pueden definirse varios conjuntos de polinomios. Una
eleccién natural puede ser  a(f) = €™ = cos(m) + isen(mf), m € Z. Si la
parte angular a se toma que sea ortogonal en [0, 27|, entonces es suficiente
que R(r) sean ortogonales en [0, 1] para obtener la ortognalidad en las dos
dimensiones.
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4.1. Propiedades de los polinomios de Zernike

Los polinomios de Zernike se definen en términos de un doble indice (n,m)
(siendon >0, |m| <n,y n—m un numero par) de la siguiente manera :

Definicién 4.1.1 Los polinomios de Zernike con doble indice son definidos
como

N™RIM(p) cos(mb), m >0 (11)

Zy(p,0) = m plml . )
N™R," (p) sin(|m|f), m <0

donde 0 < p <1y 0<0 <27 (sin dimensiones) son las coordenadas polares
y el doble indice (n,m) con las restricciones: n > 0 , |m| < n yn—m un
numero par.

Los polinomios de Zernike son a veces definidos como polinomios complejos
(ver [6]) de la siguiente forma

Z3(p,0) = Vi + 1R (p)e™. (12)

La definicién de los polinomios de Zernike que se utilizard, a menos que se
indique lo contrario, es la dada en (11).

La parte radial R I(p) es un polinomio de Jacobi reescalado
m n—m m m,0
RIM(p) = (=1)=m2pm pImO) (11— 2p%),

Usando que P\ (z) = (—=1)"PY* (=) (ver pégina 59 de [22]) podemos
expresarlo como:

R (p) = p" B (207 = 1),

n (n—m)/2
y son dados de forma explicita por la férmula:
(n—Im|)/2

RMp) =) 5 L) P 13)

— sl((n+|ml)/2 = s)ls!((n — |m[)/2 — s

"Ver apéndice A.5
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La ortogonalidad de los polinomios radiales y las funciones angulares son:

1

1
R™(p))R™(p)pdp = ——— o,
/0 w(p)Ryi(p)pdp Do

27
/ cos(mf) cos(m'0)df = 7(1+ 0m.0)0mm,
027r
/ cos(mf) sin(m'6)df = 0,
0271'
/ sin(mé) sin(m'0)d0 = 7o -
0

El término de normalizaciéon N es a veces tomado como 1 por simplicidad,
dando asi solo ortogonalidad pero no ortonormalidad. Alternativamente, el
valor de esta constante de normalizacién puede definirse como:

n =

m (2 =b0m)(n+1) 2(n+1)
N = \/ T (1 + dom)’

garantizando la ortonormalidad.

Consideraremos la tiltima opcién, por lo que la ortonormalidad de los poli-
nomios de Zernike sobre el disco unidad B? puede expresarse como:

// Z:In(.l’l, IQ)qu(xl, IQ)WH(.I’l, Ig)dl’ldlﬁg = 5n,r6m,s-
B2

Al escribirlo en coordenados polares tenemos:

1 2T
/ / Z3(p,0)Z(p,0)pdpdl = 6y, 10 s
0 0

De las condiciones anteriores, resulta que los polinomios de Zernike son de
hecho polinomios, una vez que se expresan en coordenadas cartesianas (z,y).

En la préctica, el uso de un doble indice es a veces engorroso, y existen al
menos dos formas diferentes de convertir el doble de indice en un solo indi-
ce, conocidos como indice de Noll ([18]) e indice OSA (donde OSA significa
Optical Society of America ). En el sistema de Noll, polinomios con términos
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coseno y seno alternan, comenzando el indice en 1; mientras que en la nu-
meracion de la OSA, todos los polinomios con el mismo orden radial n son
consecutivos y el indice comienza en 0.

En este trabajo, vamos a utilizar el indice doble (n,m) o el indice OSA
7 indistintamente. La conversiéon de un sistema a otro estd dado por las
expresiones

, n(n+2)+m
7= Ty
" {—3+\/9+8jw
2 )

m = 2j—n(n+2).

Siendo [-] el operador ceiling que da el menor entero que es mayor o igual
al argumento.

Para los polinomios de Zernike Z)" debe notarse lo siguiente:

1.

El indice n es llamado el orden del polinomio radial, mientras que el
indice m se conoce como la frecuencia angular o azimutal.

Dado un n > 0, el indice m va de —n a n con un salto de 2, es decir:
me{—n,—n+2,...,n—2n}.

Asi, para cada n > 0, hay n + 1 polinomios Z" de orden radial n.

En consecuencia, a partir del orden radial 0 hasta n, hay un total de
(n+1)(n+2)

2

polinomios de Zernike.

Los numeros afectados por el factorial en (13| son siempre nimeros
naturales debido a las restricciones del doble indice.

La parte radial Rl l(p) no depende del signo de m, es decir R, (p) =
R (p)-

Los polinomios de Zernike, como polinomios en dos variables, pueden
ser mateméaticamente evaluados fuera del disco unidad B2, pero son
ortogonales sélo dentro del disco.
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10.

11.

Poseen simetrias rotacionales. Aquellos con m = 0 son invariantes ante
rotaciones de cualquier angulo. Para m # 0, son invariante cuando se
gira 27 /|m| radianes o cualquier multiplo entero de esta cantidad.

La ortogonalidad de este conjunto de polinomios es continua, y en ge-
neral, no es discreta.

El valor medio para los polinomios de Zernike esta dado por

@000 = [ | Z:(0.0)pdpd0 = 50,

lo anterior se deduce al partir del hecho que los polinomios de Zernike
son ortogonales, ademas que Zy = 1.

El valor medio cuadrado de los polinomios de Zernike es:

121 = (226,00 = | /B Z2(p.0)pdpdt = 1.

Al combinar los resultados anteriores, la varianza (O’%j) de los polino-
mios de Zernique queda expresada (ver [14]) como sigue:

07, =(Z;(p,0)) = (Zj(p,0)) = 1 = ;0.

En el cuadro [2] mostramos las expresiones explicitas para los polinomios de
Zernike hasta orden 5 y en las figuras y (4] se muestran algunos de ellos.
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i m Coordenadas Polares Coordenadas Cartesianas Nombre Comin

0 0 1 1 Piston

1 -1 2psin(0) 2y Vertical tilt

2 1 2p cos(0) 2x Horizontal tilt

3 —2 V62 sin(26) 26y Oblique astigmatism
4 0 V3(2p% — 1) V3222 + 2y — 1) Defocus

5 2 V62 cos(26) V6(z2 — y?) Astigmatism

6 -3 V/8p? sin(30) V8(3z2y — y3) Oblique trefoil

7 -1 V8(3p% — 2p) sin() V8(3x2y + 3y — 2y) Vertical Coma

8 1 V8(3p3 — 2p) cos(0) V8(3x%y + 3y® — 2x) Horizontal coma

9 3 V/8p3 cos(36) V8(x3 — 2xy?) Horizontal trefoil
10 —4 V/10p% sin(48) V10(4z3y — 4zy®) Tetrafoil y

11 —2 V10(4p* — 3p?) sin(20) V10(8z3y + 8xy® — 62y) Secondary Astigmatism y
12 0 V5(6p* — 6p% +1) V5(62% 4+ 122292 + 6y* — 622 — 6y2 + 1) Primary Spherical
13 2 V10(4p* — 3p?) cos(20) V10(4z* — 4y* — 322 + 3y?) Secondary Astigmatism x
14 4 V/10p* cos(40) V10(z* — 622y> + y*) Tetrafoil x

15 -5 V1205 sin(56) V12(5zty — 1022y3 + ¢5) Pentafoil y

16 -3 V12(5p5 — 4p3) sin(36) V12(15z%y + 102293 — 5y° — 1222y + 4y3) Secondary Trefoil y
17 —1 | V12(10p% — 1203 4 3p) sin(8) | V12(10z*y + 2022y> + 10y° — 1222y — 12y3 + 3y) Secondary Coma y
18 1| V12(10p% — 1203 4+ 3p) cos(8) | V12(102° + 2023y2 + 10xy? — 1223 — 12292 + 3z) Secondary Coma x
19 3 V12(5p5 — 4p) cos(36) V12(52% — 1023y? — 15zy* — 423 + 122y?) Secondary Trefoil x
20 5 V12p° cos(50) V12(x® — 1023y? + 5xy?) Pentafoil x

Cuadro 2: Polinomios de Zernike, con N = /(2 — 8o, )(n + 1)
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A

Figura 3: Algunos polinomios de Zernike

Los gréficos fueron realizados utilizando el paquete tikz de BTEX
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Figura 4: Curvas de Nivel de los Polinomios de Zernike
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Los gréficos fueron realizados utilizando el paquete tikz de BTEX
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4.2. Ortogonalidad discreta

La ortogonalidad discreta de los polinomios de Zernike es un resultado obte-
nido por Pap y Schipp en 2005 ([19]).

Consideremos los polinomios de Zernike de grado menor que 2N, definidos
como en (|12)

Z™(p,0) = vVn + 1R™ (p)e™?.

Denotamos con A\Y € (—1,1), k € {1,..., N} las raices de los polinomios de

Legendre py(z) = pg\?’o) (x) de grado N, y para j = 1,..., N tenemos

N () = (=M@= A )@= AN (= AY)
P O AN N S AN AN (N ARy

1
el correspondiente polinomio interpolante de Lagrange. Denotamos por

1
AY ::/ N (x)dz, (1<k<N),

1

sus numeros de Christoffel (ver [22] pag 47). Entonces para cada polinomio
f de grado menor que 2NV,

/ e =3 ON) 47 (14)

k=1

Utilizando las raices de los polinomios de Legendre de grado N se definen

1
PN = 5(1+)\J,€V), k=1,2,...,N,

y el conjunto de puntos en coordenadas polares:

9
X:I{ij:<pliv74Nﬂil>7 k:1727-"7N7 32071774N}

Para N = 8 el cuadro muestra los valores de los ceros de los polinomios
de Legendre pg(z) (obtenidos de [I]) y los respectivos valores de pf, la figura
muestra el mallado respectivo.
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A

A

oy

—0.183434642495650

0.362683783378362

0.638970014

—0.525532409916329

0.313706645877887

0.48706652

—0.796666477413627

0.222381034453374

0.318852256

—0.960289856497536

0.101228536290376

0.140908026

0.183434642495650

0.362683783378362

0.769231643

0.525532409916329

0.313706645877887

0.873364875

0.796666477413627

0.222381034453374

0.947804431

0.960289856497536

0.101228536290376

0.947804431

Cuadro 3: Resultados para N = 8

Figura 5: Mallado para N =8
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Se define N
A
v(zjg) = m,

y se introduce la siguiente integral discreta

Y& 27 AN
/Xﬂp’gp)dy” ‘:sz(/?fwm“) 24N + 1)

k=1 j=0

/
Teorema 4.2.1 5 ntn

< 2N — 1, entonces
/ Z:ln(p’ @)erzr}l(p7 Qo)dyn = 5n,n’5m,m’-
X

Prueba: Debido a la ortogonalidad de la parte radial de los polinomios de
Zernike, R (p), se tiene

1
RIM(p) R (p)pdp

1
m| p(0,|m 0,lm
P’ lP((n,‘WJ))/Q(QP2 - 1)P((n/|,n|z))/2(202 — 1)pdp.

J

Al hacer el cambio de variable u = 2p? — 1, obtenemos la siguiente integral

1 1 (1+u™ om o)
2(n + 1)5n’"/ B Z/_l ( 2 ) P(n—m)/2(u)P(n/_m)/2(u)du.

Denotamos

m|
14+u 0,lm 0,lm
o(v) = ( 2 ) P((n—lml))/2(“)P ((n’l—nlw))/2(“)’

/

n-—+n
por lo que el grado de g es + . Notese ademas que

g = R ()R (o).
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/
s 2 tn < 2N — 1 podemos utilizar y obtener
b = [ RAGE ot = [ g
a . . \I9nn — n = u)au
2(n+ 1) ) N

gAY

I
P
M) =

i
I

R (oM R (o) AN

I
B —
WE

e
Il
—

Al usar , notese que

/ Z7 (. 0) 2 (p, )
X

27 , 2mj AN
— Zm N zm N k
ZZ (’“4N+1) " (p’“4N+1) 2(4N + 1)

n+1 n + A m m’ i(m—m')-251
= ZZ¢ e AT

plrs 4N—|—1)
N N
VD0 D) Qi) 255 S pll g 5 gl Ny a8
Y el N T R (oY )R .
2(4N+1> jzoe + — n (pk) n (pk‘)‘Ak‘

En la expresion anterior, el resultado de la primera suma es (4N + 1)d,,

y el resultado de la segunda suma es ———d,,,, por lo que

1
/ Z2(p, 0) 21 (p, p)dvr,
X

Vn+ 1) +1) 2
- 4N 1 S /= / /.
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5. Optica Fisica

5.1. Aberracion y frente de onda

El frente de onda se puede definir como una superficie imaginaria que une
todos los puntos en el espacio que son alcanzados en un mismo instante por
una onda que se propaga en un medio, es decir aquellos rayos que tienen la
misma fase, por lo que un frente de onda es un plano que siempre es per-
pendicular a todas las ondas que estan en fase. Al referimos a que un rayo
tiene la misma fase quiere decir que tienen la misma longitud de trayectoria
desde la fuente. El vector que representa el frente de onda indica la direccion
de propagacion. Para un conjunto de vectores paralelos el frente de onda es
plano. Para rayos divergentes en un punto o convergentes hacia un punto
el frente de onda es esférico. Para los rayos con divergencia o convergencia
variado el frente de onda puede tomar cualquiera de las siguientes formas:
elipsoidal, paraboloidal, las cuales dependen de la naturaleza de la fuente.

Un sistema éptico es cualquier sistema que es capaz de generar una imagen
virtual de una porcion de la realidad a través de los rayos luminosos que
llegan a ella. Por tanto, una camara de video, de fotos (tanto analégica como
digital), y nuestro ojo son sistemas épticos. Casi todos los sistemas 6pticos
constan de una lente o un sistema de lentes que concentran la imagen sobre
la cara regular de un cuerpo sélido, normalmente plano o escasamente cur-
vado. Ademads, son muchos los sistemas Opticos que estan dotados ademas
de un diafragma que regula la cantidad de luz que entra y colabora también
dando profundidad de enfoque. El ojo humano es un sistema éptico formado
por una superficie aproximadamente esférica llamada cérnea y una lente que
recibe el nombre de cristalino. Ambas son capaces de formar una imagen de
los objetos sobre la superficie interna del ojo, en la zona posterior del ojo
denominada retina, que es sensible a la luz.

Si asumimos que un cuerpo que emite luz lo hace de forma pulsatil, las ondas
que emite a la vez siempre estan en fase. Por lo tanto, si queremos obtener
una buena imagen en la retina de este pequeno punto emisor de luz, tenemos
que conseguir que esas ondas en fase converjan en un sélo punto en la retina
(0 nos aproximaremos lo mas que podamos a ese objetivo). El problema es
que del punto luminoso salen las ondas en todas direcciones. Es tarea el ojo
hacer converger a las ondas en un lugar de la retina lo méas pequeno posible.
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Cuando el objeto luminoso estd lo suficientemente lejos, podemos asumir que
los rayos llegan paralelos. Eso significa que el frente de onda es un plano rec-
to. Suponemos que tenemos un ojo perfecto desde el punto de vista optico.
Tras atravesar la primera lente, que es la cornea, los rayos se curvan, por lo
que el frente de onda deja de ser un plano recto y se convierte en un plano
curvo aunque regular. La forma de ese plano es concava si se mira desde el
punto de vista de la retina.

frente de onda

Figura 6: Frente de onda

En realidad esto ocurre con cualquier lente convergente. Los rayos convergen,
y como ya se menciono el frente de onda es perpendicular a los rayos, pasa
de ser recto a curvarse. Al atravesar el cristalino, la siguiente lente, se hace
mas concavo, y cada vez mas pequeno, hasta que acaba en forma de un tinico
punto en la retina central.

Una aberracién es cualquier fenémeno que impide que un sistema éptico
genere una imagen perfecta. Un ojo se considera aberrado cuando:

1. Los rayos no se enfocan en un punto comun, retina.

2. La longitud del camino éptico de la trayectoria de un punto del objeto
a la imagen no es igual para todos los rayos que pasan a través de la
pupila.

3. Los frentes de onda dentro del ojo no son esféricos, por el contrario
estan distorsionados.

Se quiere estudiar lo que pasa con el ojo real, no con el perfecto. Por tanto
sabemos que el frente de onda no va ser perfecto. Pero no podemos entrar
dentro del ojo para analizar ese frente de onda por lo que no se estudia el

"Imagen tomada de [16]
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frente de onda que entra en el ojo, sino el que sale. El sistema éptico real-
mente funciona en las dos direcciones. Si se consigue llegar una luz potente y
muy focalizada a un punto de la retina (por defecto se concentra en la retina
central), esta luz se refleja, generando un frente de onda de rayos divergentes
que se alejan de la retina y se acercan a la cérnea. Se forma el mismo frente
de onda curvo, que si esta vez lo miramos desde fuera, en vez de céncavo
lo vemos convexo. Pero tiene que tener exactamente la misma forma que el
frente de onda que entra en el ojo.

frente de onda plano frente de onda deformado

Figura 7: Comparacion entre dos frentes de onda

Generalmente se define un frente de onda esférico como el que se muestra en
la figura , denominado esfera gaussiana de referencia, que como su nombre
lo indica nos sirve de referencia para medir el frende de onda aberrado. Por lo
tanto existe un error que se define como la diferencia entre la esfera gaussiana
y el frente de onda aberrado.

"Imagen tomada de [15]
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Frente de onda
(aberrado)

Esfera Gaussiana
de referencia

R

Error

Figura 8: Frente de onda aberrado

El frente de onda que sale del ojo es una imagen fidedigna del frente que
entra. Por tanto se captura este frente de onda con un aparato. Este aparato
se llama aberrémetro. Gracias a un cristal que funciona como un semiespejo
se intruduce la luz en el ojo. El frente de onda queda capturado en la caAmara
digital del aberrémetro. La imagen es como una rejilla circular de puntos. Si
estos puntos estan perfectamente alineados se corresponderan con un frente
de onda plano y recto. Si algunos puntos, en vez de centrados, estan despla-
zados, entonces el frente de onda presenta irregularidades. La informacion
entonces se traduce en un mapa, en una representacion en la que las partes
mas altas las diferenciamos de las més bajas con un cédigo de colores.

Para analizar estas superficies, con todas las aberraciones a la vez, mezclando-
se y confundiéndose entre si, tenemos un método para descomponer estas
superfices tan complejas en sus componentes mas simples. Asi, con este pro-
cedimiento matematico podemos jerarquizar y definir todas las aberraciones
visuales.

La tecnologia de frente de onda fue originalmente desarrollada para el me-
joramiento de las imagenes estelares en el campo de la astronomia 6ptica.
Sin embargo, no fue hasta el ano 1982 cuando Joseff Bille, Ph.D., profesor
y fisico de la Universidad de Heidelberg en Alemania, registré la primera
patente acerca de las aplicaciones de esta tecnologia en el campo de las cien-
cias visuales, la cual le fue otorgada en 1986 por el gobierno aleman. (ver [11])

"Imagen tomada de [15]
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Figura 9: Esquema del aberrémetro

Al analizar el principio basico de la aplicacion de los frentes de onda en la
Optica ocular, podemos observar que en un ojo artificial perfecto, libre de
cualquier tipo de aberracién optica, los haces paralelos del objeto-imagen
que vienen del infinito se refractan, llegando a un mismo lugar interno de
enfoque que seria el equivalente a la macula en un ojo bioldgico. Si de alguna
manera pudiéramos analizar este frente de onda de salida del mismo sistema
optico, nos dariamos cuenta que este frente de onda no ha sufrido ninguna
distorsion y que, por lo tanto, los haces de salida conservan el paralelismo
con el que entraron, sin sufrir cambio alguno. Cuando analizamos un siste-
ma 6ptico en el que hay aberraciones, como pudiera ser un ojo con algun
tipo de defecto refractivo, encontramos que los haces de luz salientes pierden
su paralelismo y algunos de ellos se adelantan o se atrasan con respecto al
plano de referencia. Es lo que denominamos deformidad en el frente de on-
da, o etimologicamente, aberracién optica. Estas deformidades en el frente
de onda pueden ser tan complejas como aberrado sea el sistema que las posee.

La Optical Society of America (OSA) recomendd, en los inicios de la inter-
pretacion de los mapas de frentes de onda, la adopcion de la expansién de
polinomios de Zernike como el método estandar para describir el error en el
frente de onda de un sistema Optico. Los polinomios de Zernike son consi-

"Imagen tomada de [15]
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derados como los bloques o funciones bésicos de descripcién o construccion
de cualquier frente de onda, por complejo que éste sea. Cada una de estas
funciones basicas es el producto de otras dos funciones, una de las cuales
depende tan solo del radio y la otra del angulo, lo cual confiere a los po-
linomios la caracteristica de mutua ortogonalidad, es decir, independencia
matematica. Otra caracteristica conveniente de estos polinomios es que, a
excepcion del primer término, todos tienen una media de cero y estan es-
calonados para tener una varianza correspondiente a la unidad. Esto coloca
a todos los términos en una base comin de tal forma que sus magnitudes
relativas pueden ser comparadas con gran facilidad (ver [23]).

Las funciones bésicas de Zernike o polinomios (como se conocen frecuente-
mente) estan ordenadas sisteméaticamente en una tabla periédica con la forma
de una pirdmide (Similar a la figura[d]). Cada fila de la pirdmide corresponde
a un orden (grado) dado del componente polinomial de la funcién, y cada
columna a una frecuencia meridional diferente; por convencion, los arménicos
en fase de coseno corresponden a frecuencias positivas y los de fase de seno a
frecuencias negativas. Existe también una forma més sencilla de ubicar cada
una de estas funciones polinomiales en la piramide ya sea por la notacion
OSA o la notacion de doble indice. Es importante conocer que, dependiendo
de la posicién de la aberracién en la piramide, ésta tiende a deteriorar mas o
menos la calidad de la imagen analizada: entre mas arriba de la pirdmide y
mas central al eje esté ubicada una aberracion, tendra mayor impacto en la
calidad de visién del paciente. La pirdmide de polinomios contempla 5 6rdenes
diferentes, iniciando con el cero, y se puede considerar dividida en 3 grupos
principales: las aberraciones constantes, las de bajo orden y las de alto orden.

Las aberraciones constantes son los 6rdenes cero y uno de la pirdmide. Con-
tienen 3 aberraciones que se consideran constantes en todos los sistemas
épticos: el pistén, la inclinacién horizontal (Horizontal Tilt) y la inclinacién
vertical (Vertical Tip). La primera, el pistén, puede considerarse en su forma
mas simple como el movimiento del plano focal interno del sistema 6ptico
del aberrémetro por conjugarse con el plano retiniano para captar la imagen
percibida. Si tenemos en cuenta, ademas, que nuestro complejo 6ptico es un
sistema simétricamente asimétrico, la inclinacién horizontal y vertical tam-
bién son aberraciones constantes. Las aberraciones de bajo orden también
conocidas como aberraciones de segundo orden, son aquellas que conocemos
de la realidad diagnéstica y terapéutica diaria. Son tres expresiones las que
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ocupan este segundo orden: dos componentes del astigmatismo y un com-
ponente del defocus o desenfoque esférico. Estas son las aberraciones que se
estd acostumbrados a medir, corregir y tratar con gafas, lentes de contacto
o cirugia refractiva convencional. El astigmatismo tiene dos expresiones para
la frecuencia angular de seno y de coseno, que al sumarlas sirven para de-
terminar su magnitud y su eje de la siguiente manera: de la sumatoria de
la primera expresién mas la segunda, obtenemos la magnitud del astigma-
tismo como lo conocemos; y del porcentaje de uno con respecto al otro se
determina el eje del mismo. Respecto al defocus o desenfoque esférico cabe
mencionar que representa, aberrométricamente, el error de los rayos centrales
de un frente de onda con respecto a los periféricos y éste, a su vez, puede ser
positivo o negativo (si estamos ante un error miépico o hipermetrépico).

Las aberraciones de alto orden las encontramos a partir del tercer orden y
para efectos practicos del analisis éptico humano sélo se considera importante
hasta el sexto orden e, incluso, algunos investigadores afirman que el anélisis
de las expresiones sélo hasta el cuarto orden es suficiente. Constituyen la par-
te del espectro éptico que no se estd acostumbrado a medir ni a tratar, pero
que ahora con la tecnologia de frentes de onda se intenta medir y corregir para
llevar a limites antes no pensados la calidad de vision de los pacientes. Por-
centualmente, se considera que las aberraciones de bajo orden contribuyen
con el 80 o el 85 % del deterioro de la calidad visual, y que las aberraciones de
alto orden constituyen tan solo el 15 % del error total [segin OSA]. A pesar
de la importante diferencia entre estas magnitudes, las aberraciones de alto
orden son las que limitan la visiéon de un ojo sano a menos de la capacidad
retiniana y no son susceptibles de correccion con métodos convencionales. El
Trefoil, conocido por algunos como astigmatismo triangular, es la primera de
estas aberraciones. Bidimensionalmente representa la alternancia adelante —
atras de tres puntos fijos que determinan un encurvamiento del plano a ex-
pensas de la periferia. Su imagen tridimensional representa un frente de onda
que avanza, se retrasa y alterna en 3 oportunidades a expensas de la periferia.
El Coma es considerado como una de las aberraciones mas temibles, dentro
del espectro de las aberraciones de alto orden, debido al importante deterioro
de la calidad visual que su hallazgo representa, cuando es inducida por un
procedimiento terapéutico. El coma natural moderado, sin embargo, parece
estar relacionado con buenas agudezas visuales, como ha sido demostrado
en los pilotos de aviaciéon en quienes se encontrd que ésta era la aberracion
mas frecuente. En toda su expresion, el coma es el descentramiento de los
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elementos que constituyen un sistema optico. Esta aberracion se encuentra
con frecuencia en pacientes con patologias asimétricas como el queratocono,
con tratamientos refractivos descentrados o lentes intraoculares inclinados o
fuera de posicion.

Bidimensionalmente, el coma muestra desde la periferia hacia el centro un
frente de onda escindido que alterna de forma horizontal o vertical (depen-
diendo del tipo de coma), en planos que avanzan o se retrazan de manera
abrupta. En su representacion tridimensional, este frente de onda evidencia
un quebramiento brusco con ondulaciones profundas que se alternan ade-
lante — atras desde el centro hasta la periferia. El Tetrafoil, o astigmatismo
cuadratico, se encuentra situado en el cuarto orden; es la aberracién que re-
presenta la simetria de cuatro puntos fijos a expensas de la periferia y que
en su forma bidimensional y tridimensional representa un frente de onda que
avanza y se retrasa en 4 oportunidades en la periferia del area analizada. El
tetrafoil también tiene dos expresiones para la frecuencia angular de seno y
de coseno. La Aberracién Esférica estd situada en el cuarto orden radial de la
pirdmide con frecuencia angular cero. La aberracion esférica es una aberra-
cién simétrica y se define como la distancia focal entre los puntos del centro
y la periferia de un frente de onda; si el centro y la periferia de un sistema
se vuelven més curvos la aberracién esférica se hace mayor. El analisis bi-
dimensional nos muestra una imagen con colores frios en la periferia que se
va incrementando progresivamente hacia el centro; su forma tridimensional
clasica la describe en forma de sombrero mexicano.

En cuanto a la sintomatologia de las aberraciones de orden superior, el ojo
tiene generalmente varias que interactian juntas. Esta correlacién manifiesta
unos sintomas especificos que los pacientes reportan, tales como: sensacion
de visién doble, imagenes fantasmas, halos, pérdida de contraste mas notorio
en la noche, borrosidad de la imagen, visiéon no clara, bordes de letras poco
nitidos (ver figura y escaso grado de detalle, deslumbramiento, mala
visién nocturna, comprometiendo ello en mayor grado la calidad visual y
limitando el intervalo de frecuencias espaciales de la imagen ([24])
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Figura 10: Imagen retinal simulada de los polinomios de Zernike

5.2. Principio de Fermat

El principio de Fermat se puede establecer de la siguiente manera: la luz, al
ir desde un punto hasta otro, sigue la ruta que tiene la longitud de camino
optico menor. La longitud de camino éptico o distancia optica se define como:

(indice de refraccién) x (distancia fisica)

En un medio isotrépico y homogéneo el indice de refraccion es constante y no
depende de la direccién: por ejemplo, el vidrio o el plastico empleados usual-
mente en la fabricacion de lentes oftdlmicas son medios materiales isotropicos
y homogéneos. En un medio isotrépico no-homogéneo el indice de refraccion
varia de un punto a otro: por ejemplo, la lente del cristalino tiene un indice

"Imagen tomada de [24]
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de refraccion que varia con la distancia desde el centro hasta la periferia. Este
tipo de variacion de indice también se usa en la fabricacién de fibras épticas.
Para lo que nos interesa, solo vamos a considerar medios isotrépicos (en un
medio anisotrépico el indice de refraccién varia con la direccién y el estado
de polarizacion de la luz: por ejemplo, el cuarzo o la calcita son materiales
anisotrépicos).

En un medio homogéneo la ruta que sigue la luz entre dos puntos sera un linea
recta (la distancia mds corta entre dos puntos en el espacio euclidiano es la
longitud de la linea recta que los une); en cambio, si el medio es inhomogéneo
la luz seguira una trayectoria diferente a la linea recta, en general, algin tipo
de curva. La forma de la trayectoria depende de la manera como cambia
el indice de refraccién. Lo anterior se ilustra en la figura (LI): en (a) se
muestra un medio homogéneo y la trayectoria recta que sigue la luz de A a
B (ndtese que en este caso solo hay una posible trayectoria); en (b) el medio
es inhomogéneo y la luz puede seguir varias trayectorias curvas para ir de A
a B; y en (c) se muestra una aplicacién usual: la formacién de la imagen de
A en B empleando una lente. En este caso se tienen dos medios homogéneos
de diferente indice de refraccién: aire-vidrio. Esta combinacion de dos medios
homogéneos permite que los diferentes rayos que salen de A sean enfocados
en B.

AN A AW Ll P
T AT S S ;YL P %‘?\5’/
s \
A B’ /A by e ’;’_7_18
4o g B " ST 4
B R O 4

(a) (b)

Figura 11: Diversas trayectorias de la luz en diferentes medios de acuerdo
con el principio de Fermat

5.3. Formacién de imagen

Para formar la imagen de un objeto usualmente empleamos un sistema 6pti-
co conformado por lentes, espejos, etc. En un sistema 6ptico ideal como el

"Imagen tomada de [16]
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mostrado en la figura , el frente de onda esférico divergente del objeto
puntual es transformado en un frente de onda esférico convergente, de modo
que la imagen de un punto es otro punto y la imagen de un objeto extendido
es una réplica del objeto (salvo un cambio de escala). Lo anterior también
implica que los medios donde se encuentran el objeto (espacio objeto) y la
imagen (espacio imagen) son homogéneos.

Espacio
objeto

Sistema
6ptico ideal

Espacio
imagen

Figura 12: Formacion de imagen de un punto objeto mediante un sistema
optico ideal

En la practica, aunque los espacios objeto e imagen sean homogéneos, la
imagen de un punto objeto no es un punto sino mas bien algo como una pe-
quena mancha, conocida como funcién de punto extendido o PSF (del ingles
Point Spread Function). La forma de esta mancha depende de la geometria
de los elementos que conforman el sistema Optico formador de imagen, de
la homogeneidad de los medios refractores y de la difraccién de la luz en la
pupila de salida del sistema 6ptico. Lo anterior significa que el frente de onda
que emerge del sistema Optico correspondiente a un frente de onda esférico
incidente ya no es esférico, sino una superficie distorsionada, tal y como se
ilustra en la figura . El efecto sobre la imagen de un objeto extendido
sera un deterioro en la calidad de la imagen, tal como disminucion de con-
traste y de resolucién (agudeza visual).

Una manera practica de modelar un sistema optico es mediante sus pupilas de
entrada y de salida. Las pupilas son las imagenes del diafragma de apertura
del sistema Optico. Veamos estos conceptos con la figura , en la que se

"Imagen tomada de [16]
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Figura 13: Formaciéon de imagen de un punto objeto medianteun sistema
optico ideal

muestra un sistema Optico formado por dos lentes simples y un diafragma
circular en medio de las dos lentes. La tarea de este diafragma es controlar la
cantidad de luz que entra al sistema para formar la imagen; si en un sistema
no se encuentra el diafragma como un elemento separado, entonces el borde
de alguna de las lentes sera el elemento que controla la cantidad de luz.
Al diafragma que controla la cantidad de luz se le denomina diafragma de
apertura (DA). Suponiendo que se forma una imagen ideal, la imagen del
punto objeto O serd el punto imagen I. La pupila de entrada es la imagen del
diafragma de apertura vista desde el punto objeto a través de los elementos
épticos que estdn antes del diafragma (en este caso la lente L1). La pupila
de salida es la imagen del diafragma de apertura vista desde el punto imagen
a través de los elementos épticos que estdn después del diafragma (en este
caso la lente L2). Entonces, en la practica, desde el punto objeto el tamaro
del cono de luz que entra al sistema éptico estd determinado por el didmetro
de la pupila de entrada, y el tamano del cono de luz que sale del sistema
Optico para formar la imagen estd determinado por el diametro de la pupila
de salida, como se muestra en la figura ; en otras palabras, las pupilas
determinan la cantidad de luz que efectivamente entra o sale del sistema
optico.

Las pupilas nos permiten modelar cualquier sistema 6ptico formador de ima-
gen, tal como se muestra en la figura . Este modelo generalizado supone
que: 1) entre las pupilas de entrada y de salida el paso de la luz ocurre de

"Imagen tomada de [24]
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Figura 15: Pupilas de entrada (PE) y salida (PS) y conos de luz en el sistema

de la figura

acuerdo con las leyes de la Optica geométrica; 2) la pupila de entrada no
distorsiona el frente de onda esférico a su paso; y 3) la distorsién del frente
de onda en el espacio imagen se genera en la pupila de salida. En otras pa-
labras, este modelo supone que los defectos épticos del sistema se condensan
en la pupila de salida. Lo anterior se representa matematicamente mediante
una funcion de transmitancia en el plano de la pupila de salida, entonces, el
frente de onda que emerge de la pupila de salida es el resultado de multiplicar
el frente de onda esférico que llega a la pupila de salida por la funciéon de
transmitancia que contiene los defectos épticos del sistema. Con este modelo
el estudio de la calidad de imagen generada por un sistema 6ptico se limita a
medir el frente de onda en la pupila de salida. Una vez que se conoce el fren-
te de onda en la pupila de salida se puede evaluar la PSF u otras funciones
comunmente empleadas para caracterizar un sistema 6ptico. Un ejemplo de
la aplicacién de este modelo generalizado en ciencias de la vision lo tenemos
en los aberrémetros oculares ([23]). Estos instrumentos primero generan una
fuente puntual luminosa en la retina y luego miden (en forma indirecta) en
la pupila de salida del ojo el frente de onda emergente. En este caso, se tiene

"Imégenes tomadas de [16]
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que la luz emerge de la retina y sale del ojo atravesando los medios trans-
parentes del ojo, por lo que la pupila de salida sera la imagen del iris que
un observador externo ve. Los resultados suelen ser presentados mediante un
histograma de coeficientes de polinomios de Zernike.

~
" e
el ! x’f S
RN | (™
O | L4
\\'\\/,“ | \ w :\ ‘///'
I /i no s
\\(/ \ /\//
PE
PS

Figura 16: Modelo generalizado de un sistema optico a partir de las pupilas
de entrada y de salida

Las pupilas también nos permiten definir un par de rayos de gran relevancia
en Optica geométrica: el rayo principal y el rayo marginal. El rayo principal
sale de un punto objeto fuera de eje, entra al sistema 6ptico dirigido al centro
de la pupila de entrada, pasa por el centro del diafragma de apertura y llega al
punto imagen correspondiente en una direcciéon tal como si viniera del centro
de la pupila de salida. El rayo marginal sale de un punto objeto en eje, entra
al sistema optico dirigido al borde de la pupila de entrada, pasa por el borde
del diafragma de apertura y llega al punto imagen correspondiente en una
direccién tal como si viniera del borde de la pupila de salida. En un sistema
optico, un plano que contenga al eje 6ptico y al rayo principal se denomina
plano meridional o tangencial, y el plano ortogonal al plano meridional se
denomina plano sagital.

5.4. Representacion matematica del frente de onda

De acuerdo con lo dicho anteriormente, para caracterizar el sistema &ptico
(calidad de imagen) se requiere conocer el frente de onda en la pupila de sa-
lida. Primero vamos a suponer que el sistema forma una imagen perfecta, es

"Imagen tomada de [16]
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decir, la imagen sera un punto. Entonces, un observador en el punto imagen
verd que de la pupila de salida sale un frente de onda esférico que converge
en el punto imagen; el radio del frente de onda esférico en la pupila lo de-
notaremos por R. La cuestién ahora es como describimos mateméticamente
este frente de onda. Comencemos por introducir un sistema de coordenadas
cartesiano (z,y, z) cuyo origen esté en el plano de la pupila de salida y cuyo
eje z coincida con el eje éptico del sistema, como se ilustra en la figura : T
y y denotan las coordenadas transversales en el plano de la pupila de salida,
mientras que x; y y; denotan las coordenadas transversales en el plano ima-
gen gaussiano (donde se forma la imagen perfecta). La porcién de la esfera
que describe el frente de onda en la pupila de salida estara representada por
la siguiente ecuacion:

z:R—\/RQ—(:E2+y2) (15)

tal que © < 1oy y < rg, siendo ¢ el radio de la pupila de salida. Esta es la
ecuacién de una esfera de radio R con centro en (0,0, R). Note que si x = 0
y y = 0 (vértice de la esfera), entonces z = 0. Las coordenadas del punto
imagen seran las mismas que las del centro de la esfera. Como esta esfera
representa el frente de onda en la pupila de salida cuando la formacion de la
imagen es perfecta, a esta esfera la denominamos esfera de referencia.

X
z

Plano
Imagen

PS

Figura 17: Coordenadas de la pupila de salida (PS) y del plano imagen gaus-
siano

Volvamos al sistema 6ptico de la figura ((14), pero ahora consideremos la
formacion de la imagen real. En este caso, los rayos en el espacio imagen

"Imagen tomada de [16]
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no se cruzan todos en el mismo punto, asi que la imagen serda una mancha
extendida, como se muestra en la figura , y en consecuencia el frente de
onda en la pupila de salida no puede ser esférico. La forma del frente de onda
en este caso sera una superficie mas compleja en comparaciéon con la forma
esférica, y su forma explicita dependera de cada sistema éptico en particular.

Plano
]mﬂgen

Figura 18: Formacion real de la imagen del punto objeto

Vamos a denotar a la esfera de referencia como z = S(x,y), y al frente de onda
real como z = S’(x,y). Decimos que z = S(z,y) es la ecuacién implicita de
la esfera de referencia, mientras que la ecuacién es la ecuacién explicita
de la esfera de referencia. En forma andloga, z = S’(z,y) es la ecuacién
implicita del frente de onda real, pero por ahora no tenemos una ecuaciéon
explicita de esta superficie como en el caso de la esfera de referencia. En la
préactica, la forma del frente de onda real se analiza con respecto a la esfera
de referencia, calculando la diferencia entre las dos superficies; es lo que se
denomina aberraciéon de frente de onda. En general, la aberracion de frente
de onda es pequena en comparacién con el radio de la esfera de referencia,
por lo que la forma del frente de onda real se puede calcular como

S'(x,y) = S(z,y) + W(x,y), (16)

siendo W (z,y) la aberracion del frente de onda.

5.4.1. Aberracién de frente de onda

Segun lo dicho en la seccion anterior, medir la aberracion de frente de onda
es equivalente a medir la forma del frente de onda real; por otra parte, usual-
mente, lo que medimos experimentalmente es la aberracion de frente de onda.

En la figura se representa el frente de onda real junto con la esfera de
referencia. El rayo 1 es el rayo correspondiente a la esfera de referencia en el
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punto P, el cual cruza al frente de onda real en el punto Q; el rayo 2 es el rayo
correspondiente al frente de onda real en el punto Q; la aberracién de frente
de onda, que denotamos por W, se define como la distancia 6ptica entre P
y Q, a lo largo del rayo 1. Otros autores definen la aberracion de frente de
onda como la distancia 6ptica entre los frentes de onda a lo largo del rayo 2.
En la préactica, el angulo entre los rayos 1 y 2 es pequeno y se llega al mismo
resultado, dado por las ecuaciones:

e ROW
n' Oz
Ay~ _ROW
n' Oy

donde Az; y Ay; miden la diferencia entre las coordenadas x; y y; de la
interseccién del rayo 1 con el plano imagen (punto imagen ideal) y de la in-
terseccion del rayo 2 con el plano imagen. En otras palabras, Ax; y Ay, son
las desviaciones de los rayos reales con respecto a los rayos ideales medidas en
el plano imagen; a estas desviaciones se les denomina aberraciones de rayo:
%—‘f y %—Vf representan las derivadas de la aberracién de frente de onda en las
direcciones = y y. Geométricamente, la derivada es la pendiente. El indice de
refraccion en el espacio imagen se denota por n'.

Figura 19: La longitud entre los puntos Q y P a lo largo del rayo 1 es la-
distorsion del frente de onda S’ en comparacion con la esfera de referencia

S
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Desde el punto de vista matematico, la forma explicita de la aberracién
de frente de onda es una funcién que puede contener muchos términos (en
principio infinitos términos); en el sistema de coordenadas cartesiano tiene
la forma general:

Wi(x,y) = agp + a0z + any + anzy + an®® + apy® + a9’y + arary?

+ a0z + agsy® + .. ™y + .

donde los coeficientes a,,,, con m = 1,2,3... yn = 1,2,3..., son nume-
ros reales, cuyo valor determina la relevancia que cada uno de los monomios
x™y™ tiene dentro de la suma. Cada monomio en si representa una superfi-
cie, por ejemplo: f(x,y) = x representa un plano inclinado en la direccién z,
f(z,y) = y representa un plano inclinado en la direccién y, etc.

El angulo de inclinacion dependera del valor del coeficiente correspondiente,
asi si ajg = 1, entonces tendremos un plano inclinado en la direccién x que
forma un angulo de 45°. El término ag representa un plano horizontal (pa-
ralelo al plano definido por los ejes x y y ) de altura igual a z = agg (pistén).
El coeficiente agy permite desplazar axialmente el resto de los términos de
W (z,y) con respecto al plano formado por los ejes = y y. Por esta razén,
al término agy se le denomina pistéon, y en si no representa ningin tipo de
aberracion.

Estos tres monomios, se denominan monomios de orden 1 y a las figuras
correspondientes superficies de orden 1. Algunos autores se refieren a la di-
reccion de la inclinacién de los planos de manera diferente, considerando el
eje que se debe girar para obtener la inclinacién, por ejemplo, el plano in-
clinado f(z,y) = x se obtiene rotando un plano horizontal alrededor del eje
y (un dngulo de 45°). Por eso se refieren a este plano como una inclinacién
alrededor del eje y; sin embargo, en este texto nos parece mas claro decir que
este plano esta inclinado en la direccién x.

Por otra parte, el monomio 2 representa un paraboloide cilindrico, es decir,
el perfil de la superficie en cualquier plano paralelo al plano formado por
los ejes # y z es una pardbola; andlogamente, el monomio y? representa un
paraboloide cilindrico, pero ahora el perfil parabdlico de la superficie ocurre
en cualquier plano paralelo al plano formado por los ejes y y z.
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Por 1ltimo, el monomio xy representa una superficie un poco mas comple-
ja, pues en las direcciones diagonales el perfil de la superficie también son
parabolas, en un caso orientada hacia arriba y en el otro orientada hacia
abajo, mientras que el perfil en las direcciones x o y son lineas rectas; a es-
ta superficie, debido a su forma, se le llama silla de montar. A medida que
avancemos en el orden del monomio, la superficie descrita es cada vez mas
compleja.

El polinomio de orden 2, f(z,y) = ay1xy + ar* + agy?, resulta de gran
importancia en ciencias de la vision, ya que con este polinomio se represen-
tan matematicamente el cilindro o astigmatismo y la esfera media o el defoco.

Geométricamente diremos entonces que un polinomio representa una super-
ficie. La forma de esta superficie puede ser simple o compleja, dependiendo
del nimero de monomios que componen el polinomio. A su vez, podemos
decir que la superficie que describe el polinomio es la suma de un conjunto
de superficies mas simples, por ejemplo, planos inclinados, paraboloides, etc.

Otro hecho importante es que diferentes superficies pueden ser generadas
por polinomios conformados por el mismo tipo de monomios; lo que hace la
diferencia aqui es el valor de los coeficientes en cada caso. Por esta razon, es
comun describir la superficie simplemente por sus coeficientes (ordenados en
algin tipo de histograma) en lugar de escribir la ecuacién. Es decir que la
aberaccién del frente de onda W (p, ) viene dada por un conjunto discreto
de datos (mediciones) que se realizan en la pupila.

{xzayz7W($Zayz)Z:1727’M}

Se utiliza entonces una aproximacién por minimos cuadrados para reproducir
la aberracion del frente de onda

=

W(p,0) ~ > A\iZi(p,0)

Jj=0

donde Ay, A1, ..., Ay son las soluciones del sistema de ecuaciones
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(Zo, Z0) (21, 70) ... (Zn,Z) o (W, Zo)
(Z0,Z1) (Z0,20) ... (Zn.Z0) VI I IR
(Zo, Zx) (Z1,Z8) .. {Zn,Zx) Av (W, Zy)

Usando el producto escalar discreto

(f.9) = Z f (@i, yi)9(i, ys).-

Observemos que este producto escalar discreto estara bien definido si el niime-
ro de medidas M es mayor que el nimero de elemenos de la base de Zernike
que se usen, N, y ademas que estas medidas esten dispuestas en forma ade-
cuada.

En la actualidad, el sensor de Shack—Hartmann utiliza datos sobre una rejilla
cartesiana (cuadrada) y la maquina devuelve los coeficientes de cada uno de
los polinomios de Zernike resolviendo el sistema de ecuaciones utilizando el
método iterativo de Gauss - Seidel.

Los resultados se suelen presentar en un grafico como el que se muestra en
la figura (20)), que fue tomada de [13].

Este sensor envia rayos de luz a través de la retina y hasta que llegan al
punto donde convergen todos los rayos de luz que pasan por ésta, entonces
estos rayos se reflejan hasta llegar al frente de onda, una vez alli, se calcula
la pendiente de la diferencia que hay entre la posicion a la que habria llegado
ese rayo de luz en el caso de tener un ojo perfecto y la posicién a la que ha
llegado en realidad.

Por lo tanto, a la hora de trabajar, no se trabaja con la altura de la retina,
ya que al ser ésta muy pequena es una labor muy dificil, sino que se trabaja
con pendientes de rectas, de tal modo que si el ojo es un ojo perfecto, todos
estas pendientes valdran cero.
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Figura 20: Tabulacién de aberraciones

Consecuencia de que los datos que obtenemos son de tipo discreto es que
los resultados que obtengamos dependeran de las mediciones que hayamos
tomado. De esta forma, si tomamos la misma cantidad de mediciones pero
las tomamos en diferentes sitios, obtendremos resultados diferentes.

Para saber si la forma en la que tomamos los puntos es buena o no, uti-
lizaremos el nimero de condicion para nuestra matriz de coeficientes que
obtenemos al aplicar minimos cuadrados.

El nimero de condicién para una matriz A de un sistema Az = b viene dado
por:
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k(A) = All2| A7l

con || - |2 la norma dos matricial.

Si nuestro nimero de condicion esta cercano a 1, diremos que nuestra matriz
A estard bien condicionada y nuestro sistema sera estable. Si el nimero de
condicién es grande, nuestro sistema sera muy inestable.

Por lo tanto, es muy importante la forma en la que se tomen las mediciones,
ya que esta tendré que ver con el condicionamiento de nuestra matriz de coe-
ficientes. En la figura (tomada de [21]) se muestran tres formas distintas
de tomar las mediciones para 91 nodos, hexagonal, hexapolar y espiral:

S0 B, & o oo

IO’oooo‘ox s© ~ Pl s SR i,

o o o 00
/0000000 Ag‘-{oooocoe" ’/6030000\\
/oooooooo0)\ 200 8.0 W SO 5 00,090a
/ecocooooon) PDP0 o008 Hal, 090, |
woooooooooo'l.OOODoo °°°d'|?°o Qg’ﬂg Wl
00000000003 LPO00000000QG D "0 g 0,% |
/0000000000 pooooooood'\oooooﬂ & Oos'l
-\ooooooooof' o0 900009’ Y g 00° 0 & )
\00000000/ 0 0 g \den" o 9RO )
\\0000000// QQOOOG [:% N 0O 0000/

000000 o ~_0% 0 &

- Qa O 0.9~ o=

Figura 21: Formas de tomar mediciones

Cada una de ellas nos dard un nimero de condicién distinto (ver [21]), por
lo que no solo tendremos mas precision cuanto mayor nimero de muestras
tomemos, también dependera de la forma en la que se tomen.
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6. Conclusiones y problemas abiertos

Los polinomios de Zernike constituyen una base matemaética adecuada para
representar las aberraciones oculares. Cada término de Zernike representa la
aberraciéon de frente de onda de una de las aberraciones épticas, de modo que
su varianza con respecto a una superficie de referencia adecuada es la minima
y, ademas, el promedio de las distorsiones del frente de onda con respecto a
la superficie de referencia es cero.

Los siguientes pueden ser temas de futuras investigaciones :

1. Respecto a la matriz A, utilizada para el calculo de los coeficientes
de la aproximacién del frente de onda; en el caso que la matriz sea
cuadrada debe determinarse cuando es invertible o no, también estudiar
el numero de condicién de dicha matriz para diversas formas en que se
tomen las mediciones (tema de insvestigacién Actual en la Universidad

de Almeria)

2. A pesar de la ortogonalidad continua de los polinomios de Zernike, que
parece ser una propiedad deseable, en la practica se vuelve inttil, ya que
normalmente se hace uso de los valores de esos polinomios en un con-
junto finito y discreto de puntos del disco unitario, hay un resultado de
la ortogonalidad discreta de los polinomios de Zernike, pueden buscarse
otros conjuntos de puntos donde también se verifique la ortogonalidad
discreta.
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A. Apéndice il

A.1. Las funciones Gamma y Beta

Definicién A.1.1 La funcion Gamma estd definida para Re(z) > 0 por la
integral:

[(x) :/ t" e tdt.
0

Definicién A.1.2 La funcion Beta estd definida para Re(x) > 0 y Re(y) >
0 por:

1
B(z,y) = / (1 —t)vde.
0
La funcién Beta esta relacionada con la funciéon Gamma de la siguiente forma:
[(2)l(y) = T(x +y)B(x,y),
esta relacion es vélida para Re(z) > 0y Re(y) > 0.

Algunas propiedades

™

2 -~ 1 x Yy
r—1 y—1 _ - g
/0 sin”" () cos? ™" (6)dl = 25’(2, 2)

[ ]

)1
VR
N | —
N————

Il
3

1 1 T
513711_ 2\y—1 — el
/0 71— 2yt 28<2,y>

» I'(z+ 1) = 2['(x) (férmula de recurrencia)

» [(2) (z+3) =272/7 ['(2z) (f6rmula de duplicacién)

8Para todas las referencias del apéndice ver []
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A.2. Simbolo de Pochhammer

Definicién A.2.1 El simbolo de Pochhammer estd definido para toda x por:

n

(z)o =1, (ﬂf)nZH(ZI:—i—i—l) paran=1,23, ...
=1

Algunas consecuencias de la definicién son:

» (2)pr1 = (z+n)(z), (férmula de recurrencia)
* (Z)imtn = (@)m(z + M)y
n (1) =(=1)"(1 —n—2),

n (@) = (@)a(=1)"/(L —n — 2);
Relacién con los coeficientes binomiales y la notaciéon de factorial:

» (1), = n! (férmula de recurrencia)

(n+m)l =nl(n+1),

—1)k(—
<Z) = ()kM (coeficiente binomial)

1
(z)on, = 2%" (g) (x;— ) (féormula de duplicacién).

Relacién con la funcion Gamma:
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A.3. Series hipergeométricas

Una serie hipergeométrica es una serie de potencias E e’ (convergente
k=0
para |z| < 1) donde la razén de coeficientes sucesivos 7411 , 7 s una funcién

racional de k.

La notacién estandar para una serie hipergeométrica es:

— (a1)r(ag)k -~ (ap)k
)3 i by, by, . by ) = m
pFy(ar,as,...ap; by, bo, ..., by ) kz:% b1 ) (b - - - !

donde los valores a; y b; son parametros.

Los tipos mas comunes son:

—~

[eS) Cl)
k
1F0 CL,,IE E k" k
=0

oF1(a,b;c;x) = g C(L)
c)
=0

A.3.1. Desarrollo binomial

(]_ + Z)a = 1F0 = Z kj'
k=0

A.3.2. Desarrollo multinomial

—k o
Ito+at o)=Y ST

donde z = (1, x2,...,24) y « es un multi-indice (ver pdgina 1).
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A.4. Serie de Lauricella

Una manera para definir un analogo multivariable a las series hipergeométri-
cas consiste en las generalizaciones de Laurecilla de las o F series.

Sean @ = (ay,as,...,aq), b = (by,ba,...,by), ¢ = (c1,¢a,...,¢cq) € R? pa-
ramétros vectoriales; «, 3,7 € R pardmetros escalares y la variable x =

(z1,T9,...,24) € RY Usamos la siguiente notacion:
d
Seam = (my, ma,...,mg) ENg, m!:H(mj)! ,
j=1
d d
d .
m| =30 mi . @m=][](@)m,, o™ =]]z"
j=1 j=1

Las cuatro tipos de funciones de Lauricella son (Ver [9] pagina 6):

d
m
™, convergente para g lz;] < 1;

|
meNd (€)m m j=1
a)m (b
(1) Fg(a,b,v,x) = Z Mwm, convergente para max |z;| < 1;
mGNd (7)|m| m J
d
a
() Feo(a, B,e,x) = Z (()L(mtmlxm, convergente para Z |xj\% <1
meNd C)m M- j=1
(@) m| (B)m
1v) Fp(a,b,v,x) = ———————z™ convergente para max |zr,;| < 1.

mGNg
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A.5. Polinomios ortogonales clasicos en una variable

Definicién A.5.1 Una sucesion de polinomios { fu},>, con grado(f,(z)) =
n, es llamado ortogonal en un intervalo I € R con respecto a una medi-
da de ortogonalidad dp = cw(x), donde w(x) > 0 es una funcion peso y

-1
c= (/w(x)dw) es una costante de normalizacion si:
I

o) = [ Fule) Fula)cua)de = b o 70

Observemos que ¢ se toma para que (1,1) = 1.

Las familias de polinomios ortogonales clasicos en una variable, llamados
asi por las propiedades diferenciales que los caracterizan son (segin [I] y
[22]):

I Nombre I w(zx) c
H, Hermite | (—o0, 00) e 73
Lo Laguerre 0, 00) e ", a>—1 Ma+1)"
(.8) L 5 27
Py Jacobi -1,1 1—2)*(1+2)°, o,B>—1
FLY -, e o g
1

C» | Gegenbauer | [—1,1 1—a22) 2, A>-—1 _—

n & [ ] ( ) 2 B (%Q\ + %)
Dn Legendre [—1,1] 1 2

Notemos que los polinomios ortogonales de Legendre y Gegenbauer son casos
particulares de los polinomios ortogonales de Jacobi.
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A.5.1. Polinomios Ortogonales de Jacobi

Los polinomios ortogonales de Jacobi son denotados usualmente por pLed),

La parte radial de los polinomios de Zernike son poliminios de Jacobi, por lo
que resulta conveniente mencionar algunas de sus propiedades.

= Los polinomios ortogonales son tnicos salvo constante multiplicativa,
es necesario definir un valor de normalizacién que puede variar segin
diversos autores. Utilizaremos la siguiente normalizacion :

PA(1) = (”““), >0

n

= La derivada de un polinomio de Jacobi es un polinomio de Jacobi con
parametros desplazados

d l (a
SR = TEA AL L

» Los polinomios de Jacobi pieP? (t) son solucién de la ecuacién diferen-
cial

(1—tHy"(t) — (a =B+ (a+ B+ ) +nn+a+ B+ 1)yt) =0

= La relacion a recurrencia a tres términos para los polinomios de Jacobi

A PP (t) = (But + C)PD () — D, P (1), n>2,

donde
Ap = 2n(n+a+B)2n+a+8-2),
B, = 2n+a+8-1)2n+a+6)2n+a+p—-2),
Cn — 042—ﬁ2
D, = 2n+a—-1)(n+p-1)2n+a+p).

1 1
Ademas P™Pt) =1, PYP@) = St B+2)+ 5(a—p)
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= Sea Sean «, > —1, la férmula de Rodrigues para cualquier para
PP (1) es 1a siguiente

(= re = SO (L) (-0

21!
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A.6.

Codigos fuente de los graficos usando el paquete
Tikz

\tdplotsetmaincoords{70}{135}
\begin{tikzpicture}[scale=7,line join=bevel,
tdplot_main_coords,fill opacity=.5]
\pgfsetlinewidth{.2pt}
\tdplotsphericalsurfaceplot [parametricfill]{72}{36%}
{1.146*sin(\tdplottheta)*
(6xcos(\tdplottheta)*cos(\tdplottheta)-1)
*cos (\tdplotphi))}{black}{\tdplotphi}/

{3

{3

{3

\end{tikzpicture}
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\tdplotsetmaincoords{70}{135%}

\begin{center}

\begin{tikzpicturel} [scale=3.2]
\begin{axis}[title=\begin{Huge}$Z_{14}$\end{Huge}
,hide axis, grid=major,view={20}{40},z buffer=sort,

data cs=polar,shader=faceted,draw=black]
\addplot3 [surf, domain=0:360, domain y=0:1,
samples=30, samples y=10]
{3.162*y"4xcos (4*x) };
\end{axis}
\end{tikzpicture}
\end{center}
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\tdplotsetmaincoords{70}{135}

\begin{center}

\begin{tikzpicture}[scale=2.5]
\begin{axis}[title=\begin{Huge}$Z_{14}$\end{Hugel},
hide axis, grid=major,view={0}{90},z buffer=sort,

data cs=polar,shader=interp,draw=black]
\addplot3 [surf, domain=0:360, domain y=0:1,
samples=30, samples y=30]
{3.162%y"4*cos (4%x) };
\end{axis}
\end{tikzpicture
\end{center}
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