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1. Resumen

En este trabajo se modela la ecuacién de estado virial utilizando el potencial de Lennard Jones,
usando el enfoque clasico, ya que los gases que se consideraron en este estudio tienen una longitud
de onda térmica menor que el didmetro de colisién (A < o) asi el efecto cudntico es despreciable.
Esta ecuacion de estado es una ecuacién en serie de potencias que puede estar en términos de
la densidad numérica, volumen especifico o la presién, nuestra ecuacion se trunco hasta el tercer
término.

La ecuacién de estado virial esta fundamentada en la mecanica estadistica, por medio de esta
ciencia estudiamos las interacciones entre las particulas, esto requiere de una energia potencial,
con la cudl planteamos la funcién de particién correspondiente y con esta se realiza el desarrollo
en cimulos de Mayer. Cada término de la serie tiene un coeficiente al cual se le llama coeficiente
del virial, estos coeficientes dependen de la temperatura.

Se calcularon el segundo y tercer coeficiente virial con el potencial de Lennard Jones utilizando
métodos numéricos, y estos se compararon con los coeficientes experimentales que estan disponibles
en la literatura cientifica. El calculo del segundo coeficiente del virial es sumamente parecido
a los datos experimentales de hecho esta dentro del error experimental reportado en los datos
experimentales [26], el tercer coeficiente del virial calculado con el potencial de Lennard-Jones si
difiere significativamente de los valores experimentales.

Con los coeficientes viriales podemos predecir muchas propiedades termodinamicas de los gases,
en nuestro caso calculamos temperatura y volumen critico para varios gases puros, mediante el
segundo coeficiente del virial. Para el Argén los errores porcentuales son de 5 % para la temperatura
y de 12% para el volumen, estos calculos se realizaron con la ecuacién de McGlashan y Potter,
se utilizo sélo el segundo coeficiente del virial con el potencial de Lennard-Jones ya que este es
bien pronosticado. Ademads el segundo coeficiente virial obtenido con el potencial de Lennard-
Jones se compara con otros potenciales en forma grafica y los datos experimentales lo cual deja en
evidencia que el mejor ajuste se obtiene con el potencial de Lennard-Jones, eso si con los potenciales
seleccionados, finalmente se desarrollaron applets que calculan By y Bs.



2. Objetivos

Objetivo General
Calcular el segundo y tercer coeficiente virial de algunos gases puros utilizando el
potencial de Lennard-Jones.

Objetivos especificos:

1. Calcular el segundo coeficiente del virial con el potencial de Lennard Jones
utilizando métodos numeéricos.

2. Comparar B, calculado con Lennard Jones con otros potenciales.

3. Obtener ecuaciones ajustadas para datos experimentales y calculados con el
potencial de Lennard Jones para Bs.

4. Calcular el tercer coeficiente del virial con el potencial de Lennard Jones
utilizando métodos numéricos.

5. Obtener ecuaciones ajustadas para datos experimentales y calculados con el
potencial de Lennard Jones para Bj.

6. Calcular algunas propiedades criticas para alguno gases puros, utilizando los
coeficientes viriales.

7. Desarrollar applets que calculen el segundo y tercer coeficiente virial.
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3. Introduccién

El objeto de estudio de esta tesis son los gases reales, el cual se puede enfocar
en forma clasica o cuantica, ambos enfoques pueden arrojar resultados correctos
dependiendo de la longitud de onda térmica A y del potencial molecular que se
utilice. En mi caso voy a trabajar con el enfoque clasico ya que los gases conside-
rados en este trabajo cumplen que A < ¢, donde o es el diametro de colision y asi
los efectos cuanticos son despreciables.

Las propiedades de un gas se pueden determinar de dos maneras, por medio de ta-
blas de datos experimentales existentes, donde las mediciones se realizan en forma
directa, o indirectamente a través de ecuaciones de estado, ya sean estas empiricas
o tedricas.

Las ecuaciones de estado describen al gas o fluido por las relaciones entre cantida-
des termodinamicas tales como:presion, densidad,energia interna,entropia, etc. En
la practica modelos diferentes de ecuaciones de estado se usan para aplicaciones
diferentes y no hay modelos generales ajustables para todas las aplicaciones.

Una ecuacion de estado eficiente requiere una generalidad en los modelos de los
potenciales moleculares.

La ecuacion de estado de un gas ideal se aplica bastante bien a los gases reales en
densidades suficientemente bajas. Pero no se les aplica exactamente en cualquier
densidad y su desviacion es cada vez mayor al aumentar la densidad.

Un método muy util para describir los gases reales es la expansion virial:

k%zp+B2p2+B3p3+B4p4+.-. (1)

Donde Bs,Bs,...,B,, son los denominados coeficientes viriales, son funciones de la
temperatura y se vuelven cada vez més pequenos al avanzar la serie,p es la den-
sidad numérica, k es la constante de Boltzmann, T es la temperatura en Kelvin.
Claro que, en densidades molares pequenas (n/V — 0), la ecuacién anterior se
reduce a la ley del gas ideal.Asi debe ser con todas las ecuaciones de estado de los
gases.

El coeficiente By se obtiene al considerar que las moléculas colisionan sélo por
pares; Bs da cuenta de las interacciones simultaneas entre ternas de moléculas y
asi sucesivamente para los demas coeficientes. Cuando estamos interesados en es-
tudiar las interacciones en pares es suficiente con estudiar la regién del gas diluido,
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truncando la serie virial hasta el segundo término; con ello las relaciones entre las
cantidades macroscopicas y las microscopicas esta dada por el segundo coeficiente
virial. Los coeficientes viriales son muy tutiles para estudiar las propiedades ter-
modindmicas y transiciones de fase [38].

La ecuacién de estado virial tiene una fundamentacién tedrica rigurosa de la
mecanica estadistica, que provee relaciones entre los coeficientes viriales y las in-
teracciones entre las moléculas mediante el potencial intermolecular, en mi caso
voy a utilizar el potencial de Lennard-Jones para calcular los coeficientes viriales,
los cuales voy a comparar con los coeficientes experimentales.

En el marco tedrico voy a realizar una revision de algunos conceptos de la mecani-
ca estadistica y el uso de otros potenciales clasicos para calcular los coeficientes
viriales.

4. Marco Teorico

4.1. Funcién de particion

Consideremos un sistema con N; particulas en cualquiera de los g; estados
cuanticos asociados a la energia ;. Una particula cualquiera tendria g; opciones
para ocupar g; estados cuanticos distintos. Una segunda particula tendria las mis-
mas ¢; opciones, y asi sucesivamente. El nimero total de modos segun los cuales
podrian distribuirse N; particulas distinguibles entre ¢; estados cuanticos seria,
por consiguiente gZNZ
La poblacion N; del nivel i de energia es:

siendo

Q=Y ge ™ (3)

La funcién de particion Q contiene lo esencial de la informacién estadistica acerca
de las particulas del sistema. Esté es la llamada funcién de particién candnica, la
suma se extiende sobre todos los posibles microestados [32].

Si el sistema puede estudiarse segin la aproximaciéon clasica, entonces su energia
E(qi,q, .-, 4qf, 01,02, ..., ps) depende de f coordenadas generalizadas determinadas
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y f momentos determinados. Si el espacio de fases se subdivide en celdas de volu-
men hg , la funcién de particion puede calcularse primero respecto al nimero de
celdas del espacio de fase:

(dQI: dc]Qa R de, dp17 dan R dpf)/hg

que pertenecen al elemento de volumen (dqi, dqs, ..., dqy, dp1, dps, ..., dpy) en el pun-
to (q1, 42, ---, 4f, P1, D2, .., pf) ¥ luego sumando sobre todos los elementos de volu-
men. Asi, se obtiene con la aproximacion clasica:

dqy...d
Q= /.../e—ﬁE(qh...?pf)% n
0

La densidad del espacio de fase dentro de un ensamble denota la densidad de
probabilidad de encontrar un sistema en un cierto microestado compatible con el
macroestado dado. Un ensamble microcanonico describe un sistema cerrado dados
E,V y N, mientras que el ensamble canénico describe sistemas en contacto con un
bano térmico dado T,V y N.

En el caso general si consideramos sistemas abiertos aqui, T,V y u son variables
independientes, el ensamble a utilizar es el ensamble macrocanénico o gran canoni-
co [30],[17].

La relacion entre la funcién de particion gran candnica y la funcion de particion
candnica es:

(ern { 1) @z V) (5)

NE

=(T,V,p) =

=
I

El factor de peso z = emp{ } es la fugacidad. La funcion de particiéon ma-

3[=

crocanonica = resulta de la suma de todas las funciones de particion candnicas
Q a la temperatura T, volumen V y ntmero de particulas N multiplicado por el
factor de peso. Sin embargo el nimero de particulas no necesariamente es fijo, se
tiene que trabajar con valores medios de N y el potencial quimico tiene un valor
fijo para un bano térmico en particular.

Para enumerar clasicamente las particulas es necesario introducir el factor de
correciéon de Gibbs 1/N!; con lo cudl el nimero de microestados es:

dSquSNp dSqu3Np
Qd - / h?’—N Qind - N'—h?’N (6)
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donde {2; es el nimero de microestados distinguibles y €2;,4 es el nimero de mi-
croestados indistinguibles.

La funcion de particion Q es:

d3N gdPN pe—BH

Donde H es el hamiltoniano, para el caso particular de un gas ideal H es:

3N

H(g.p) =Y 5 (8)

d3N

El hamiltoniano no depende de las coordenadas, asi la integral f q da el factor

VN donde V es el volumen contenedor.

VN 3N

00 _522
Q:Wg/—m%p{ Qﬂf}dpi (9)

Con la sustitucién x = 4/ 2ﬁpi todas las integrales se reducen a:
m

/ e dy = Nz

(e.¢]

y el resultado final es:

VN 2mm El VN 2rmkT el
Q= iy = 5 (10)
N'h 15 N! h

El resultado anterior se puede escribir en términos de la longitud de onda térmica:

h2 2 VN
A= (27rka) ©= Faew (11)
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4.2. Los modelos de potencial

La mecanica estadistica requiere conocer el potencial U del sistema de interés.
Para esto hay tres tres caminos a seguir:
(a) Calcular directamente las fuerzas intermoleculares a partir de la mecénica
cuantica.
(b) Estudiar interacciones de las moléculas mediante experimentos de dispersién
de haces moleculares.
(c) Medir propiedades macréscopicas, principalmente aquellas directamente re-
lacionadas con el potencial e invertir los datos experimentales para obtener el
potencial.

Si se considera la opcion de la mecanica cudntica, debemos resolver la ecuaciéon
de Schrodinger conjuntamente para los electrones y los niicleos atomicos presentes
en el sistema, cuidando que la solucién tenga las propiedades de simetria. Esto es
una tarea dificil, por lo que conviene introducir aproximaciones [28].

Las interacciones en pares, u;; dan la contribucién mas importante a la energia
total. Los potenciales en pares se pueden clasificar en dos grupos: los de ligadura
o enlace quimico y los intermoleculares. Por un lado el oxigeno molecular O, da
un ejemplo de un potencial de ligadura, tal que al aproximar dos atomos de oxi-
geno, estos quedan ligados quimicamente y forman una molecula. Los potenciales
intermoleculares tienen la caracteristica de que, por ejemplo, cuando se acerca un
par de atomos de gas noble, una distancia menor que la que presenta un diametro
atomico, el potencial binario se incrementa abruptamente y el par de atomos se
repelen fuertemente, pero cuando los a&tomos se alejan mas de un didmetro atémi-
co estos se atraen [18].

Los potenciales intermoleculares se pueden clasificar: de corto alcance y largo al-
cance . Los de corto alcance, tienen que ver con los efectos que se presentan cuando
se traslapan las nubes electronicas de un par de moleculas y su entendimiento se
logra a través de la mecanica cuantica. Mientras que los potenciales de largo al-
cance decaen como r~". En este grupo entran los electrostaticos, los de induccion
y los de dispersion [18].

Los potenciales electrostaticos se deben a la distribucién estatica de la carga
eléctrica de las moléculas. Los potenciales de induccion se deben a la distorcion
de la distribucién estatica de la carga en las moléculas debido al campo eléctrico
de las moléculas vecinas, aparecen fuerzas no aditivas por pares. Los potenciales
de dispersion se originan por las fluctuaciones cuanticas de los electrones de los
atomos, estas fluctuaciones se correlacionan al acercarse los atomos entre si dando
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origen a una atraccién tipo London , oc 779 [18].

Si no existiesen las fuerzas atractivas los gases no condensarian para formar liqui-
dos y en ausencia de fuerzas repulsivas, la materia condensada no mostraria resis-
tencia a comprimirse. Las propiedades configuracionales de la materia pueden con-
siderarse como un compromiso entre las fuerzas que tienden a acercar las moléculas
y las que tienden a apartarlas; se denominan propiedades configuracionales a las
propiedades que dependen de las interacciones entre las moléculas mas, que de las
caracteristicas de las moléculas aisladas. Por ejemplo, la energia de vaporizacion
de un liquido es una propiedad configuracional, pero el calor especifico de un gas
a baja presion no lo es. El concepto de polaridad se conoce desde hace mucho
tiempo, pero hasta 1930 no se habia encontrado una explicacion adecuada para
las fuerzas que actiian entre moléculas no polares. Resultaba desconcertante por
ejemplo, que una molécula no polar como el argén presentase grandes desviaciones
de las leyes de los gases ideales, a presiones moderadas. London demostré en 1930,
que las moléculas denominadas no polares cuando se examinaba en un cierto pe-
riodo de tiempo: si se tomase una fotografia instantanea de una de estas moléculas
se encontraria que, en un instante dado, las oscilaciones de los electrones en torno
al nicleo, habian originado una distorsién de la distribucion electrénica suficiente
para causar un momento dipolar temporal. Este momento dipolar con magnitud
y direccion muy cambiantes, tiene un valor medio nulo en un periodo de tiempo
pequeno: sin embargo, estos dipolos que varian rapidamente producen un campo
eléctrico que induce dipolos en las moléculas vecinas. El resultado de esta induc-
cion es una fuerza atractiva denominada fuerza dipolo inducido-dipolo inducido
[4].

Las fuerzas intermoleculares de moléculas no esféricas depende no solo de la dis-
tancia entre los centros de las particulas pero también de la orientacién de las
moléculas. El efecto de la forma molecular es mas significante a bajas tempera-
turas cuando la distancia intermolecular es pequena especialmente en el estado
condensado.

Por supuesto se han realizado algunos estudios sobre potenciales no aditivos en
pares, los cuales han resultado tener buenos resultados especialmente para mezclas

[34].

El potencial de dispersion siempre esta presente en las interacciones intermole-
culares. El potencial de tres cuerpos es en parte el resultado de las fuerzas de
dispersién entre tres moléculas, su contribucién a la energia potencial total, aun-
que es pequena, es importante para lograr una descripcién de las propiedades
termodinamicas de la materia.

Los detalles de las interacciones son complicadas y solo se conocen para unas
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cuantas moléculas, un camino viable en la prediccién de las propiedades termo-
dinamicas, son los modelos de potencial.

Estos potenciales, a través de formulas matematicas, reproducen de forma simpli-
ficada la interaccion molecular. En el primer orden de desviacion del gas ideal, esto
es, hasta el término con p? en la ecuacién (1), no podemos despreciar la energia
potencial total, siendo relevante el potencial binario que se presenta explicitamente
en el segundo coeficiente virial. A este orden, en el desarrollo virial de la ecuacion
de estado, los modelos de potencial esféricos, con parte atractiva y repulsiva, han
mostrado dar predicciones satisfactorias para una gran cantidad de sustancias.

Las férmulas propuestas para modelar de forma sencilla los potenciales de in-
teraccién entre atomos o moléculas es muy diversa, veamos algunos modelos de
potencial esférico.

Esfera dura: es el modelo mas simple de potencial, matematicamente (ver figura
1, grafica (a)), se expresa:

u(r) = o r<o (12)
0 r>o

Eiste modelo considera que el tamano de las moléculas no es cero, pero desprecia
las fuerzas atractivas. Considera las moléculas como bolas de billar; no existen
fuerzas para las moléculas tratadas como esferas duras, cuando sus centros estan
separados por una distancia mayor que el didmetro de la esfera o, pero las fuerzas
de repulsion se hacen infinitamente grandes, cuando se tocan, a separacion igual
ao.
El modelo de las esferas duras da una imagen excesivamente simplificada de las
moléculas reales, porque predice un segundo coeficiente virial, independiente de
la temperatura, para cualquier gas. Estos resultados estan en clara discrepancia
con los resultados experimentales, pero da una primera aproximacién del compor-
tamiento de las moléculas simples, a temperaturas muy por encima de la critica.
Por ejemplo el helio y el hidrégeno tienen fuerzas de atracciéon muy débiles a tem-
peraturas préoximas al ambiente, cuando las energias cinéticas de estas moléculas
son mucho mayores que sus energias potenciales, el tamano de las moléculas es
el factor mas importante que contribuye a las desviaciones del comportamiento
gas ideal. Por consiguiente, a temperaturas reducidas altas, el modelo de esferas
duras, proporciona una razonable aproximacion [4]. La esfera dura es la referencia
en muchas teorias de perturbaciones y las primeras simulaciones moleculares se
hicieron con este potencial.

17



Pozo cuadrado: este potencial es extension directa del potencial de esfera dura
para considerar la interaccion atractiva repulsiva entre moléculas. Tiene una region
de esfera dura, con la cual se asume que las moléculas a lo mas se pueden apro-
ximar una distancia o y una regién atractiva entre o y Ao, ver figural (b). Esto es:

o r<o
u(r)=4¢— o<r<AXo (13)
0 r> Ao

Este potencial tiene discontinuidades, pero su simplicidad matematica y su fle-
xibilidad le hacen 1til para calculos practicos. La flexibilidad se debe a los tres
parametros ajustables del potencial de pozo cuadrado: el didmetro de colision, o,
la profundidad del pozo, € (energia potencial minima), y la anchura del pozo A.
El modelo de pozo cuadrado tiene una pared repulsiva de pendiente infinita y no
predice el maximo del segundo coeficiente virial. Con sus tres parametros ajusta-
bles, se suele conseguir una buena concordancia entre los valores experimentales y
calculados del segundo coeficiente virial [4]. Este potencial explica correctamente
la separacion de fases liquido-vapor.

Pozo triangular: nuevamente la parte atractiva se encuentra entre o y Ao y tiene
una parte de esfera dura r < o.
Su parte atractiva queda descrita por la funcién lineal que pasa por los puntos
(0,—¢) y (Ao, 0) ver figura 1 (c)

00 r<o
£
u(r) = m{r—)\a} o<r<Ao (14)
0 r > Ao

El potencial de pozo triangular es un modelo de interaccién entre particulas en el
cual la energia varia linealmente en funcién de la distancia. Es un modelo adecua-
do para estudiar transiciones de fase y propiedades de fluidos reales, especialmente
algunos hidrocarburos lineales [9].

Lennard-Jones: este potencial entra dentro de la categoria de potenciales realis-
tas,ya que su potencial se expresa con una funciéon suave y su parte atractiva tiene
un exponente caracteristicos de los potenciales intermoleculares. Este potencial
supera por mucho a los potenciales anteriores, matematicamente este se expresa:

o= {0 )
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e es la altura del pozo de potencial (minimo de energia) y o es el didmetro de
colisién es decir, la distancia cuando u = 0. La ecuacién (15) nos da el poten-
cial, probablemente mas conocido para moléculas pequenas y no polares, con solo
dos parametros. En la férmula de Lennard-Jones, la pared repulsiva no es verti-
cal sino que tiene una pendiente finita; esto implica que si dos moléculas tienen
energias cinéticas muy altas, pueden interpenetrarse hasta distancias menores que
el didmetro de colision, o. Las funciones potenciales con esta propiedad se deno-
minan potenciales de esferas blandas.

Los segundos coeficientes del virial, asi como otras propiedades termodinamicas
y de transporte de muchos gases, se han podido interpretar y correlacionar con
éxito, el potencial de Lennard-Jones. Desafortunadamente, se ha observado fre-
cuentemente que, para un gas determinado, puede obtenerse un juego de parame-
tros (e,0) a partir de datos de una propiedad (por ejemplo el segundo coeficiente
del virial), mientras que si se usa otra propiedad (por ejemplo, la viscosidad), se
obtiene un juego de parametros diferentes. Si el potencial de Lennard-Jones fuese
el potencial verdadero, los parametros € y ¢ deberian ser los mismos para todas
las propiedades de una misma sustancia. Pero, incluso limitando nuestra atencién
al segundo coeficiente virial, hay buenas razones para pensar que el potencial de
Lennard-Jones es solamente una aproximacion, aunque muy buena en algunos ca-
SOS.

Michels et al.(1958) demostraréon que sus datos del segundo coeficiente virial pa-
ra el argén, datos extremadamente precisos en el intervalo de -140 y 150°C, no
podian ser correlacionados con el potencial de Lennard-Jones dentro del margen
de error experimental, usando un solo juego de parametros.

u (a) u (b)

Figura 1: (a) Potencial de esfera dura, (b) Potencial de pozo cuadrado, (c) potencial triangular y
(d) potencial de Lennard-Jones [§]
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El Potencial de Kihara

Segun el modelo de Kihara, las moléculas estan formadas por centros puntuales
rodeados de una nube electrénica blanda(es decir penetrable). Una imagen al-
ternativa seria pensar que las moléculas poseen un ntcleo impenetrable rodeado
de una nube electréonica penetrable. En términos mecéanicos, el modelo de Kihara
(para moléculas con simetria esférica) considera una molécula como una bola de
billar con un recubrimiento de goma elastica; una molécula de Lennard-Jones, por
el contrario seria una bola blanda hecha exclusivamente de goma elastica.
Kihara propuso una funcion potencial idéntica a la de Lennard-Jones, salvo que
la distancia intermolecular no se considera como la distancia entre centros mole-
culares, sino como la distancia entre las superficies de los nticleos moleculares. El
potencial de Kihara, para moléculas con nicleos esféricos, es

o'¢) r < 2a
u(r) = (0—2@)12 (a—2a)6
e || —— — | — r > 2a
r—2a r—2a

donde a es el radio del nicleo molecular esférico, € es la altura del pozo de energia
y o es el diametro de colision, es decir, la distancia r entre los centros moleculares
cuando u=0.
La ecuacion anterior es para el caso especial de una molécula con ntcleo esféri-
co, pero Kihara desarrollo una expresion mas general, valida para todo tipo de
nucleos con formas convexas, tales como cilindros, tetraedros, prismas. Hay resul-

tados numéricos basados en el potencial de Kihara para el segundo coeficiente del

virial para distintas geometrias del nticleo y, en particular, para tamanos de nicleo
2a

reducido esférico, a*, definido como a* = p—
o—2a

Cuando a* = 0, los resultados son idénticos a los obtenidos con el potencial de
Lennard-Jones. Como el potencial de Kihara es una funcién de tres parametros,
es capaz de ajustar los datos termodinamicos de un gran ntimero de fluidos no po-
lares, incluyendo algunas sustancias complejas cuyas propiedades se representan

mal con el potencial de Lennard-Jones [21],[4].
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Gas | a* |o(A)| ¢/k
Ar | 0.121 | 3.317 | 146.52
Kr |0.144 | 3.533 | 213.73
Xe | 0.173 | 3.880 | 298.15
CHy,y | 0.283 | 3.565 | 227.13
Ny 1 0.250 | 3.526 | 139.2
Oy | 0.308 | 3.109 | 194.3
COy | 0.615 | 3.760 | 424.16

Cuadro 1: Pardmetros del potencial de Kihara con ntcleo esférico[21]

El Potencial de Sutherland
Este potencial tiene una pared infinita al igual que el potencial de esferas duras,
las fuerzas de repulsion se hacen infinitamente grandes, cuando las moléculas se
tocan, tiene un término proporcional a r~® que decae con la distancia, de tal mane-
ra que tiene el componente de atraccién a diferencia del potencial de esfera dura,
la siguiente gréfica punteada muestra el potencial de Sutherland [19].

00 r<ry

I w () e

Utilizando este potencial se pueden predecir transiciones de fase liquido vapor
y calcular algunas propiedades de algunos fluidos reales [43].
4.3. Gases reales

En estd seccién vamos a estudiar los gases reales considerando como interactian
sus componentes en virtud de un potencial u;, de dos particulas. El Hamiltoniano
es:
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N
H:22;+Zuik(m—m) (16)

a condicién que u;; depende sélo de la distancia | 7; — 7% | entre las particulas.
Ahora la funcion de particion es:

N
1 -
QW/exp{%pr}d?’Np/exp -0 Z wi p d*Nr (17)
i=1

iki<k

Las integrales sobre momentos no causan dificultades y su valor es
(27rm) 3N/2
B

1 (2rm)\®
Q = N!h3N< 5m> /exp —p Z wip p d*Nr (18)

i,k,i<k

por lo que:

mmk E
Q = % (2 7:2 T) / H exp {—pPu} 3Ny (19)

1,ka<k

Falta evaluar:

Iy = / H exp {—Puip} d*Nr (20)
1,ka<k

La ecuacién (18) es la funcién de particién configuracional y (20) es la integral
configuracional. S{ u;; = 0, entonces Zy = V¥ y obtenemos el resultado para un
gas ideal. Con el fin de dar una aproximacién para Q en el caso u;; # 0, se debe
cumplir que para distancias pequenas las fuerzas deben ser repulsivas y atractivas
para distancias grandes entre particulas, la grafica muestra como deberia compor-
tarse el potencial [43]:
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t
a 1 Tix
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1
i

Es razonable expandir QQ alrededor del caso limite del gas ideal, si fu;; < 1,
entonces e 7%+ ~ 1 y de aqui definimos:

fir = (e 7"+ —1) ; Jie < 1 (21)
Esto es apropiado para esta expansion ya que f;; — 0 para < r;;, >— 00 o cuando

la temperatura tiende a valores grandes T' — oo. Ahora los siguientes productos
tienen que ser calculados:

IT G+ s =1+ > fu+ D fifm+ - (22)
i Ji<k ihi<h iokodm

En la siguiente secciéon vamos a retomar estd serie, por ahora consideremos los
primeros dos términos,insertando (22) en la ecuacién (20) se obtiene:

ZN(V,T):/ L+ Y fiart o | d®r

1,ki<k

Iy =VN pyh-2 Z /dsri /(exp{—ﬂuik} — ) drp + ... (23)
i,k,i<k
El primer término V¥ es idéntico con el resultado de Zy en el caso del gas ideal.
El siguiente término representa la correccion debido a la interaccion w;,. Susti-
tuyendo coordenadas de centro de masa R = %(ﬁ + r;) v coordenadas relativas
7= 71; — 1} en la ecuacién (23).

N(N —1
Iy =VN 4+ VN—l% / (exp{—pu(r)} —1)d®r + ... (24)
N(N -1
porque hay % parejas con ¢ < k y todas dan la misma contribucion a Z.
Definamos:
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a(T) = /(ea:p{—ﬁu(r)} — 1) d’r = 4n /OOO (exp {—pu(r)} — 1) r’dr (25)

N(N -1 N?
SIN > 1, ( 5 ) N la ecuacion (19) queda:

1 [ 2rmkt > N?
Q(T,V,N)——( o ) [VN+VN_17a(T)+...]

N\ A2
1 vy N2a(T)
T,V,N)= ——= |1 2
QT.V.N) = g |14 2 4] (20
La ecuacion de estado del gas la podemos obtener a partir de la energia libre F:
a N>
OF 0 NET 272
P(T,V,N)=—— =— (kTlnz) = — — kT—=——
’ 2V
NET alN
~N——>|1—-— 27
P="y ( 2v> (27)

En el analisis anterior solo se consideraron los primeros dos términos de la ecua-
cion (26) y a(7T) es una pequena correccion, con la cual podemos llegar al conocido
resultado de la ecuacion de estado de Van der Waals.

La ecuacion de estado (27) depende de a(T), y estd a la vez depende del potencial
que escojamos, consideremos el potencial de Sutherland para evaluar a(7T).

o0 r<Trg

u(r) = 6
(r) —uo(@> >
r

Aqui los dtomos son considerados como esferas sélidas con radios ry/2, r denota
la distancia relativa |r; — 7%|. La distancia minima ry entre las esferas sélidas es
justo dos veces el radio de una esfera. Para r > ry, el potencial es atractivo y
proporcional a r~°, de aqui que la ecuacién (25) quede:

a(T) = 47 /OTO(—l)Ter 4 dx /: (exp {Buo (%)6} - 1)

En el limite de altas temperaturas podemos suponer que, Sug < 1 asi podemos
desarrollar en una serie de Taylor el término exponencial y tomar los términos que
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consideremos relevantes y evaluar facilmente la integral:

exp {Buo (%)6} ~ 1+ Pug (%)6 +...

4 o 6
a(T) ~ ——WTS + 47rﬁu0/ (@> ridr

3 v \T

)~ S (1 = Buo)

Usando esta expresion se obtiene:

NET 2 U
)
="y { T3 KT }

2] <

con v —

2mriug kT 277y kT 211y -
=— |1 ~—|1-— 28
(p T3 ) v < T3 v 3v (28)

En esta ultima aproximacion se ha utilizado el hecho que el volumen propio de un
dtomo 47rg /3 es pequeiio comparado con el volumen por particula v, siempre que
la densidad no sea muy alta. La ecuacién (28) corresponde a la ecuacién de estado
de van der Waals.

(p + %) (v—">b) = kT Asi hemos calculado los paramétros a y b(no confundir
v

estd a con a(T) de la ecuacién (20) son diferentes) de van der Waals:

2T 3
a = —3 ToUo
2
b _— —37T7“8

El parametro a depende de la profundidad del potencial uy, y mide la fuerza
de atraccién entre particulas, mientras que b es llamado covolumen. Esta ltima
constante no es exactamente idéntica con el volumen de las particulas, debido a
su distancia minima 7 y no ry/2, el cual es el radio [43].

25



4.4. Desarrollo clasico en cumulos

La integral configuracional en términos de f;; es:

N N
ZN:/ H ea:p{—ﬁuik}d?’Nr:/ H (1+ fir) 3Ny (29)

1,ki<k i,ki<k

Esto lleva al desarrollo en camulos de Ursell y Mayer, donde el integrando es el
producto de $N(N — 1) términos, uno para cada par de particulas distinto. Para
un gas diluido, este desarrollo es muy practico ya que la serie converge. Poco tiem-
po tiempo después que Mayer desarrollara la teéria matematica de los cimulos,
Frenkel y Band [46] independientemente formularon expresiones para las distribu-
ciones de cumulos en vapor.

Una manera conveniente de enumerar todos los términos en el desarrollo de la
integral (29) es asociar cada término con un grafico, definido como sigue:

Un grafico de N particulas es una coleccion de N distintos circulos numerados
1,2,..., N, con cualquier nimero de lineas uniendo los distintos pares de circulos.
Si los distintos pares unidos por las lineas son los pares «, 3, ...,7, entonces el
grafico representa el término

/fafg...f7d3r1...d3rN

Si el conjunto de distintos pares {«, 3, ...,7} estd unido por lineas en un grafico
dado, al reemplazar este conjunto por {o/, 3, ....,~'}, distinto a {a, 5, ..., 7}, re-
sulta en un grafico que es considerado distinto del original, aunque las integrales
representadas por los respectivos graficos tienen el mismo valor numérico [27].

Se puede considerar un grafico como una forma esquematica de escribir la in-
tegral configuracional (29). La manera en la que los circulos y las lineas estan
dispuestos no es de importancia, ademas las lineas se pueden cruzar. El tamano
del cimulo esta definido por el nimero de moléculas que tiene.

La integral (29) puede ser interpretada de la siguiente manera:

Zn = es la suma de todos los graficos de N particulas

Por ejemplo, para N = 10:
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/ dgrl o 'dgrlﬂlef239f6‘7f68f6,10f78f8,10

Figura 2: Gréfico de cimulos con diez particulas [25]

Pero iniciemos con el primer término, sin ninguna linea de conexion:

(®© @ & - ®):fd3Nr1:VN

Figura 3: Ctimulos sin particulas conectadas [25]

Ahora el segundo término, con una particula conectada a otra:

(0—® @  ®)= fd3Nrf12

(@ T OO ©)= [

Figura 4: Ctmulos con una linea de conexién [25]

Como ya se menciono anteriormente estas dos integrales son iguales.
Consideremos una representacién para N = 14:

1—? ® 06 '? ®
_ [} [} 6-0) @0 ©)©)®)E)

Figura 5: Gréfico de cimulos con N=14, [43]

Se ordeno, poniendo las partes conectadas en corchetes, cada término f;; co-
rresponde a un corchete.

En general un diagrama de N particulas consiste en m; cimulos de 1 particula,
ms cumulos de 2 particulas,..., my cimulos de N particulas. Estos nimeros my
tienen que cumplir con la condicién
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> ml=N (30)

Cada gréfico de N particulas se puede clasificar por un conjunto fijo {mys, ..., my}.
La suma sobre todos los graficos de N particulas que pertenecen al conjunto fijo
{my,...,my} se denota como S {my, ..., my }.Si se realizan todas las S {my, ..., my}
sobre cada posible conjunto {my, ..., my}, que cumplen con la condicién de la ecua-
cién (30), se registraran todos los posibles gréficos de N particulas, considerando
lo anterior (20) se puede escribir:

Zy(V,T)= Y S{my,...my} (31)

{ml,...,mN}

El enfoque mas simple para deducir los coeficientes del virial es aplicando la fun-
cién de particién gran candnica (5) a los cimulos

E(T,V,u) =) 2NQ(N,V,T) (32)
N=0
Z(T,V,u) =1+ >_ 2NQ(N,V,T) (33)
N=1

De la mecéanica estadistica sabemos que la ecuacién de estado se puede escribir en
términos de = [28], [33].
pV = kTIn= (34)

y el numero promedio de moléculas en el sistema es

N — kT (8ln:) . (8ln:) (35)
o VT 0z VT

El procedimiento estandar para eliminar [n= es obtener series de potencias de In=
en algin pardmetro conveniente y entonces eliminar este parametro entre (34) y

(35), la seleccién méas evidente es eliminar z. Pero es mas conveniente definir z)
proporcional a z tal que 2y — py p — 0, donde p es la densidad numérica. To-
mando el limite z — 0 en la ecuacion (35) encontramos que

oln=
N:z<82>=ZQ1 (36)
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Entonces si z — 0, la densidad p — 2Q1/V y asi definimos 2z, = zQ;/V. En
términos de este nuevo coeficiente de actividad, tenemos

—_ = QNVN N
E(T,V, p) :1+Z N Z) (37)
N=1 1
Es conveniente definir la cantidad Zy como
AN
Zy = N! <@) QN (38)
Con estas definiciones la ecuacién (33) se convierte en
- — Zy (T,V)
E=1+) T (39)
N=1 '

Esto nos da = como series de potencias de z,. Ahora asumamos que la presién
puede ser desarrollado en series de potencias de z), de acuerdo a

p=FkTY bz (40)
j=1

ahora necesitamos determinar los coeficientes desconocidos b; en términos de los
Zn de la ecuacién (38), esto se puede hacer directamente por sustitucién de la
ecuacion (40) en = = exp(pV/kT), expandiendo el término exponencial, agrupan-
do los términos de z, e igualando los coeficientes con ecuacién (39) y resolviendo
para los b;, el resultado de esta dlgebra es

b= (1V)"'Z =1
b= (2V) (Zo = Z})
bi = (3IV) ' (Z5 — 3252, + 273)

by = (AV) (24 — 4232, — 373 + 122, 7} — 6271) (41)

Es importante notar que el calculo de by involucra el calculo de Zy y Z, esto
es esencialmente la funcion de particion de dos y una particula, respectivamen-
te. Similarmente b3 envuelve determinar la funciéon de particién de maximo tres
particulas. Entonces hemos reducido el problema original de N cuerpos a una serie
de problemas de pocos cuerpos.
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Todavia no hemos terminado el analisis pues realmente queremos expandir la pre-
sién en términos de la densidad numérica p y no en términos del coeficiente de
actividad z), pero no solo tenemos la presién en términos de z), también tenemos
la densidad ya que la presion y la densidad estan conectadas por [n= a través de
las ecuaciones (34) y (35), entonces podemos escribir

N  z [0ln= zy [ 0ln= zx [ Op
p==Z _ A = 2 (== (42)

de la cual tenemos

p=>Y_jbz (43)
j=1

Ahora tenemos la presiéon y la densidad numérica como series de potencias del
coeficiente de actividad z), ahora vamos a eliminar z)

2\ = a1p + asp® + asp® + ... (44)
Sustituyendo la ecuacion (45) en la (44) e igualando como potencias de p en ambos
lados de la ecuacion obtenemos

ap = 1
a9 — —2[)2

a3 = —3bs + 8b3 (45)

a que tenemos z), como series de potencias de p, sustituimos en la ecuacién de la
Y. t d t de p, tit | de |
presion (40) y asi obtenemos p como serie de potencias de p:

%:p+B2 (T) p* + Bs (T) p°* + ... (46)
donde
By(T) = —by=— (2IV) (2o — Z}) (47)
B; (T) = 4bj — 2bs
By (T) =~ [v (Zs — 32221 +227) — 3 (2, — Zf)z} (48)

En resumen, tenemos un método para calcular los coeficientes del virial que surgen
de la serie de potencias de p en funcion de p en términos de la funciéon de particiéon.
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4.5. Coeficientes del virial en el limite clasico.

Consideremos el caso N = 1, en ausencia de fuerzas externas U = 0, la funcién
de particion es:

2rmkT\ %/ V
T = = — 4
donde
9 1/2
A= h
2mmkT
Para N > 1 todavia podemos integrar sobre los momentos, dando
Q1
av = (%) 2 (50

donde Zy es la integral configuracional, pero de acuerdo a la ecuacién (49), pode-
mos escribir esto como

Qv = (%) Zy (51)

Comparando la ecuacién (50) con la (38), vemos que Zy es en ambas, la integral
configuracional, por eso se utilizo esa notacién para ambas cantidades.
Para calcular el segundo coeficiente del virial necesitamos

/ i =V (52)

ZQ // U2/de7“1dT’2 (53)
Z3:///6_U3/deﬁdr_§dr§ (54)

Podemos derivar la ecuacién para By en términos de u(rys), sustituyendo Zy y 74
en la ecuacion (47) para obtener

Bs (T)—W(Zg = / / —Hulrz) _ drldrg (55)

Termodinamicamente estamos mteresados solo en el caso donde V' — oo, la in-
tegracion sobre dri nos da el volumen y para driy podemos escribir 47r2dr para
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obtener el resultado final

By (T) = —2r / N [6—5“0") - 1} r2dr (56)

Para obtener el tercer coeficiente del virial necesitamos el potencial Us (71, 73, 73),
vamos asumir aditividad por pares

U3 (T_i,”r’_ﬁ,?“_é) ~ u(fr’lg) +u(7’13) +u(7“23) (57)

Necesitamos calcular b3, el cudl esta dado por

6Vbs = Z3 — 32,71 + 277

De la ecuacion (41), tenemos para Z3
Zg = /// (1 + f12) (1 + f13) (1 + f23) dﬁdr‘édrﬁ
Z3 = /// fi2fi3fos + fiafiz + fiafos + fizfos + fio + fiz + fos + 1])dridradrs

(58)
El siguiente paso es restar 3757 de la ecuacion (51), donde Z; =V

AV // fi2 + 1) dridrs = /// fi2 + 1) dridridrs (59)

En la ecuacién anterior el volumen se escribié como una integral, Z; 7, pueden
escribirse también como

AV // fs1+ 1) drir; = ///(flg—l—l)dﬁdfgdr?,

o de forma equivalente

717 = V//(f23+1)dr§r§ :///(f23+1)dﬁdr3dr§

s — 3212y = /// |fiafos fis + fiafiz + fiafos + fisfos — 2] dridradrs

el término 273 lo agregamos a la ecuacién anterior para obtener 6V b3, agreguemos

2///dr}dr§dr_§



para obtener

6V b3 = /// [fi2f13fos + frofiz + fiafos + fisfos] dridradrs (60)

Ahora Bs (T) = 4b3 — 2b3 va ser escrita de tal manera de mantener el factor 6V
con bs

1
By(T) = -5 (6Vbs — 12Vb3)

El término 6V b3 esta dado por la ecuacion (60) y ahora escribimos en forma con-
veniente 12Vb3 para restarlo de 6Vb3. Sabemos que

1 .
by = §/f12d7“12

podemos escribir

4by = [/ f12d7“f2r = [/ flsdrfg} [/ flzd?”ﬁ]

4Vb5 = /dﬁ/flzd”f’ﬁ/flsd?f?)
4Vb2 = / / / fro frsdridrsdrs

Claramente los subindices de las funciones f son arbitrarias y podemos derivar
otras dos expresiones alternativas para 4Vb3 una con fi3fs3 v otra con fiofos3. Es-
tos tres términos hacen 12Vb3, la cantidad a substraer de 6V bs para obtener Bj,
finalmente tenemos

B3 (T) = —%///flszf%dﬁd@dfé (61)

El coeficiente virial Bz involucra tres particulas y f;; — 0 cuando las particulas ¢ y
j estan separadas, el producto fiof13f23 desaparece a menos que las tres particulas
estén simultaneamente cerca una de la otra.
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Los coeficientes viriales de orden superior se pueden escribir en términos de las
integrales de cumulos y la complejidad de las integrales aumenta considerablemen-
te [15]. Los coeficientes viriales B,, en funcién de b; de acuerdo a Hellman y Bich,
estan dados por:

n—1
B = n! Z

Y (G-mj=n—1 (63)

Desarrollemos expresiones para algunos coeficientes viriales utilizando (62) y (63).

Para Bj:
1 2
Bs = -3 b3 — 3b3]
Para By:
1
By = -3 (b4 — 12b3by + 2003
Para B5 y Bg:
1
Bs = ~5 [b5 — 20b4by — 1563 + 180b3b3 — 210b3]
1
Bg = ——— |bg — 30bsby — 60bsb3 + 420b4b3 + 630b3b, — 3360b3b3 + 3024b3]

144

4.6. Calculo analitico de algunos coeficientes viriales utilizando poten-
ciales clasicos

Es muy usual célcular By (T') = —by (T') A3 /g que es un niimero sin dimensiones
que depende de los pardmetros k7T /ug.En estd seccién vamos a utilizar algunos
potenciales clasicos para encontrar en forma exacta los respectivos By
A. Potencial de esferas duras

El potencial de esferas duras tiene la forma

w(r) = {oo r<rp (64)

0 r>mnrg

Este potencial no tiene parte atractiva, pero simula la parte repulsiva de los po-
tenciales realistas. Este es el potencial mas simple y se ha logrado calcular hasta
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el séptimo coeficiente virial, se suele utilizar por los fisicos tedricos. Consideremos
el calculo de By para este potencial.

1 7o 23
BQGU::—EZ:(—)yw%h::Jgﬁ (65)

Es cuatro veces el volumen de una esfera y es independiente de la temperatura.
B. Potencial de pozo cuadrado

Este potencial es una extension del potencial de esferas duras ya que incluye un
término de atraccién, su forma es:

oo r<n
u(r)y=q¢— ro<r<rnr (66)
0 r>nr

2 To 1
By = ?ﬂ [—/ r2dr +/ r? (656 — 1) dr]
0 To

2
By = ?ﬂ [r:{’ — e (r:f — 7“8)}

Una temperatura que resulta de interés es la temperatura de Boyle, esta ocurre
cuando By = 0,ahora vamos a encontrar una expresion para la temperatura de
Boyle para este potencial, sabiendo que 5 = 1/kT.

2
?ﬂ [7’51)’ — e (r‘;’ — 7“8)} =0

Despejando para T se tiene:

(67)

3
khz[3r13]
ri—Ty

C. Potencial inverso de r con potencia n

Este potencial es muy importante para modelar la parte repulsiva entre moléculas,
el potencial tiene la forma:
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u(r) == (68)

T»n
Donde a y n son positivos.Primero B; es igual a:

B, (T) = % /0 N {1 — exp [_Z;T)] } dmr2dr (69)

Integrando por partes (69):

7 du
B (T) = —— —u(r)/kT =™ 3d 70
=57 ), ar Y (70)
Sustituyendo (68) en (70) se tiene:
2mna [ —a '\ dr
By (T) = 71
2(T) SkT/O “rp (T"kT) rn—2 (71)
haciendo = = r”ol;T la integral (71) queda:
2mna f a \n [
By (T) = (+) / —rgding 72
=gz Gr) J, o (72)
La integral (72) se puede expresar en términos de la funcién I'; finalmente Bs es
igual a:
2r _(n—3 a \3/n
By (T) = =T (+)
=5 (") (5 (73)

La ecuacién (73) nos da una forma de calcular de forma exacta el segundo coefi-
ciente del virial, para el potencial inverso con potencia n.

Por lo visto anteriormente sabemos que tres particulas interactuantes bajo la hi-
potésis de fuerzas intermoleculares aditivas por pares, la energia potencial se puede
escribir

U (r1,7r9,73) = u (r12) + u (r13) + w (re3) + u (r12, 713, 723)

Los primeros tres términos del lado derecho dan la energia potencial como la
suma de tres pares de particulas interactuantes, el ultimo término representa la
correccion a la hipétesis de aditividad por pares, este término toma en cuenta la
distorsién de la nube de electrones de los &tomos debido a la proximidad de otros
atomos. En esta tesis se desprecia este término ya que su contribucion es pequena
a excepcion de fluidos muy densos [33].
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Con la ecuacién (61), vamos a calcular Bs, la cudl podemos escribir como:

Bs (T) = —%//f12f13f23d7f2d?“f3 (74)

Bs lo vamos a calcular usando la transformada de Fourier [25],[28],[13],[20], defi-
niendo la convolucién v (ry9) de foz y f31 como:

Y12 = /f13f(| iy — 13 |) dorls

1

Bg = —§/f12712d37“f2

El teorema de Parseval afirma que si p (7) y ¢ (7) son funciones complejas y p* (7)
es el complejo conjugado de p (7) entonces la integral del producto (p*q) da el mis-
mo resultado si se evalia en el espacio de Fourier o en el espacio de las posiciones,

es decir
/ P (7) q (7) d37 = / P (E) g (E) &K (75)

donde p (E) es la transformada de Fourier de p (7)

=t [1(3)3 (5) o

Aplicando el teorema de la convolucién

By = —%/ f(l%)rd?’l? (76)
donde
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es la transformada de Fourier de la funcién de Mayer f (r) en coordenadas esféri-
cas. La ecuacién anterior se puede escribir [2] como

F (k) = (%)1/2 /0 T F ) Se“ék”dr (77)

Finalmente el tercer coeficiente virial queda:

Bgzwfowﬁ [f(k)rdk: (78)

La funciéon de Mayer para el potencial de pozo cuadrado (66) se puede escribir:

1 r<o
fir)y=<h o<r<io (79)
0 r>A\o
Sustituyendo (79) en (77) se tiene:
e U Awh [
v (k) = =+ /. rsen (kr)dr + T/g rsen (kr) dr (80)

Reemplazando (80) en (78) y utilizando Mathematica o Maxima, el tercer coefi-
ciente virial queda:

Bg 1 1 6 1 . 6 4
b_% = —g{—5+h[§/\ ~3 sign (Ao — 20) A" — 9\

+ 9 sign (Ao —20) A +16)0° — 16 sign (Ao — 20) \*

+ 16 sign(Ao —20)] + % [A° =  sign(Ao —20) A% — 18X

+ 18 sign (Ao —20) At =32 sign (Ao —20) A* + 18)\% + 16
11 1

+ 32 sign(\o —20)]+Ah° [?A6 b sign (Ao — 20) A\b — 9\*

_|_

9 sign (Ao — 20) M —16A% — 16 sign (Ao — 20) A* 4 182 + 10

+ 16 sign (Ao — 20)]}
En el resultado anterior la funcién sign(x) devuelve la unidad con el mismo signo
de x. El operando (Ao — 20) serd positivo para un ancho mayor que el didmetro

de la esfera dura (A > 2) y negativo para una anchura inferior (A < 2). Evaluando
se obtiene:
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Para \ < 2

B 1
b_g = —g{-5+h [AS — 18M" 4 32A% — 15]
h? [2X% — 36A" 4 320% + 18)\% — 16]
R [6A% — 18" + 18X — 6] }

Para A\ > 2:

% = —% {=5+17h + h* [=32\ 4+ 18)% + 48]
0
+ B [5A% —32X% +18\* 4 26] }

Calculemos ahora Bjs para el potencial de esferas duras, otra vez utilizando la
transformada de Fourier. El potencial en términos de la funcién de Mayer es:

)1 O0<p<ld
f(p){o b <1 (81)

Recordemos que Bjs se puede escribir como:

Ba=— [ [ 106D 106 115~ ) dsdgs (52)
Tomemos la transformada de Fourier de f (|p]):
= (1) = a2 [ 7 at) e g (83)
1/2
0= (2) [T or 5 (54
T 0

Flo) = Cny ™2 [ o () erar (85)
(2 12 o senpt
ro=(2) [ oo™ (86)

De acuerdo a (84):
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v (t) = o3 (3)1/2 {COS (o)  sen (at)}

i (at)° (at)’
— 3 J3/2 (ot)
7 (t) T (O't)3/2

Donde J3/5 es una funcién de Bessel. De la ecuacién (85) se tiene:

. — . — —

f (|ﬁ3 - P_§|) = (27T)3/2/fy (t) elt_tps—zt_tpgdt

y sustituyendo en (82):

9\ ~3/2 N B
5, = -2 [ ][ @1 s agaga

(27‘[‘)_3/2

By =2 /y(ﬂgdf

om) 32 e Jus (ot)]*?
B3 = —< ) 03/ 47rt2[ 3/2 (09)2] dt
3 0 (ot)”

4 2 -3/2 6 )
Bg = — T ( 7T) ? / [J3/Q (l’)} ’ $_5/2dl’
0

3

(87)

(88)

(91)

(92)

(93)

En la integral (92) se hizo un cambio de variable de t pasamos a = ot, con lo
cual se llega a la ecuacién (93). La integral (93) no es facil de evaluar, Katsura
evalué este tipo de integrales en su paper [20],[28] llegando al siguiente resultado:

B. — a7 (27)%2 o 5 _ bmfo b
T 3 48 (2m)t? 18 8

g
donde by es el segundo coeficiente del virial de esferas duras.

4.7. Potencial de Lennard-Jones

El potencial de Lennard-Jones es muy utilizado para estudiar las interacciones

moleculares. El segundo coeficiente virial para este potencial es:
1 [ —4e | fo\ 12 A
e 3 [ [ [ @) )]} ] o
2 2/0 [exp{kT [ r r e
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Para evaluar (94) hay que utilizar métodos numéricos, pero antes conviene escri-
birla en forma reducida, definamos x = r/o y T* = kT /e. El segundo coeficiente
virial en forma reducida, Bj /by queda:

B; = -3 /OOO [exp {—% (27— x6)} - 1] z*dx (95)

Una forma de calcular o y € es mediante datos experimentales de By, se seleccio-
nan dos temperaturas T y 15 y se calcula la razén:

By (Th)

b = B (Th)
o B3 (FDh/e)
57 B; (kTh/e)

Por ensayo y error con los valores de tablas de B3 se calcula €; en cuanto a o se
calcula de:

B; (kT /¢) o 2ma®
B; (kTy/e) 3

Suponiendo que ¢ y € son independiente de las temperaturas seleccionadas 77 Y
1.

Para los calculos voy a utilizar los datos de o y ¢ calculados por Prausnitz [37], la
tabla 1 muestra las constantes de interés para diferentes sustancias.

Sustancia o (AY) | e/k (K)
Argén 3.504 117.7
Kriptén 3.827 164
Metano 3.783 148.9
Xenon 4.099 222.3
Tetrafloruro de metano | 4.744 151.5
Nitrogeno 3.745 95.2
Dioxido de carbono 4.328 198.2
Benzeno 8.569 242.7

Cuadro 2: Paramétros del potencial LJ calculados a partir de datos experimentales de Bs

La integral (95) se puede evaluar usando diferentes métodos numéricos, pero
en principio se puede encontrar una expresion analitica para By . Tomemos la
ecuacion (70) y sustituyamos en ella el potencial de Lennard-Jones con lo cual By
queda:
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-2 (8) (3 R)enl [ 2 on

4 4
Expandiendo el término exp < T 6> en términos de ——— en la ecuacién (96) nos
x x
lleva a:
o o (25 +1)
2mo? o= 2073/2 (95— 1 —
By (T) = — r T* 4
=TS ()@ (97)

Evaluando (97) para encontrar los primeros términos se tiene:

By (T7) =

onc® 1,73 256 087
3 T* (T*)3/4 (T*)5/4

Con la ecuaciéon anterior podemos calcular By reducido en términos de la tempera-
tura reducida T™ y el parametro o caracteristicos del potencial de Lennard-Jones.

4.8. Propiedades de los gases en términos de los coeficientes viriales

La propiedades termodinamicas de los gases pueden ser facilmente calculadas
a partir del conocimiento de los coeficientes viriales y su dependencia con la tem-
peratura. Para los calculos a presiones no mucho mayor que 1bar, el conocimiento
del segundo coeficiente virial es suficiente, a presiones mas altas la contribucion
del tercer coeficiente virial se hace mas significativa [26]. A continuacién presento
ecuaciones de la funciones termodinamicas en forma general para su uso con los
datos reales de PVT o cualquier ecuacién de estado, posteriormente en términos
de los coeficientes viriales.

Energia Interna: U,
La energia interna molar de los gases ideales se puede escribir:

(9P
Uy, —U° = /V {Ta_Tv + P} dVi, (98)

En términos de los coeficientes viriales:

G G ) (99)

U,—U’ = _RT =+ — + ..
m <vm+2vm+
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donde

By

dBs

— 7=
Cs dT

Entalpia: H,,

La diferencia entre la entalpia de un gas real y el correspondiente gas ideal bajo

las mismas condiciones es la diferencia en la energia interna:

H,—H’ =U, —Uy= PV — RT

En términos de los coeficientes viriales:

B2_02+233_C3

H, — H® = RT
m |: Vm

Calor especifico a volumen constante: C,, ,

Esta propiedad para un gas real esta dada por:

Cyn — CV = —T/
’ Vin

En términos de los coeficientes viriales:

2C5 + Dy

< (o
072

2V2

) AV,
‘/HL

2C3 + D3

Com—C° =_R
) v,m [ Vm

donde:

d%B;
D, =T% [ —=2

Calor especifico a presién constante: C,,
Esta propiedad para gases reales esta dada por:
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(%),

or ),  /92P

oP _T/‘(aw>mm%
WV ) 1

En términos de los coeficientes viriales:

Com—Cppy=—R—T
Vm

Dy (By — Ch) — (D3/2)
@m—ﬂ’:—R%Z— o 4.

Entropia: S,,

Partiendo de un gas ideal, la entropia se puede escribir:

PV, o oP R
_q0 _ - my Z )
Sm — Sy, Rin(p) + Rin ( BT ) /Vm { <8T) Vm} dv,,

En términos de los coeficientes viriales:

Cy (B2 — B3+ Cs) N
V. 212

Sy — SY = —R{ln(p) + =+

Energia de Helmholtz: A,,

> T PV,
Am—A%:/‘(P—€7>ﬂ%—Rﬂn<£%>+RWMP)
Vin m

En términos de los coeficientes viriales:

B
40— 2 D3
Ay — A RT&MH+<@ 2%>+m}

Energia De Gibbs: G,

G —GY =A, — A + PV,, — RT
En términos de los coeficientes viriales:
B, (Bj+ Bs) n }

—GY = RT P+ ==
Gn—G, =R {ln( )+Vm+ o2

Fugacidad
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El potencial quimico se define como la cantidad de trabajo necesario para agregar
1 mol de una substancia al sistema que contiene esa misma substancia [45].

AW er = —pdV + pdn

Donde p es el potencial quimico, es deseable expresar el potencial quimico en
términos de una funcién auxiliar que pueda ser identificada mas facilmente. Esta
funcion auxiliar es la fugacidad. Para un gas ideal se tiene

),
op)r "

sustituyendo la ecuacion del gas ideal

RT
Vin = —
D
e integrando a temperatura constante
0_ p
p—p = RTIn (—0) (112)
D

El verdadero mérito de la ecuacion (112) es que relaciona de modo simple una
abstracciéon matematica con una magnitud intensiva comun del mundo real, G. N.
Lewis defini6 la funcién f, llamandole fugacidad, escribiendo el cambio isotérmico
de cualquier componente de cualquier sistema, sélido o gas, puro o mezclado, ideal
0 no.

pw—pu’ =RTIn (%) (113)

Para un gas ideal puro, la fugacidad es igual a la presion, y para el componente i
de una mezcla de gases ideales es igual a su presion parcial. El concepto de la fuga-
cidad por consiguiente ayuda a llevar a cabo la transicién desde la termodindmica
pura a la teoria de las fuerzas intermoleculares.

La fugacidad se puede escribir como f = ~vp

p
p=pu’+ RTIn (E) + RT In ()

Para todos los gases el comportamiento se vuelve ideal cuando la presién se apro-

Ximaapo,asif—>p,7—>1,ln<£0>—>Oyu—>,u0.
p
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La fugacidad z puede ser definida en términos de la energia molar de Gibbs:

D
Gy — G® = RTIn (—) - /p VudP (114)

De la ecuacidn :

jw=p+ RT InL
p

g / f
// Vidp =p—p = RT In (—,) (115)

p
P , D
/ Vipdp = 1i° — i° = RT In (—,) (116)
I P
La diferencia de las ecuaciones (115) y (116) es:

(o)
/p’ (Vm Vm)dp RT lnf, lnp,

fp/ _L g _ 10
In <p_f>_RT/p/ (Vm Vm)dp

!/

considerando que % -1, p =0

P
In (%) :%/0 (Vm_vrg) dp

f
r}/ —
p
n(0) = 7 [ (Vo= V) d
n(y)=— o —
TZ
Para un gas ideal V) = R—, donde Z es el factor de compresion.
Prz—1
o= [ () dy (117)
0 p
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Esta es una ecuaciéon explicita para el coeficiente de fugacidad para cualquier pre-
sién. Para evaluar v necesitamos datos experimentales del factor de compresion,
esta informacién algunas veces se puede encontrar en tablas numéricas, en tal caso
la integral (117) tiene que ser evaluada numéricamente, en otras ocasiones se tiene
expresiones algebraicas de Z y esto hace posible evaluar la integral analiticamente.
Reemplazando la ecuacion de estado del virial truncada en términos de la expan-
dido en términos de p hasta By da:

!/ ]. /!
Iny = ByP + ~B3P? + ...

2
Ver anexo 9.1
B B , /
Z:1—|—v—2—|—v—2:1—|—32p—|—33p2—|—...
l BQ / Bg—B%
B=pr BT R

la fugacidad en términos de los coeficientes viriales

Bp (B;— B3)p*
l _
n)=mrt T ope  t

Curvas de inversion

En un proceso Joule-Thompson un gas es forzado a moverse desde una camara
de alta presién a otra camara a baja presién a través de una pared porosa y que
separa ambas camaras [29].

Si el proceso toma lugar a entalpia constante, el cambio de temperatura infinite-
simal para el gas esta dado por

dl' = ,quP

donde 15 es el coeficiente de Joule-Thompson

oT 1 oV
= = —— 7= _
o= (an), e | (@),

cuando py; = 0 se obtiene la curva de inversion de Joule-Thompson. Usando los
primeros tres términos de la ecuacion de estado virial
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NkgpT N N2
P = 1+ By— +Bs [ = »
% (—i— 2V+ 3( )+ >

asumamos que T =T (S, P), entonces

(ar), = (as), (@), = (o).
(@), =~

usando

Nl <

y la relacion de Maxwell

(@)~ (@),
(@), = | (or), ]

ya que C), siempre es positivo, el punto de inversién de la temperatura esta dado

por
oV

haciendo dP = 0 en la ecuacion de estado virial

ovy _V
or), T

se obtiene

1+ n(TB,) +n2(TBs)
1+ 2Bsn + 333?12
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N
donde n = —

%

y las cantidades primadas indican diferenciaciéon con respecto a T. Sustituyendo
en la ecuacion de inversion para la temperatura se tiene

0=T=2 _By+n|T=2 2B,

dBs dBs
dT dT

para convertir la ecuacién anterior en una curva de inversiéon en P-T, debemos
invertir la expansion virial y escribir

n=BP+a(BP) +0b(BP)+ ..

y resolver para los coeficientes a y b. El orden mas bajo en P es

B
By — T&
4P — dT
dBs
T— —2B
dT ’

El coeficiente de Joule-Thomson se puede escribir en términos del segundo coefi-
ciente virial, la ecuacién de estado virial se puede expresar ast:

W B
nRT V

usando la conocida relacion

op OH 8_T _ 1
or') ; \ Op ), \OH p_
identificamos que
1 _(o 1 _ (9T
pr \OT)y  C, \0H),

oH ov oV
=— =) = ) —v=T? ==
w6 (), =7 Gor), v or(or).

La ecuacion de estado se puede convertir a
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(M%)VQ—V—ntzo

nRT ApBy\ /?
S S
oot (148

haciendo el cambio de variable

ApB,\ V2
&= <1—|— b 2) , entonces

RT
V. nR
?—%(1—#5)
(iK) _@<%> _nitdp 1 (ﬂ@) _E(£&>
orr), 2p\or), 2p R26\0TT ), &\dI'T)/,
de aqui que
nT2 8 BQ
wo="¢ (1),
. 4pBs N o O B
st <1l ¢=1ly pC,=nT ((9—T?>p
T? [ 0 By
= (== 11
H Cp<8TT>p (118)

Asi la ecuacion (118) nos da el coeficiente de Joule-Thompson en términos del
segundo coeficiente del virial.

4.9. Puntos criticos

La figura 6 muestra una grafica pV para un gas que no obedece la ecuaciéon del
gas ideal. A temperaturas por debajo de T, las isotermas tienen regiones planas
en las que podemos comprimir el material sin aumentar la presiéon. La observacion
del gas revela que se esta condensando de la fase de vapor a la de liquido. Las
partes en la parte sombreada de la figura representan condiciones de equilibrio de
fase liquido-vapor. Al disminuir el volumen, més y més material pasa de vapor a
liquido, pero la presién no cambia.

20



Si comprimimos un gas asi a temperatura constante , es vapor hasta llegar al pun-
to frontera de la curva sombreada, donde comienza a licuarse; al reducir mas el
volumen mas material se licua, y tanto la presiéon como la temperatura permane-
cen constantes. Cualquier compresién posterior causa un aumento muy rapido en
la presion, porque los liquidos en general son mucho menos compresibles que los
gases.

A temperaturas mayores que 7., no ocurren transiciones de fase al comprimirse
el material; a temperaturas mas altas, las curvas se parecen a las del gas ideal.
Llamamos a T, la temperatura critica del material, el volumen y presién en ese
punto también se les llama puntos criticos.

Figura 6: Grafico pV para un gas no ideal con isotermas con temperaturas mayores y menores que
la critica [19]

La ecuacion de estado virial truncada hasta el tercer coeficiente se puede escribir

p=rr [+ e ] (119)

+ =+
Ve V2 V3
Donde V,,, es el volumen molar, volumen entre el nimero de moles.

Para encontrar los puntos criticos tenemos que realizar las siguientes derivadas de
la ecuacién (119)

0 0?
N _, (PP _,
Con lo cual queda un sistema de ecuaciones, recordando que By y B3 son funciones

de temperatura.
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Tomando las derivadas de la ecuacién (119) se tiene:

0
% = RT (~V;2 = 2V;3B, — 3V;4B3) = 0
que se puede simplificar a:
2B, 3B
L+ 5+ 55 =0 (120)
0%p -3 —4 -5
oyz = BT (2V,,3 4+ 6V, *By + 12V, °B;3) =0
simplificando queda
3B, 6B
1+ V—2 + V—;’ —0 (121)

Resolviendo las ecuaciones (120) y (121) se llega a los siguientes resultados:

By = -V, (122)
1

Bs = ng (123)
Con la ecuacién (123) podemos calcular la temperatura critica y luego con la ecua-
cion (122) el volumen critico y finalmente con la ecuacién (119) la presién critica
[44].
Una alternativa para calcular la temperatura critica y el volumen critico es la
ecuacién de McGlashan y Potter (1962), ellos representaron en coordenadas redu-
cidas, los segundos coeficientes del virial del metano, argén, kriptén y xendn.

By T. 7.\’
043 — I R 4 =<
Ve 0,43 = 0,886 (T) 0,69 <T>

Tomando dos valores de By y sus respectivas temperaturas podemos obtener las
cantidades criticas.

4.10. Estados correspondientes

La teoria clasica de los estados correspondientes fue establecida por Van der
Waals a partir de su conocida ecuacion de estado. Sin embargo, puede demostrarse
que la deduccién de Van der Waals no esta asociada a una determinada ecuacion
sino que puede aplicarse a cualquier ecuaciéon de estado con dos constantes arbi-
trarias ademas de la constante R de los gases.
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A partir del principio de continuidad de fase liquida- y gaseosa Van der Waals
demostré que en el punto critico

Y\ (0 _,
oV, T_ ov?2 T_

Estas relaciones condujeron a Van der Waals al resultado general de la existencia
de una funciéon universal de las variables V,,, T y P tal que

Esta ecuacion es valida para todas las sustancias; el subindice c se refiere al punto
critico. Otra manera de enunciar este resultado es afirmando que la ecuacién de
estado de un fluido se escribe utilizando coordenadas reducidas, es decir V,,/V,,
T/T,, P/P., esta ecuaciéon es valida para otro fluido cualquiera.

La teoria clasica de los estados correspondientes se basa en las propiedades ma-
tematicas de las ecuaciones de estado macroscopicas. La teoria molecular de los
estados correspondientes se basa en las propiedades matematicas de la funcion de
energfa potencial [§].

La funcién potencial con potencias inversas como el de Lennard-Jones representa
con buena aproximacion las fuerzas intermoleculares de muchas sustancias, la va-
riable independiente en esta funcién potencial es la distancia entre moléculas. Si
esta variable se hace adimensional, la funcién potencial puede expresarse de forma
general y de manera que el potencial adimensional sea una funcién universal de U
de la distancia adimensional entre las moléculas:

U:Zu(nj) :Zab (%)

)

donde ¢; es el parametro energético y o; es un parametro de distancia, caracteristi-
cos ambos de la interaccion entre dos moléculas de la especie i. Para relacionar
las teorias microscépicas y macroscopicas de los estados correspondientes, es de-
seable establecer una conexién entre los parametros de ambas teorias. En la teoria
microscopica hay dos parametros independientes o y €. En la teoria macroscopica
hay tres V., T, y P., pero sélo dos de ellas son independientes porque el factor de
compresibilidad en el punto critico es el mismo para todos los fluidos [31].

El potencial adimensional no se restringe solo al potencial de Lennard-Jones, sin
embargo asumimos que el potencial ¢ es el mismo para todas las moléculas, con
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este supuesto la integral configuracional es

donde la funcién f es la misma para todas las moléculas. Hemos escrito V /o3 como
una de las variables de f donde las distancias han sido reducidas por o. La presion

se puede escribir [28]
olnZ
= kT
! ( oV )N,T

kT olnZ
P=No3 d(v/0®) ) n e

kT ( Olnz
P=5s dw/o3) ) 1

7= () (5079 . 12

La tabla 3 muestra los parametros reducidos para varias sustancias.

con lo cual se llega a

gas T.(K) | v.(cm?/mol) | pe(atm) | TF | V./No> | pov./kT.
He 5.3 57.8 2.26 0.52 5.75 0.300
Ne 44.5 41.7 25.9 1.25 3.33 0.296
Ar 151 75.3 48.0 1.28 2.90 0.292
Kr 209 91.3 54.3 1.27 2.71 0.289
Xe 290 118.7 58.0 1.30 2.86 0.289
Ny 126 90.0 33.5 1.32 2.84 0.292
CO, 304 94.0 72.8 1.53 1.93 0.274
CH, 191 100.0 45.8 1.28 3.07 0.292
Benzeno | 563 260.0 48.6 232 0.68 0.274

Cuadro 3: Constantes criticas y constantes reducidas de los parametros del potencial de Lennard-
Jones [16]
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A medida que la presién de un gas se incrementa en el caso de una temperatura
dada, las moléculas se acercan cada vez mas. Esto origina el comportamiento no
ideal provocado por fuerzas adicionales que actiian sobre las moléculas. Despejan-
do para la ecuacion de los gases ideales se tiene

Py
RT

Sin embargo, si el gas no es ideal lo anterior no valdra la unidad, sino cierto ntime-
ro Z, tal que

_ pv
" RT

Dicho niimero Z recibe el nombre de factor de compresibilidad. Para altas presiones

Z

todos los gases se comportan con Z > 1, esto significa que tienen un mayor volumen
molar que los gases ideales. Las fuerzas repulsivas ahora son dominante.
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5. Alcances y definicién del Problema

Alcances: este trabajo tiene como fin calcular el segundo y tercer coeficiente
virial asi como revisar algunas aplicaciones de estos coeficientes viriales.
Para desarrollar este trabajo se utilizo el potencial de Lennard-Jones, en mi caso
seleccione como gases de estudio Argén, C'O, y el Metano. El objetivo principal es
calcular By y Bs con el potencial de Lennard-Jones y compararlos con los valores
experimentales disponibles en la literatura cientifica [26], desde un principio en es-
te estudio nos limitamos a los mencionados coeficientes ya que no existen valores
experimentales para los coeficientes de B, en adelante, los célculos estan funda-
mentados en los conceptos de la mecanica estadistica y los métodos numéricos.
Se calcularon: el segundo y tercer coeficiente virial para modelar la ecuacion de
estado virial truncada, se generaron tablas de los coeficientes de virial para los
gases seleccionados, se realizaron ajustes de curvas para los coeficientes viriales
ya que son funciones de temperatura, con esta ecuacion de estado se calcularon
los puntos criticos para algunos gases y se calculo el segundo coeficiente virial con
otros potenciales para compararlos con los obtenidos con el de Lennard-Jones, fi-
nalmente se generaron applets que calculan los coeficientes viriales, considerando
lo anterior el problema se puede definir como:

Modelacion de la ecuaciéon de estado virial truncada utilizando el potencial de
Lennard Jones.
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6. Metodologia

Para los céalculos de los coeficientes viriales a partir del modelo tedrico se em-
plearon métodos numéricos, especificamente integraciéon numérica, transformada
rapida de Fourier, ajuste de curvas y para encontrar los puntos criticos se resol-
vieron ecuaciones no lineales, lo anterior se realizo usando Matlab y programas
en Java, hoy en dia existen muchos programas computacionales con los cuales se
pueden realizar los cdlculos numéricos como Fortran, C y C++, para todos estos
programas existen librerias gratis que se llaman durante la corrida del programa.
Se desarrollo una simulacion de los gases de estudio utilizando la metodologia de la
dinamica molecular.Para validar nuestro modelo tedrico, se va a comparar los co-
eficientes viriales obtenidos con el potencial de Lennard-Jones con los coeficientes
viriales experimentales, los puntos criticos obtenidos con Lennard-Jones también
se van a comparar con los valores experimentales. En esta seccién se va describir el
algoritmo utilizado en cada método y en los anexos estan algunos de los programas.

6.1. Integracién numérica

Para calcular el segundo y tercer coeficiente virial se utilizo: el método de Sim-

pson adaptativo y la regla del trapecio a continuacion una descripcion de cada
método [48],[24].

6.1.1. Integracién adaptativa con la regla de Simpson

Las reglas compuestas de cuadratura necesitan nodos equiespaciados; tipica-
mente, se usa un incremento pequeno h de manera uniforme en todo el intervalo
de integracion. Este proceso no tiene en cuenta el hecho de que en algunas porcio-
nes de la curva pueden aparecer oscilaciones mas pronunciadas que en otras, y en
consecuencia, requieren incrementos mas pequenos para lograr la misma precision.
La regla de Simpson utiliza dos subintervalos en [ay, bg]:

h

S (ak, by) = 3 (f (ax) +4f () + f (br)) (125)

1
donde ¢}, = 5 (ar + by) es el centro de [ag, by] v h = (by — ax) /2
Se puede refinar el método considerando mas subintervalos, si [ay, bx] se obtie-

ne dividiendo este intervalo en dos subintervalos del mismo tamano [ax1,br1] y
[ax2, bra] v aplicando la férmula (125) en cada trozo, para lo cual sélo necesitamos
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dos evaluaciones adicionales def(z):

S (ar1, br1)+S (ak2, biz) = g Lf (ar1) +4f (ce1) + f (bkl)]+% Lf (ar2) +4f (cr) + f (bi2)]

(126)
donde ap; = ay, bpy = ary = ¢g, bra = by, ck1 es el punto medio de [ag, bg1] ¥ k2
es el punto medio de [agg, bro] en la formula (126) el incremento es h/2, razén por
la cual aparece h/6 en el miembro derecho de la férmula. Es mas, si f € C*[a, b],
entonces existe un valor dy € [ay, b tal que

b ho f(4) (d2)
dr = b bps) — -
5 (x)dr = S (a1, bg1) + 5 (are, bi2) 6 90

Supongamos que especificamos una tolerancia £, > 0 para la aproximacion de la
integral en el intervalo [ag, by]. Si

(127)

1
E‘S (akl, bkl) + S (akg, bkg) ) (ak, bk) | < €k (128)
Entonces aceptamos que

bi,
(33) dr — S (akl, bkl) — S (akz, bkg) < &k (129)

ag

En consecuencia, aplicamos la regla de Simpson (126) para aproximar la integral

bi
f (:C) dr ~ S (akl, bkl) + 5 (akg, bkg) (130)

ax

El proceso de integracion adaptativa se construye aplicando las reglas de Sim-
pson (125) y (126) de la siguiente manera: partimos {[ag, by] , <0}, donde gy es la
tolerancia para la cuadratura numérica en [ag, by]. Este intervalo se divide en sus
dos mitades, que etiquetamos como [ag1, bo1] ¥ [age, bo2]. Si el criterio de exactitud
(122) se verifica, entonces la férmula de cuadratura (125) se aplica en el intervalo
[ag, bo] y hemos terminado. Por el contrario, si el criterio de exactitud (129) no se

verifica, entonces ambos subintervalos se vuelven a etiquetar como [ag, b1] v [asg, bs],

1 1
en los que usamos como tolerancias €1 = —gg y €9 = —&g, respectivamente, en el

anexol 9.6 se tiene el programa de este método en Matlab.
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6.1.2. Regla del trapecio

La regla del trapecio forma parte de las formulas de Newton-Cotes, aqui divi-

b—a
dimos el rango de integracién (a,b) en n-1 subintervalos de longitud h =

n—1
cada una de las dreas o paneles forman un trapecio [22] ver figura 7.

Figura 7: Particiones o paneles para calcular numéricamente la integral f (z) [22]

La funcién f(x) a ser integrada es aproximada por una linea recta en cada panel,
un area tipica seria

I = [f (x:) + f (wi41)]

| =

b
De aqui que el area que representa a / f(x)dx es

n—1

=Y L =[f(z1) +2f (z2) + 2f (w3) + .. + 2f (x1) + [ (z0)]

1=1

(131)

| S

El error de truncamiento en el area de un panel tipico es

h3 1!
E; = _Ef (&)

donde &; esta en (x;, z;41), el error de truncamiento total es:

n—1 h3 n—1
E=) Ei=-5> (&)
1=1

i=1

Consideremos la recursividad de la regla del trapecio, I} es la integral evaluada
con la regla del trapecio usando 2*~! paneles, notar que si k crece en 1 el numero
de paneles se duplica.

H=b—-a
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si k=1, (1 panel)

h=[f @)+ 0]

k=2, (2 paneles)

L=lr@s2r(er g )+ sm| =5 (av5)5

k=3 (4 paneles)

I3 = [f(a)+2f <a+%)+2f (a+§>+2f <a+%)+f(b)]§
e o) 20

para k > 1 se tiene

(20 —1)H
]:_Ik1+2k12f[ ok—1 ]

En el anexo 9.6, se proporciona un programa para la regla del trapecio en Matlab.

6.2. Transformada de Fourier

Para calcular B3 vamos a utilizar el método de la transformada de Fourier,
pero no es posible calcular la transformada de Fourier de la funcién de Mayer en
forma analitica, asi que la vamos a obtener en forma numérica, primero tenemos
que discretizar la funcién de Mayer y luego calcular la transformada discreta de
Fourier, revisemos el método.

Las funciones seno, coseno y exponenciales imaginarias tienen la propiedad de
ortogonalidad sobre una serie de intervalos discretizados igualmente espaciados
sobre un periodo. Consideremos un grupo de 2N valores

T 3T 2N —1

=0 T
AN N TN
para el intervalo (0,7"). Entonces
kT
Ty = k=012, 2N —1

2N’
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iy 2mipre \ | 2miqx
k k
Z [exp ( T )} exp ( T ) = 2N0p gronN

k=0

donde n, p y q son enteros, definamos la frecuencia angular:
p=0,1,2,...,2N — 1

Consideremos una funcién de x, con valores discretos xj, entonces la transformada
de Fourier discreta es:

Empleando la relacion de ortogonalidad, se tiene

2N-1
(ezwplm) ezwpmk 6mk

1
2N s
y luego reemplazando los subindices m por k encontramos f (xy)

2N—-1

) = Y F(wy) e
p=0

De acuerdo a la ecuacién (77) la transformada seno de Fourier es la que nece-
sitamos para encontrar Bs, en Matlab ya esta programada esta transformada y
también su inversa. La funcién dst implementa la siguiente ecuacion

al Tkn
:;x(n)sen <N—|—1>’ k=1,2,...,.N

Para mejorar el desempeno en la rapidez del calculo, el niimero de filas en x debe
ser 2" —1, donde m es un entero. La funcién idst implementa la siguiente ecuacién:

wkn
k=1,2,....N
y(k NHD wsen (G5 ) k=12
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6.3. Meétodos de ajuste de curvas

6.3.1. Método de minimos cuadrados

Para ajustar el By obtenido con el potencial de Lennard Jones se utilizo el
método de minimos cuadrados, al realizar el grafico de dispersiéon de By contra la
temperatura es evidente que la relacion es no lineal, el comportamiento es mas de
la forma
ar G2 as
Tt T
T T T
a pesar de ello podemos linealizar la ecuacién anterior haciendo algunos cambios
de variables

1 1 1
xlzf xzzﬁ ngzﬁ

Con lo cual el segundo coeficiente virial se puede representar

Bgza0+

By = ag + a1x1 + aswa + azx3

Revisemos el método de minimos cuadrados, al ajustar un modelo de regresién
multiple es conveniente expresar las operaciones matematicas en forma matricial.
Supéngase que existen k variables de regresién y n observaciones (z;1, T2, ..., Tik, ¥i),
1 =1,2,...,n y que el modelo que relaciona los regresores con la respuesta es

yi = Bo + Brxir + Boxin + oo + Brwar + 6 i =1,2,...n

Eiste modelo es un sistema de n ecuaciones que puede expresarse en notacién ma-
tricial como

y=XB+e

donde € son los residuos y

Y1 1 11 ®i2 ... Z1k B €1
Yo 1 291 o2 ... xo B €2
| Un ] | 1 Tnl Tp2 ... Tnpk | | ﬁn i | €n |

En general, y es un vector de observaciones de (n x 1), X es una matriz de (n x p)
de los niveles de las variables independientes, 3 es un vector de (p x 1) formado
por los coeficientes de regresion y € es un vector de (n x 1) de errores aleatorios. Se
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desea encontrar el vector de estimadores de minimos cuadrados, 3, que minimiza
[47),[6]

3

L=) e=ce=(y—Xp)(y—XP)

=1

El estimador de minimos cuadrados 3 es la solucion para (3 en las ecuaciones
oL
op

las ecuaciones resultantes que es necesario resolver son

0

X'XB=Xy (132)

Las ecuaciones anteriores son las ecuaciones normales de minimos cuadrados en
forma matricial, para resolver las ecuaciones normales se multiplican ambos miem-
bros de la ecuacién (132) por la inversa de X’X. Por consiguiente, el estimador
de minimos cuadrados de 3 es

B=(X'X)"X"y (133)

6.3.2. Minimos cuadrados ponderados

Hay ocasiones en las cuales la precision de los datos cambia de un punto a otro,
bajo esta condicion es necesario un factor de peso en cada punto, en este trabajo
el factor de peso son los errores experimentales luego se procede a minimizar la
suma de los cuadrados de los residuales ponderados

ri = Wilyi — f (z)]

donde W, son los pesos, aqui la funciéon a minimizar es

S (ay,azg,...,a,) = Z W2y — f (z)]° (134)

Este procedimiento obliga a la funcién de ajuste f (z) a que se acerque mas a los
puntos que tienen pesos mas altos.
Consideremos el ajuste de una linea recta f (z) = a+ bz, usando la ecuacién (134)

S (a,b) =Y Wi (yi —a—bx)’
i=1
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La condicién de minimizar es

a5 SN
%——221% (y; —a—bx;) =0

1=1

———QZ i —a—bx;)x; =0

a Zn: W2 +b zn: Wi = zn: Wy (135)
=1 1=1 1=1

a zn: Wiz +b zn: Wi = zn: Wiy (136)
=1 i=1 1=1

Dividiendo las ecuaciones (128) y (129) por >_ W2 e introduciendo los promedios
ponderados

i VVZ'QIZ' Z Wzyz
i=1 i=1

T=—"— J=
> Wi ZW2
i=1

se obtiene

a=19—bx
Z Wiy (z; — 2)
_ =l
> Wiz (v — )
i=1

en Matlab se realizo el calculo con la funcién lscov(A,b,w), donde w es el vector
de los pesos que en nuestro caso son los errores experimentales.

b

6.4. Simulacion con dinamica molecular

La dinamica molecular es una técnica para calcular propiedades de equilibrio y
propiedades de transporte de sistemas clasicos de sistemas de muchos cuerpos. En
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este contexto la palabra clasica significa que las particulas constituyentes obedecen
las leyes de la mecéanica clasica. Solo cuando consideramos la traslacion, rotacion
y vibracion de atomos ligeros o moléculas con frecuencia f tal que hf > kgT
debemos a preocuparnos acerca del efecto cudntico [40].

Primero preparamos una muestra: seleccionamos nuestro sistema modelo consis-
tente en N particulas y resolvemos las ecuaciones de movimiento para este sistema
mientras las propiedades del sistema ya no cambien con el tiempo. Después que se
alcanza el equilibrio, procedemos a realizar las mediciones. Para medir una canti-
dad observable debemos expresar esta cantidad como una funcién de la posicién y
momento lineal de las particulas del sistema. Uno de los parametros de mas interés
es la temperatura, una definicion conveniente en sistemas de muchas particulas es
hacer uso del teorema de equiparticion sobre todos los grados de libertad del sis-
tema. En particular para el promedio de la energia cinética por grado de libertad,

se tiene
1 1
<§mv§> = §k;BT

En las simulaciones, usamos esta ecuacién como una definicién operacional de la
temperatura. En la practica , queremos medir la energia cinética total del sistema
y dividir esta por el nimero de grados de libertad Ny = 3N — 3. Ya que la energia
cinética fluctia, la temperatura instantanea es:

Las fluctuaciones relativas en la temperatura son del orden de 1/,/N;. Como Ny
es del orden de 102 — 103, las fluctuaciones estadisticas en la temperatura son del

orden de 5 — 10 %
El algoritmo se escribe como sigue:

1. Necesitamos leer los parametros que especifican las condiciones de la corrida
(temperatura inicial, nimero de particulas, densidad, paso del tiempo)

2. Inicializamos el sistema, seleccionamos las posiciones y velocidades iniciales.

3. Calculamos las fuerzas sobre sobre todas las particulas.
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4. Integramos las ecuaciones de movimiento. Este paso y el previo son el niicleo
de la simulacién. Estos se repiten mientras se realizan los calculos deseados
sobre toda la longitud del tiempo.

5. Después de completar el ciclo central, calculamos e imprimimos las cantida-
des promedios medidas y paramos.

Veamos cada uno de los pasos anteriores con mas detalles.

1. Inicializacion: para comenzar la simulaciéon debemos asignar posiciones y ve-
locidades a todas las particulas en el sistema. Las posiciones se escogieron
de manera que fuera compatible con la estructura que queremos simular. En
cualquier evento, las particulas no deben ser posicionadas tal que resulte en
un apreciable traslape de los 4tomos o nicleo de los &tomos. Usualmente esto
se logra poniendo inicialmente las particulas en un enrejado cubico, similar
a una estructura cristalina, para este tipo de sistemas es conveniente utilizar
condiciones de frontera periddicas. El volumen que contiene las N particulas
es tratada como la celda primitiva que contiene infinitas celdas idénticas que
se repiten en el enrejado. Dada una particula llamada i esta interacciona con
las otras particulas en este sistema periddico infinito, todas las particulas in-
teraccionan entre si. Si asumimos que todas las interacciones son aditivas por
pares, la energia potencial total de las N particulas en cualquier celda es

1 5 o
Utot = 3 ZU (‘Tij + L)

Z?.]?n

donde L es el didmetro de la caja periédica(asumido ciibico) y 7 es un vector
arbitrario, la suma debe excluir la posibilidad de 2 = j, esto se logra cuando
i = 0. En esta forma general las condiciones de frontera periédicas no son
muy utiles , ya que tenemos que reescribir la energia potencial como una
suma infinita, en la practica sin embargo se trabaja con interacciones de
corto alcance, en estos casos es permisible truncar todas las interacciones mas
haya de cierta distancia de corte r.. Las condiciones de frontera periédicas
proveen un método muy efectivo para modelar sistemas de muchas particulas
y homogéneos [40],[41].
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Figura 8: Condiciones de frontera periddicas. Los circulos llenos representan posiciones iniciales de
los atomos y los circulos vacios sus posiciones después de desplazarse [41].

En el contexto de simulaciones de sistemas con interacciones de corto alcance
la energia potencial es dominada por las interacciones entre las particulas
que se encuentran a cierta distancia de corte r.. El error que resulta se puede
minimizar tomando un r. suficientemente grande. Si el potencial intermole-
cular no es cero para r > r. el truncamiento produce un error sistematico en
Usor- Ol el potencial decae rapidamente, uno puede corregir adicionando una
contribucion de cola a uzy:

Upop = Zuc (rij) + %/ u(r) (47r7“2d7")

i<j
donde u, es la energia potencial truncada y p es la densidad numérica. Para
el caso del potencial de Lennard-Jones el efecto de cola es:

| ) -]
N AN EAY
o =% |2 (2) - ()

Hay varias maneras de truncar un potencial, las mas comunes son: trunca-

1 o0 1 o0
Ucola — 5 (47Tp)/ Tzu (’f’) dr = 5 (167Tp€)/ T2

c

miento simple y potencial con truncamiento y desplazamiento. El truncamien-
to simple es el método mas sencillo, el potencial que se usa en las simulaciones
es

ury(r) r<r,
0 r>r.

Utrune =
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En las simulaciones de la dindmica molecular el potencial con truncamiento
y desplazamiento es el mas utilizado, este se define asi:

0 r>r.

{ULJ (r) —ury(re) r<m
Utrune =

En este caso no hay discontinuidades en el potencial intermolecular y no hay
necesidad de hacer correccion impulsiva a la presion, la ventaja principal es
que las fuerzas intermoleculares son siempre finitas.

En las simulaciones es usualmente conveniente expresar las cantidades como
temperatura, densidad, presién en términos de cantidades reducidas. El po-
tencial de Lennard-Jones en unidades reducidas se expresa

GRIONE)

Con esta convencion podemos definir las siguientes cantidades reducidas: la
energia potencial, u* = ue™!, la presién, P* = Po3s71, la densidad p* = po?
y la temperatura T* = kpTe 1.

. Calculo de fuerzas: en esta parte se calcula la fuerza sobre cada una de las
particulas, voy a considerar un modelo de interacciones aditivas por pares, se
considera la fuerza sobre la particula i debida a todos sus vecinos. Si tenemos
en cuenta sélo la interaccion entre una particula y la imagen mas cercana de
otra particula, esto implica que para un sistema de N particulas, debemos
evaluar N x (N — 1) /2 par de distancias.

Primero calculamos la distancia en la direccion x,y y z entre cada par de
particulas i y j. Por ejemplo en la componente x se tiene:

o COu(r) (z) Ou (r)
e or r ox
para el potencial de Lennard-Jones en unidades reducidas
48z (1 0,5
o= (— - 76)

. Integracién de las ecuaciones de movimiento: para integrar las ecuaciones de
movimiento utilice el algoritmo de Verlet, este algoritmo es uno de los mas

simples y usualmente es el mejor[40]. Para derivarlo, empezamos con la ex-
pansion de Taylor de las coordenadas de las particulas
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(At) dPr

F(t) 2 4
= —7 — A
r(t+ At) =r(t) +v(t) At + = (At)” + 3 dt3+0( t)
Similarmente se tiene
B F(t) s (AP dPr A
r(t—At)=r(t)—v(t) At + o (At) R + O (At)

Sumando estas dos ecuaciones, se obtiene

r(t+ At)+r(t—At) =2r(t) + F) (A)® + O (At)*

m

despejando

F(t
r(t+ At) ~ 2r (t) —7“(t—At)-|—L(At)2
m
La estimacién de la nueva posicién contiene un error del orden (At)*, donde
At es el paso del tiempo en el esquema de la dinamica molecular. Note que
el algoritmo de Verlet no usa la velocidad para calcular la nueva posicion, sin

embargo se puede derivar la velocidad conociendo la trayectoria, usando

r(t+ At) —r (t — At) = 20 (t) At + O (At)?

v(t)zr(t—l_At)Z;Z(t_At)+O(At)2

7. Desarrollo del tema

A continuacién se presentan los resultados obtenidos del segundo y tercer co-
eficiente virial para diferentes gases, asi como las graficas y ajustes de curvas
respectivos.
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7.1.
7.1.1.

Los siguientes coeficientes de By para el Argén fueron obtenidos usando inte-

Argén

Tablas y ajuste de funciones de B;

gracion adaptativa de Simpson:

T<K> Treducida BQe:vp (Cms/mOD 632 (Cmg/mOZ) BQteom'co (Cms/mOZ) BQreducz’do
75 0.6372 -313.8 1 -301.80 -5.5619
80 0.6797 -276.7 1 -269.14 -4.960
90 0.7646 -221.4 0.3 -219.14 -4.0385
100 0.8496 -182.1 0.9 -182.64 -3.3658
110 0.9346 -152.9 1.3 -154.89 -2.8546
120 1.0195 -130.7 0.6 -133.15 -2.454
125 1.0620 -121.0 0.4 -123.94 -2.2841
130 1.1045 -113.0 0.3 -115.62 -2.1309
135 1.1469 -105.4 0.3 -108.10 -1.992
140 1.1895 -98.5 0.3 -101.23 -1.8655
145 1.2319 -92.2 0.3 -94.96 -1.7501
150 1.2744 -86.0 0.2 -89.20 -1.6439
155 1.3169 -81.2 0.3 -83.90 -1.5462
160 1.3594 -76.3 0.3 -78.99 -1.4559
165 1.4019 -71.8 0.3 -74.46 -1.3722
170 1.4443 -67.6 0.3 -70.25 -1.2947
175 1.4868 -63.8 0.3 -66.33 -1.22
180 1.5293 -60.2 0.3 -62.66 -1.1548

188.15 | 1.5986 -04.3 1 -57.18 -1.0538
190 1.6142 -03.7 0.3 -56.03 -1.0325
200 1.6992 -47.9 0.1 -50.16 -0.9246
205 1.7417 -45.5 0.2 -47.50 -0.8752
220 1.8691 -38.5 0.3 -40.33 -0.7431

248.15 | 2.1083 -28.3 1.0 -29.56 -0.5446
250 2.1240 -27.7 0.1 -28.94 -0.5334
265 2.6514 -23.4 0.3 -24.37 -0.4490

Cuadro 4: Segundo Coeficiente Virial del Argén, experimental y tedrico en funcién de la tempera-

tura y temperatura reducida, parte I
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T(K) Treducida BQexp (Cm3 / mol) 0By (Cm3 / mol) Bateorico (Cm?’/ mol) Boreducido
273.15 | 2.3207 -21.1 1.0 -22.1171 -0.4076
280.0 2.3789 -19.6 0.3 -20.3458 -0.375
295 2.5063 -16.3 0.3 -16.7970 -0.3096
300 2.5488 -15.2 0.1 -15.7035 -0.2894
310 2.6338 -13.3 0.3 -13.6378 -0.2513
323.0 2.7443 -11.1 1 -11.17 -0.2059
340 2.8887 -8.3 0.3 -8.2708 —0.1524
348.15 | 2.9579 -7.3 1.0 -6.9956 -0.1289
355 3.016 -6.4 0.1 -5.975 -0.1101
373.15 | 3.1703 -3.9 1.0 -3.4766 -0.0641
398.15 | 3.3827 -1.2 1.0 -0.459 -0.0085
400 3.3984 -1.1 0.1 -0.253 -0.0047
423.15 | 3.5952 14 1.0 -2.1547 0.0397
450 3.8232 3.3 0.1 4.5915 0.0846
473.15 | 4.0199 5.1 0.1 6.4404 0.1187
500 4.2481 7.0 0.1 8.34 0.1537
573.15 | 4.8696 10.8 0.1 12.48 0.2301
600 5.097 11.8 0.1 13.7148 0.2528
673.15 | 5.7192 14.20 0.1 16.4887 0.3039
700 5.9473 15.1 0.1 17.3364 0.3195
773.15 | 6.5688 17.1 0.1 19.2932 0.3556

Cuadro 5: Segundo Coeficiente Virial del Argén, experimental y tedrico en funcién de la tempera-
tura y temperatura reducida, parte II

B2 en em/mal

Figura 9: Grafica de By

Argon

B2 ajustado y experimental para el Argon
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experimental y el ajustado con minimos cuadrados ponderados para el

La siguiente grafica muestra Bs calculado con el potencial de Lennard-Jones y
los valores experimentales.
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B2 experimental y teorico ajustado para el Argon
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Figura 10: By experimental y tedrico ajustado versus la temperatura, para el Argon

La grafica de la figura 9, muestra By experimental ajustado usando minimos cua-
drados pesados, la ecuacion que se obtuvo es la siguiente:

1,4010794 x 10*  2,469482 x 10°  6,850981 x 107  1,516137 x 10°
T B T2 B T3 - T

Igualando esté ecuacién a cero y resolviendo con Mathematica obtuve T' = 423,56 K,

la cual es la temperatura de Boyle para el Argén.

La grafica de la figura 10, muestra By tedrico ajustado usando minimos cuadrados,

la ecuacion que se obtuvo es la siguiente:

By = 35,31 —

1,16756 x 10*  1,3565 x 106 N 5,9057 x 10" 2,5821 x 10?

T T2 T3 T4
Ahora calculemos la temperarura de Boyle utilizando la ecuacion de By tedrica
ajustada, siempre resolviendo con Mathematica, el resultado es T' = 403,09.

By = 36,51 —

Es interesante observar que By tedrico ajustado cae dentro del error experimental,
la siguiente grafica lo muestra.
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Figura 11: Bs tedrico ajustado con barras de errores experimentales para el Argén

La siguiente tabla muestra los calculos de By tedrico, By con correccién cuantica
en funcion de la temperatura y la temperatura reducida.

T(K) | Treducida | Boreducido | B2(cm?3/mol) | Correccién-cuant(cm?®/mol) | By con correccién cuant
75 0.6372 -5.5616 -301.78 —6,79 x 10~7 -301.78
90 0.7647 -4.038 -219.108 —2,73 x 1077 -219.108
120 1.0195 -2.4536 -133.14 —6,48 x 107° -133.14
140 1.1895 -1.8655 -101.23 —2.99 x 1078 -101.23
160 1.3594 -1.4559 -78.99 —1,537 x 1078 -78.99
175 1.4868 -1.2223 -66.32 —9,82 x 107 -66.32
190 1.6143 -1.0344 -56.02 6,50 x 107 -56.02
200 1.699 -0.9245 -50.16 —5,03 x 107 -50.16
250 2.124 -0.533 -28.94 —1,65 x 107 -28.94
280 2.3789 -0.3794 -20.34 —9.,36 x 10719 -20.34
295 2.5464 -0.3095 -16.79 —7.21 x 10719 -16.79
323 | 274 | -0.20588 1117 A58 x 10710 1117
355 3.0161 -0.1101 -5.97 —2.85 x 10719 -5.97
400 3.3985 | -0.00464 -0.252 —1,57 x 10719 -0.252
450 3.823 0.0846 4.592 —8,71 x 10~ 4.592
500 4.248 0.15369 8.3398 —5,15 x 10~ 8.3398
573 4.868 0.2299 12.477 —2.609 x 10~ 12.477
600 5.0977 0.2527 13.71 —2.07 x 1071 13.71

673.15 | 5.7192 0.3038 16.488 —1,16 x 10~ 16.488
700 5.9473 0.3194 17.336 —9,587 x 10~ 17.336

Cuadro 6: By tedrico y By con correccion cuantica en términos de la temperatura y temperatura
reducida para el Argén

Para encontrar la temperatura critica necesitamos By y B3 pero es mas facil
resolver cuando estan en unidades reducidas. Veamos el grafico de By reducido
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versus temperatura reducida.

B2 reducido calculado con LJ

B2 reducido

I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7
Temperatura reducida

Figura 12: By reducido para el Argén en funcién de la temperatura reducida

Se puede observar que la ecuacion obtenida se ajusta perfectamente a los da-
tos calculados con el potencial de Lennard-Jones, la ecuacién de B, ajustada con
minimos cuadrados es:

189520 1,677838 05713097  0,222203
T, T2 T3 T4

La siguiente tabla muestra los calculos de Bs y su primera y segunda derivada [33].

By = 0,684 —

(137)

T Bx T*x (dB*/dTx*) Tx~2(d"2B*/dT*"2)
0.30 -27.879%4 76.6074 -356.8820
0.40 -13.7978 30.2665 -116.3662
0.50 -8.7193 16.9230 -57.3388
0.60 -6.1972 11.2482 -34.9178
0.70 -4.7093 8.2566 -24.0617
0.80 -3.7336 6.4536 -17.9410
0.90 -3.0465 5.2645 -14.1147
1.00 -2.5375 4.4278 -11.5391
1.10 -2.1459 3.8103 -9.7067
1.20 -1.8355 3.3371 -8.3463
1.30 -1.5837 2.9639 -7.3016
1.40 -1.3754 2.6623 -6.4772
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1.50 -1.2005 2.4138 -5.8117
1.60 -1.0515 2.2057 -5.2643
1.70 -0.9233 2.0290 -4.8069
1.80 -0.8117 1.8771 -4.4193
1.90 -0.7138 1.7451 -4.0871
2.00 -0.6273 1.6295 -3.7993
2.10 -0.5503 1.5273 -3.5477
2.20 -0.4814 1.4364 -3.3261
2.30 -0.4194 1.3550 -3.1294
2.40 -0.3633 1.2817 -2.9536
2.50 -0.3123 1.2154 -2.7958
2.60 -0.2659 1.1550 -2.6532
2.70 -0.2233 1.0999 -2.5238
2.80 -0.1843 1.0493 -2.4059
2.90 -0.1483 1.0028 -2.2980
3.00 -0.1150 0.9599 -2.1989
3.10 -0.0842 0.9201 -2.1076
3.20 -0.0556 0.8831 -2.0231
3.30 -0.0289 0.8487 -1.9448
3.40 -0.0041 0.8166 -1.8721
3.50 0.0192 0.7866 -1.8042
3.60 0.0409 0.7584 -1.7408
3.70 0.0614 0.7320 -1.6815
3.80 0.0805 0.7070 -1.6258
3.90 0.0986 0.6836 -1.5735
4.00 0.1156 0.6614 -1.5242
4.10 0.1317 0.6404 -1.4777
4.20 0.1469 0.6205 -1.4337
4.30 0.1613 0.6016 -1.3921
4.40 0.1749 0.5837 -1.3527
4.50 0.1878 0.5667 -1.3153
4.60 0.2001 0.5504 -1.2797
4.70 0.2118 0.5349 -1.2459
4.80 0.2229 0.5201 -1.2136
4.90 0.2334 0.5060 -1.1829
5.00 0.2435 0.4925 -1.15635

En los anexos seccién 9.6 aparece el script que genera la tabla anterior.
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7.1.2. Tablas y ajuste de funciones de B;

Ahora presento los resultados obtenidos de Bs para el Argén calculados con la
transformada de Fourier e integrando con la regla del trapecio.
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T(K) | Treducida | Baexp X 10% (em®/mol?) | § By x 10°(em®/mol?) | Bsredue | Bs (em®/mol?)
101.20 | 0.860 -6.95 1.37 -0.84 -559.138
110.04 | 0.935 1.52 0.20 1.054 701.585
116.42 | 0.986 1.61 0.04 1.779 1184.174
120.0 1.019 2.13 0.20 2.042 1359.237
130 1.104 2.67 0.12 2.458 1636.1431
135 1.147 2.67 0.07 2.550 1697.382
138.15 1.172 2.42 0.10 2.580 1717.351
140.0 1.189 2.62 0.07 2.593 1726.005
143 1.215 2.58 0.07 2.6032 1732.790
145 1.232 2.39 0.15 2.605 1733.992
148 1.257 2.49 0.07 2.601 1731.329
150 1.274 2.42 0.15 2.5941 1726.736
152.91 1.299 2.24 0.60 2.5805 1717.684
155 1.317 2.35 0.06 2.568 1709.364
157.0 1.334 2.31 0.07 2.995 1700.710
158.15 1.344 2.23 0.22 2.546 1694.719
160.0 1.359 2.25 0.07 2.533 1686.066
163.15 1.386 2.10 0.10 2.507 1068.826
165.0 1.402 2.15 0.07 2.491 1658.109
170.0 1.444 2.06 0.07 2.446 1628.155
173.15 1.471 2.02 0.10 2.416 1608.186
175.0 1.487 1.96 0.10 2.398 1596.204
180 1.529 1.90 0.07 2.351 1564.919
183.15 1.556 1.29 0.20 2.321 1544.950
186.10 1.581 1.57 0.50 2.293 1526.312
188.15 1.598 1.79 0.10 2.274 1513.665
190.0 1.614 1.76 0.10 2.257 1502.349
200.0 1.699 1.65 0.07 2.169 1443.773
203.15 1.726 1.37 0.06 2.142 1425.800
205.0 1.742 1.59 0.10 2.127 1415.816
215.43 1.830 1.04 0.50 2.047 1362.565
220.0 1.869 1.47 0.07 2.015 1351.265
223.15 1.896 1.75 0.20 1.993 1326.621
250.0 2.124 1.29 0.07 1.8395 1224.444
265.0 2.251 1.22 0.07 1.773 1180.179
273.15 | 2.321 1.69 0.03 1.741 1158.879
295.0 2.506 1.15 0.10 1.669 1110.953
298.15 | 2.533 1.47 0.07 1.660 1104.960
300.0 2.549 1.08 0.20 1.655 1101.634

Cuadro 7: B experimental y Bs calculado con el potencial de LJ versus la temperatura y tempe-
ratura reducida para el Argén, parte I
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T(K) | Treducida | Baexp x 103 (cm®/mol?) | 6 B3 x 103(cm®/mol?) | Bsyeaue | Bs (em®/mol?)
303.15 2.576 1.06 0.01 1.647 1096.309
310.0 2.634 1.09 0.08 1.629 1084.327
323.15 2.745 1.27 0.06 1.5997 1064.824
325.0 2.761 1.05 0.08 1.5958 1062.228
340.0 2.889 21.02 0.08 1.567 1043.057
348.15 2.958 1.14 0.06 1.553 1033.738
3955.0 3.016 1.06 0.10 1.542 1026.416
373.15 3.170 1.12 0.15 1.517 1009.776
398.15 3.383 0.82 0.04 1.488 990.472
400 3.398 1.02 0.10 1.4868 989.673
423.15 3.595 0.97 0.15 1.4656 975.561
443.0 3.764 0.58 0.20 1.4504 965.444
447.15 3.779 0.84 0.20 1.447 963.181
450 3.823 1.00 0.10 1.446 962.515
473.15 4.021 0.99 0.12 1.431 952.531
478.0 4.061 0.59 0.20 1.428 950.534
553.0 4.528 0.62 0.20 1.4022 933.36
573.15 4.869 0.61 0.12 1.387 923.24
585.0 4.970 0.69 0.20 1.3831 920.646
635.0 5.395 0.57 0.20 1.368 910.595
673.15 5.719 0.99 0.01 1.358 903.939
684.0 5.811 0.9 0.20 1.355 901.942
731.0 6.210 0.71 0.20 1.3435 894.287
773.15 6.569 0.85 0.30 1.334 887.963
777.0 6.601 0.66 0.20 1.333 887.290
831.0 7.060 0.57 0.20 1.3214 879.576
876.0 7.443 0.53 0.20 1.312 873.3319
923.15 7.843 0.83 0.30 1.303 867.328
975.0 8.283 0.52 0.20 1.2924 860.273
1024 8.700 0.33 0.20 1.2830 854.016
1073.15 | 9.118 0.78 0.30 1.274 848.025
1223.15 9.542 0.75 0.30 1.264 841.369

Cuadro 8: Bs experimental y Bs calculado con el potencial de LJ versus la temperatura y tempe-

ratura reducida para el Argén, parte 11

El comportamiento de B3 es mas complicado que Bs, observemos la grafica de
la figura 13, B3 experimental versus la temperatura, asi como las barras del error

experimental respectiva.

El gréafico de la figura 14 muestra B3 experimental y B3 calculado con LJ, versus
la temperatura.
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B3 experimental con barras de error versus temperatura
3000 T T T T T T T

2500

2000

1000

500

n 1 1 1 1 1 1 1
100 200 300 400 500 600 700 800 900
H Temperatura en Kelvin

Figura 13: B; experimental con barras de error experimental versus temperatura en Kelvin

B3 experimental y B3 teorico wersus temperatura, para el Argon
3000 T T T T T T T

---&r-- B3 experimental

— B3 calculado con LJ

2500 .

20001 .

B3

1500 [£

1000

B T T

50[] 1 1 1 1 1 1 1
100 200 300 400 500 600 700 800 900

Temperatura en Kelvin

Figura 14: Bs experimental y Bs calculado con el potencial de LJ versus temperatura

Se puede observar que el tercer coeficiente virial no se ajusta tan bien a los

datos experimentales, eso si graficamente las formas son muy parecidas, a tem-
peraturas bajas y muy altas difieren notablemente, solamente para temperaturas
intermedias son sumamente parecidos.
Para el ajuste de B3 experimental y Bj calculado con el potencial de Lennard-
Jones, utilice minimos cuadrados, similar al ajuste de By, pero tomando mas térmi-
nos, este coeficiente es mas dificil de ajustar, Boltachev [7] represento Bs reducido
como combinacién lineal de potencias inversas con exponenciales, tomando esto
como precedente, el Bs que propongo es de la forma
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C1 1,85 Co C3 C4 15 3 15 7
(138)

Para linealizar la ecuacién (138) hacemos los siguientes cambios de variables

1 1,85 1 1 1
$1:7TT I_W ) $2:ﬁ7 $3:T—TQ, $4:ﬁ7

3 7
— LS 2 5675 (14 <.
L5 r ETP (Tr ) r > ( + 3 )

con lo cual tenemos un modelo de regresion lineal multiple

B37'ed = (121 + CoX9 + C3T3 + Cq 4 + C5T5

La ecuacién ajustada obtenida con minimos cuadrados para Bs;.q €s

. 7,8246( 1,85) 10,79211  30,79211 12,68
3red — -

T, 1 - 705 715 T2 o 725

7 3
0,949732T1° (1 + §7}) exp (T — 5,6TT1’5>

r

Al graficar la ecuacién anterior junto con Bs,..q de la tabla 7 y 8 versus la tempe-
ratura reducida se obtiene

B, reducido para el Argdn calculado con LJ
0.6

T T T
---&-- By reducido ajustado

0.5 B, calculado con LI A

0.4+

03

0.2+

01

B3 reducido

L 1 1 1 1
0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 45 5
Temperatura reducida

0.4 | | |

Figura 15: Bs,..q calculado con LJ y su ecuacién ajustada versus temperatura reducida
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Se puede observar que el ajuste es bastante bueno, calcule R? utilizando Mini-
tab resultando 0.921 esto nos indica que en el 92.1 por ciento de los casos el ajuste
es bueno.

En el calculo de B3 con el potencial de Lennard-Jones se ha supuesto la aditi-
vidad de los pares moleculares, en parte esto explica porque difieran mucho los
valores tedricos con los experimentales. Se han hecho algunos intentos para incluir
correcciones de no aditividad en los calculos de Bj [37], estas correcciones se ba-
san en una relacion mecanico cuéntica deducida por Axilrod Teller(1943) para el
potencial de tres moléculas esféricas, apolares a distancias que dominan las fuer-
zas de dispersion de London. La correcciéon de no aditividad es una funciéon de la
polarizabilidad que es importante a bajas temperaturas, su efecto global duplica
aproximadamente el tercer coeficiente del virial en su maximo, y desplaza a este
hacia valores menores de temperatura reducida.

Barker y Henderson (1976) presentaron un estudio muy completo sobre Bs del
Argom, sus resultados se muestran en la figura 16 para varios potenciales e inclu-
yen la correccién de no aditividad [1].

3000 —
= 2000} .
©
£
E
o
&) ~: Kihara

1000} S~ exp6

0
100 200 300 400 500
T.K

Figura 16: Los valores experimentales y calculados para el Argén. Las lineas continuas incluyen la
correccién de no aditividad de Axilrod-Teller. Las lineas discontinuas muestran los valores calcu-
lados suponiendo aditividad. Los circulos representan los datos experimentales [1]

7.1.3. Aplicaciones de la ecuacion de estado

Ahora vamos a calcular cantidades criticas para el Argdn, con la ecuacién de
McGlashan, tomando dos valores de la tabla (5) :
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13,6 T, 17
— 0,430 — 0,386 0,694

Ve 310 3102
—8,3 T T?
Y — 4 _ C _ 4 C
o 0,430 — 0,886 (340> 0,69 (3402>

Al resolver las ecuaciones anteriores en forma numeérica con Mathematica, la
temperatura critica da T, = 158,6, la temperatura critica experimental es 151K,
el valor tedrico calculado con el potencial de Lennard-Jones difiere 5% del valor
experimental,con respecto al volumen critico tedrico se obtiene 66,23cm?/mol ver-
sus el experimental 75,3cm?/mol, lo cual da una variacién del 12 %.

Para mejorar el calculo de las cantidades criticas tendriamos que calcular los
coeficientes de orden superior por ejemplo Barker y Monaghan calcularon hasta
el cuarto coeficiente virial con el potencial de Lennard Jones [5], la temperatura y
presion critica que calcularon estdn de acuerdo dentro del 5% y el volumen critico
dentro del 15%. Ademas Schultz y Kofke calcularon los coeficientes viriales de or-
den superior hasta Bg con el potencial de Lennard-Jones utilizando Monte Carlo
[35] v obtuvieron resultados parecidos a los de Barker y Monaghan.

Ahora vamos a mostrar como podemos calcular el coeficiente Joule-Thomson u
para el Argén, mediante los coeficientes viriales. También necesitamos el calor es-
pecifico a presién constante, para esto tomamos los valores de C}, que estan en
Atkins [3] a 25°C' y una atmésfera.

c, | C,
Ar | 12.48 | 20.79
CO, | 28.46 | 37.11
He | 12.48 | 20.79
Ny | 20.74 | 29.12

Cuadro 9: Calores especificos molares a 25°C y 1 atm, C/ (J/mol.K) [3]

_T° (05
e \orT )

Utilizando los valores de la tabla 5, podemos aproximar la derivada, tomando va-
lores antes y despues de 298K, los valores son a 295K y 300K, procedamos a evaluar
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Byo  Bags  —15,70  (-16,80)

B 3
0 (B2\ 300 295 _ 300 205 _ g9y 101"
T \ T 300 — 295 5 K2mol
(298) (9,2 x 10719) K
= — 393 x 1070
HI 20.78 93 X 10 5

En la seccion 4.8 se demostréd que la fugacidad en términos de los coeficientes vi-
riales es:

Bp  (Bs— B})p’
RT 2R*T?
Consultemos By y Bj calculados con el potencial de Lennard-Jones de las tablas
5y 7 para el Argén, tomemos 300K y latm, la fugacidad da:

In(v) = + ...

By = —15,7cm? /mol = —15,7 x 1073L/mol
Bz = 1101,6em®/mol® = 1,1 x 1073 L/mol?
R = 8,206 x 1072 Latm /mol K

710 (B1x 107 = (<157 x 10°9)7)
’ +
(8,206 x 10-2) (300) 2(8,206 x 10-2)% (300)°

In v=—6,086 x 1074
v = 0,9994atm

In v=

Steward y Jacobsen midieron algunas propiedades termodinamicas del Argén
[42], usando los datos experimentales para la isoterma de 300K, podemos calcular
el segundo y tercer coeficiente del virial, utilizando minimos cuadrados.
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P (MPa) | V,, (dm?/mol)
0.4000 6.2208
0.5000 4.9736
0.6000 4.1423
0.8000 3.1031

1.000 2.4795
1.500 1.6483
2.000 1.2328
2.5000 0.98357
3.000 0.81746
4.000 0.60998

Cuadro 10: Datos experimentales del Argén, volumen molar versus presion [42]

La ecuacion del virial truncada es:

Vi, By  DBs

gm_ 1y Z2 gy 0

RT + Vin + VT,ZL
. . . 1 Vi
h do 1 bios d bl =—, J=—
aclendo 1oS carnpilos de variaple T Vm, RT

Z:1—|—BQ$+33$2

Transformemos los datos

P (MPa) | V,, (dm?/mol) Z X
0.4000 6.2208 0.9976 | 0.1608
0.5000 4.9736 0.9970 | 0.2011
0.6000 4.1423 0.9964 | 0.2414
0.8000 3.1031 0.9952 | 0.3223

1.000 2.4795 0.9941 | 0.4033
1.500 1.6483 0.9912 | 0.6067
2.000 1.2328 0.9885 | 0.8112
2.5000 0.98357 0.9858 | 1.017
3.000 0.81746 0.9832 | 1.223
4.000 0.60998 0.9782 | 1.639

Cuadro 11: Transformacién de los datos experimentales del Argon

La figura (17) muestra el ajuste de los datos transformados, el ajuste es exce-
lente, de hecho R? = 1, esto significa que todos los datos experimentales quedan
sobre la curva ajustada.
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1.000

0.995

0.990

0.985-

0.980+

00 02 04 06 08 10 12 14 16 18
1/v

Figura 17: Ajuste por minimos cuadrados de los datos V,, — p experimentales del Argén

La ecuacion que se obtiene es

Z =1-0,0153z — 0,0010722>
De esta manera obtenemos By = 0,0153 dm?/mol y Bz = 0,001072 dm®/mol?

Para estudiar el comportamiento del Argéon vamos a tomar los datos experimenta-
les reportados por Simon y McQuarrie [39], la tabla 12 muestra el volumen molar
y presion para la isoterma de 247K.
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Vi (L/mol) | P(atm)
40.506 0.500
10.106 2.00

1.999 10.00
0.9857 20.00
0.4795 40.00
0.3114 60.00
0.2279 80.00
0.1787 100.00
0.1462 120.00
0.1076 160.00
0.0863 200.00
0.07348 240.00
0.06208 300.00
0.05626 350.00
0.05219 400.00
0.04919 450.00
0.04687 500.00
0.04348 600.00

0.041108 700.00

Cuadro 12: Datos experimentales de la isoterma 247K para el Argén [39]

La figura 18 muestra que el Argén tiene comportamiento no ideal, hay valores
de presion que provocan un 7Z cercano a 1 pero en la mayor parte de los valores
de presiéon es mayor o menor que 1.

I I
Isoterma 247K del Argdn

Factor de compresibilidad Z

0.8

1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700
Presidn en atmdsferas

Figura 18: Factor de compresibilidad vr presion para la isoterma 247K del Argén

Con el segundo coeficiente del virial podemos calcular algunas propiedades ter-
modinamicas como se vio en la seccién 4.8, utilizando By reducido y sus derivadas
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calculadas con ljs.m, junto con el script termovirial.m, ver anexos, se calculo: factor
de compresibilidad, energia interna, entalpia, coeficiente de fugacidad y entropia,
los siguientes graficos reflejan los resultados [33].

1.2

0.6

0.4

1.4

1.2

fip

0.8

0.6

0.4

Factor 2

0 0.5

P/Pc*

Coeficiente de fugacidad

0 0.5

P/Pc*

dU/NKT

A SINK

Energia interna U/NRT
15

Entalpia H/NRT

0.6

04

dH/NKT

0.5
0.2

0 0

0 0.5 1 0
P/Pc*

05
PfPc*

Entropia de partida, S/NR

0.2

0.4

0.6

0.8

0 0.5 1

P/Pc*

Figura 19: Graficas de propiedades termodinamicas en base a By

Finalmente si estudiamos la interaccién de un conjunto de particulas mediante
el potencial de Lennard-Jones utilizando el método de la dindmica molecular para
calcular la energia potencial, energia cinética y energia potencial, obtenemos los

siguiente valores de energia.

.0000000000000000

.48659528045125711
.50800606233022516
.50442426998881740
.50664069554318814
.50828896630973486
.50875406785391386
.50838091697526944
.50844444280602119
.50870380729687037

0.25786436361918341

. 72636227571544870E-002
.99866506323945678E-002
.50948815613929004E-002
.91142668537460682E-002
.28694212641675704E-002
.33719787558520177E-003
.57394304809392602E-003
.27302367147484004E-003
.99108494183171739E-003

= W o O R, = N PO
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0.25786436361918341

.41933165769410263
.45801941169783061
.47932938842742451
.48752642868944207
.49541954504556729
.49941686997832868
.50280697392717555
.505617141913454633
.50671272235503861



.50943859911441625
.51023106223610504
.51103105407205407
.51179491865033055
.51243563271749515
.51302978736619109
.50797775577993365
.51379507518814105
.51397593423381649
.51406556656057500
.51405229009884201
.51947572199599967
.51388750415901530
.51375599706146891
.51360532475290366
.51345920483864216
.51332902743108111
.51322857750071493
.51316466844756126
.51313797147910278
.51315160457428233
.51319616461468409
.51327019953854391
.51335950849423662
.51345600571332983
.51355372037407843
.51365534921339095
.51375235935517360
.51384274404909991
.51392119288431171
.51398650027085269
.51403705675577116
.51407301442963782
.51409518427268419
.51410491104965939
.51958442400992488
.50862200148172088
.50861233168666276
.50859983001110287
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.45360704821144806E-003
.28295132219761522E-003
.39899400409157384E-003
.55011345360921626E-003
.77683793767929670E-003
.95113340292655440E-003
.09729056358788678E-003
.15533571437115466E-003
.12556648353118358E-003
.01874718883249434E-003
.84568647672594456E-003
.64649637632382812E-003
.41372361187342690E-003
.17341546205931954E-003
.27402045779494150E-004
.97896996876059498E-004
.90146544374218452E-004
.19891867305447666E-004
.86772768067275478E-004
.00235131253882212E-004
.14151547808417231E-005
.19663134096651477E-005
.83760057055787755E-005
.76003631236680710E-005
.43532692093659706E-004
.98615829722039388E-004
.58406777923093976E-004
.17689493964601712E-004
.71027350452214622E-004
.14336573303369796E-004
.46010325003441687E-004
.64470836324187614E-004
.70002908961443457E-004
.61736513318940494E-004
.42659523229057932E-004
.15095901949495108E-004
.85475234154258515E-004
.53045279732940606E-004
.19011150094882336E-004
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.50798499206620484
.50894811091390746
.50963206006796247
.51024480519672133
.51065879477981591
.51107865396326457
.50588046521634578
.51163973947376984
.51185036775028525
.51204681937174246
.51220660362211612
.51782922561967581
.51247378054714188
.51258258159940961
.51267792270712420
.51276130784176610
.51283888088670693
.51290868563340952
.51297789567949403
.51303773634784888
.51310018941950153
.51315419830127440
.51321182353283834
.51326190813111294
.51331247302123617
.51335510454435640
.51339694243546785
.51343466986120900
.51347171669864766
.51350685631100834
.51354048994584922
.51357258591944699
.51360301152067633
.51363344775936526
.51366225152643030
.51916932810797534
.50823652624756666
.50825928640692986
.50828081886100795



De las energias obtenidas, se puede observar que la energia total se conserva, con
esta técnica computacional se pueden simular otras propiedades, por ejemplo el
calor especifico, energia libre y otras. En los applets se muestra el comportamiento
de las particulas simuladas mediante animaciones, siempre utilizando el potencial
de Lennard-Jones.

7.2. Dioxido de Carbono

7.2.1. Tablas y ajuste de funciones de B,

Los siguientes coeficientes de Bs para el Diéxido de carbono fueron obtenidos
usando integraciéon adaptativa de Simpson
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T(K) Treducida BQexp (Cm3 / mol) 0By (Cm3 / mol) Bateorico (Cm?’/ mol) Boreducido
217.00 | 1.0949 -255.4 1.0 -221.2997 -2.1643
220.0 1.11 -247.5 1.0 -215.9677 -2.1121
230 1.1604 -223.7 0.5 -199.457 -1.9506
240 1.2109 -202.8 0.4 -184.6605 -1.80059
250 1.2614 -184.8 0.3 -171.3269 -1.6755
260 1.3118 -168.9 0.3 -159.2519 -1.55748
273.15 | 1.3782 -151.2 1.0 -145.010 -1.41819
280.0 1.4127 -142.7 0.3 -138.234 -1.35199
290 1.4632 -131.6 0.3 -129.0354 -1.26196
293.2 1.4793 -128.0 0.5 -126.2519 -1.2347
298.1 1.5043 -123.2 0.2 -122.086 -1.1940
300.0 1.5136 -121.7 0.2 -120.57 -1.1791
303.1 1.5290 -119.5 1.0 -118.125 -1.1552
304.2 1.5348 -118.4 1 -117.22 -1.1464
305.2 1.5400 -117.3 1.0 -116.41 -1.1384
313.2 1.5802 -109.8 0.5 -110.387 -1.0795
320 1.6145 -104.7 0.2 -105.531 -1.03209
322.9 1.629 -103.5 1.0 -103.5615 -1.0128
323.15 | 1.6304 -102.3 0.3 -103.364 -1.01089
333.2 1.6811 -95.0 0.5 -96.77 -0.9464
340.0 1.7154 -90.6 0.3 -92.575 -0.9053
348.1 1.7566 -85.4 0.3 -87.798 -0.85866
353.2 | 1.7820 -83.1 0.5 -84.9687 -0.8309
372.9 1.8815 -73.7 1.0 -74.776 -0.7313
373.1 1.8827 -71.9 0.3 -74.665 -0.7313
398.1 2.008 -60.7 0.3 -63.443 -0.62047
413.0 2.0837 -9595.8 1.0 -57.529 -0.5626
418.2 2.110 -54.0 1.0 -55.563 -0.5434
423.1 2.135 -51.4 0.3 -53.7512 -0.5256
448.1 2.2611 -43.5 0.1 -45.3029 -0.44306
473.2 2.3875 -36.7 2.3 -37.86329 -0.3703
623.2 3.1443 -94 1.0 -7.30826 -0.0714
673.2 3.396 -3.7 0.7 -0.521 -0.0714
723.2 3.6488 0.9 0.5 5.1997 0.0508
773.2 3.9011 4.8 0.3 10.08 0.0985

Cuadro 13: Segundo coeficiente virial del Dioxido de carbono, experimental y tedrico en funcién
de la temperatura y temperatura reducida

Veamos el grafico de By experimental asi como la ecuacién ajustada utilizando
minimos cuadrados ponderados, con la misma metodologia utilizada con el Argén.
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B2 experimental del Dioxido de carbono versus temperatura

50 T T T T T

B2 en crt/mol

300 I I I I I
200 300 400 500 600 700 800

Temperatura en Kelvin

Figura 20: B, experimental del Diéxido de carbono junto a la ecuacién ajustada versus temperatura

La ecuacion que resulto de ajustar los datos experimentales y que aparece gra-
ficada en la figura 20 es;

8,28 x 103 1,843 x 10" 3,24 x 10  4,07749 x 10M
T 12 1 T4

Como se puede observar en la figura 20, el ajuste es muy bueno, todos lo puntos

experimentales quedan sobre la grafica de la ecuacién (139).

La figura 21 muestra la grafica de B calculados con el potencial de Lennard-Jones

y los valores experimentales versus la temperatura en Kelvin.

By = 40,669 — (139)

B2 experimental y B2 calculado con LJ del Dioxido de carbono versus temperatura

50 T T T T T
---&-- B2 experimental
—B2conLJ

B2 en crm/mol

_250 1 1 1 1 1
200 300 400 500 600 700 800

Temperatura en Kelvin

Figura 21: B, experimental y By calculado con LJ del Diéxido de Carbono versus temperatura
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El ajuste es muy bueno se puede observar que todos los puntos experimentales
estan sobre la curva ajustada con los coeficientes calculados con el potencial de
Lennard-Jones, la ecuacién ajustada es:

3,7911 x 10" 7,591 x 10° N 7,4539 x 10°  6,37366 x 10"
T T2 T3 T4

Para encontrar la temperatura de Boyle, igualamos a cero la ecuacién (140) y re-
solvemos numéricamente.

(140)

By = 70,39 —

3,7911 x 10 7,591 x 10° ~ 7,4539 x 108  6,37366 x 10"
T R TR T3 a T B
Al resolver numéricamente con el programa Mathematica, la temperatura de Boyle
da Ts = 677,587K, lo cudl tiene mucho sentido observando los valores experimen-
tales de Bs.
El segundo coeficiente virial By calculado con el potencial de Lennard-Jones pa-
ra el Dioxido de Carbono se ajusta muy bien al error experimental, todos los
puntos de la curva ajustada de By estan incluidos dentro de las barras del error
experimental, como muestra la figura 22.

70,39 — 0

B2 calculado con LJ y barras de emor experimental del Dioxido de carbono versus temperatura

T T
— B2 calculado con LJ

B0

-100 -

B2 en em/mol

-1580 -

-200 -

950 I I I I I
200 300 400 500 600 700 800

Temperatura en Kelvin

Figura 22: B, calculado con LJ para el C'O, y barras de error experimental versus temperatura

Para calcular las propiedades criticas conviene nuevamente trabajar los coefi-
cientes viriales en unidades reducidas, la figura 23, muestra By reducido para el
Dioxido de Carbono.
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B2 reducido calculado con LJ del Dioxido de carbono versus temperatura reducida
0.5 T

---&-- B2 reducido calculado con LJ

056+

B2 reducido

I I I
1 15 2 25 3 35 4
Temperatura reducida

25 I I

Figura 23: B, reducido para el C'O, versus temperatura reducida

En la figura 23, se puede observar que el ajuste de By es muy bueno, todos los
puntos caen dentro de la ecuacion ajustada, calculada con minimos cuadrados. La
ecuacion utilizada en la figura 23 es:

1,46905  3,054389  2,33129  0,991192

T TR SR (141)

Boyeq = 0,6403 —

La siguiente tabla muestra los calculos de By tedrico, By con correccién cuantica
en funcion de la temperatura y la temperatura reducida.
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T(K) | Treducida | Boreducido | B2(cm?3/mol) | Correccién-cuant(cm?/mol) | By con correccién cuant
217 1.09 -2.164 -221.299 —4,53 x 1078 -221.29
220 1.11 -2.112 -215.967 —4,23 x 1078 -215.967
230 1.16 -1.951 -199.457 —3,39 x 1078 -199.457
240 1.21 -1.806 -184.661 —2,27 x 1078 -184.661
250 1.26 -1.557 -171.32 —2,23 x 1078 -171.32
260 1.31 -1.557 -159.25 —1,83 x 1078 -159.25
270 1.3623 -1.450 -148.27 —1,52 x 1078 -148.27
280 1.413 -1.352 -138.23 —1,26 x 107 -138.23
290 1.463 -1.262 -129.03 —1,00 x 1078 -129.03
300 1.510 -1.179 -120.57 —8,97 x 1078 -120.57
320 1.614 -1.032 -105.53 —6,50 x 107 -105.53
340 1.715 -0.905 -92.57 —4,8 x 107 -92.57

372.9 1.881 -0.731 -74.776 —3,02 x 107 -74.777

413.0 2.11 -0.543 -55.56 —1,81 x 107 -595.56

448.1 2.261 -0.443 -45.303 —-1,2 x 107 -45.30
523.2 | 2.639 -0.248 -25.437 —5,5 x 10710 -25.437

673.2 | 3.397 -0.0051 -0.522 —1,57 x 10710 -0.522
773.2 3.9 0.098 10.08 —7.89 x 1071 10.08

Cuadro 14: By tedrico y B, con correccion cuantica en términos de la temperatura y temperatura
reducida para el CO,

Del cuadro 14 se puede observar que el efecto cuantico es despreciable.

7.2.2.

Tablas y ajuste de funciones de Bj

Ahora presento los resultados obtenidos de B3 para el Diéxido de Carbono cal-
culados con la transformada de Fourier e integrando con la regla del trapecio.
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T(K) | Treducida | Bsexp x 103 (¢cm®/mol?) | 6B3 x 10°(cm®/mol*) | Bsreaue | Bs (em®/mol?)
230 1.160 3.916 0.5 2.567 6.118
240 1.211 4.968 0.5 2.603 6.204
250 1.261 5.681 0.6 2.599 6.194
260 1.311 5.819 0.6 2.572 6.130

262.6 1.325 4.300 0.3 2.5613 6.124
270 1.362 5.883 0.6 2.5303 6.030

273.15 1.378 4.300 0.300 2.515 5.994

280.00 1.413 5.363 0.6 2.4793 5.9091

283.15 1.428 4.400 0.300 2.4633 5.8710

290.00 1.463 5.236 0.5 2.4292 5.7897

298.15 1.504 4.905 0.5 2.37898 5.6700

300.00 1.514 4.968 0.07 2.3677 5.6431

303.15 1.529 4.350 0.043 2.3508 5.6028

304.19 1.535 5.112 0.40 2.3441 5.587

305.23 1.540 4.902 0.40 2.3385 5.574

309.65 1.562 4.100 0.30 2.314 5.515

313.25 1.580 4.987 0.40 2.294 5.467

320.00 1.614 4.381 0.035 2.257 5.379

322.86 1.629 4.928 0.40 2.2410 5.341

323.15 1.630 4.390 0.087 2.2399 5.338

333.15 1.681 3.996 0.12 2.1869 5.2121

343.15 1.731 3.600 0.30 2.1375 5.0945

348.15 1.757 3.670 0.100 2.1128 5.0357

353.15 1.782 3.450 0.30 2.0898 4.9808

363.150 1.832 2.950 0.30 2.04579 4.876

372.92 1.882 4.154 0.40 2.0044 4.777

373.15 1.883 3.165 0.063 2.00368 4.775

398.15 2.009 3.200 0.32 1.9111 4.555

412.98 2.084 3.044 0.40 1.8631 4.441

418.20 2.110 3.084 0.4 1.8476 4.4035

423.15 2.135 2.658 0.20 1.8332 4.369

448.15 2.261 2.444 0.20 1.7679 4.2137

473.20 2.387 2.585 0.307 1.7131 4.0831

923.2 2.639 1.675 0.234 1.62799 3.8801

573.2 2.892 1.230 0.198 1.56637 3.7332

623.2 3.144 1.060 0.185 1.521167 3.6255

673.2 3.396 1.090 0.187 1.487 3.5442

723.2 3.648 1.240 0.199 1.4606 3.4813

773.2 3.901 1.485 0.219 1.4396 3.4312

Cuadro 15: B3 experimental y Bs calculado con el potencial de LJ versus la temperatura y tem-
peratura reducida para el Dioxido del Carbono

Tomando los datos experimentales que aparecen en la tabla 15, podemos obser-
var el comportamiento de B3 experimental versus la temperatura en Kelvin, con
las barras de errores.
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7000

T T T
— B3 experimental con barras de error

6000 A

5000 | b

4000 B

3000 A

B3 experimental

2000 A

1000 B

0 . . . . .
200 300 400 500 600 700 800
Temperatura en Kelvin

Figura 24: Bj experimental del Diéxido de Carbono versus temperatura

Ahora vamos a mostrar Bs experimental y calculado con Lennard-Jones versus
temperatura, con los datos de la tabla 15.

B, experimental y B, calculado con LJ, para el CO,

7000 . ' ' :
---&r-- B, experimental

B, calculado con LJ

6000 -

5000 -

4000

B3 en emPmal?

3000 e .

2000 - e .

1000 1 1 L H‘l_" @)
200 300 400 500 600 700 800

Temperatura (K)

Figura 25: B3 experimental y Bs calculado con el potencial de LJ para el C'O,

El grafico 25 muestra que B3 no es bien pronosticado con el potencial de
Lennard-Jones.
La siguiente grafica 26 muestra los coeficientes Bs reducidos versus temperatura
reducida, calculados con el potencial de Lennard-Jones y su respectiva ecuacion

96



ajustada con minimos cuadros.

B, reducido calculado con LJ y su ecuacidn ajustada
28

B, reducido ajustado

26l ---gr-- B, calculado con L ]

24

221

B3 reducido

I I I I I
1 16 2 25 3 35 4
Temperatura reducida

Figura 26: B3 reducido calculado el potencial de L.J y grafica de su respectiva ecuacion ajustada
para el CO,

Se puede observar que el ajuste por minimos cuadrados es muy bueno, todos
los puntos calculados coinciden con la ecuacion ajustada. La ecuacion ajustada es:

8,4169 1,85 12,5584 35,3155 15,0168
B P G ) A R
— 0,5857T° (1 + §T> exp (Ti — 5,6T7}’5>

Los datos experimentales de B3 reducidos se ajustaron con minimos cuadrados
ponderados, ya que el error absoluto experimental es un factor de peso que se
tiene que considerar en el ajuste, la ecuacion es

—9,8620 1,85 16,2776 39,9656 20,4615
B3rea = T 1—W 5T T 7%

7 3
10,7568T " (1 + gTT> exp (T — 5,6T7}’5>

r

La grafica de la ecuaciéon anterior junto con los datos experimentales se muestra
en la figura 27, el ajuste es muy bueno.
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B, reducido, experimental y ajustado con minimos cuadrados, para el CO,,
0.7

T T
---&-- B reducido, experimental

B, reducido ajustado

06

05F

04r

BSred

0.3F

0.2r

01F

1 1 1 1 1
1 1.5 2 25 3 35 4
Temperatura (K)

Figura 27: Bs reducido, experimental y ajustado para el CO,

Utilizando la ecuacién de McGlashan para dos temperaturas de la tabla (15)
se tienen las siguientes ecuaciones:

~116,41 T T2
T 0,430 — ¢ ) —0,604 [ —¢
. 0,430 — 0,886 (30572> 0,69 (305’22>

—103,5 T T?
9 — 4 . C _ 4 e
= 0,430 — 0,886 (32279> 0,69 (322792>

Al resolver con Mathematica se obtiene T, = 291K comparado con la temperatura
critica experimental T, = 304K se tiene un error de 4 %, en cuanto a el volumen
critico se obtiene v, = 110,6cm?®/mol v el experimental es v, = 94cm? /mol asi el
error porcentual en el calculo del volumen es de 17,6 %
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7.3.
7.3.1.

Se presentan los resultados de B, utilizando el potencial de Lennard-Jones e

Metano

Tablas y ajuste de funciones de B;

integrando con cuadratura.

T(K) | Treducida | Barea LI | Ba (em?®/mol) LI | Bacyper (cm?/mol) | 6 By (cm?/mol)
110.83 | 0.744 -4.231 -288.93 -330.10 2.00
112.43 0.755 -4.127 -281.83 -319.90 2.00
114.45 0.769 -4.002 -273.25 -307.80 1.50
116.79 | 0.784 -3.864 -263.84 -295.50 1.50
121.25 0.814 -3.622 -247.29 -274.50 1.50
128.84 0.865 -3.261 -222.69 -244.30 1.50
136.75 0.918 -2.942 -200.91 -218.90 1.50
148.28 | 0.996 -2.557 -174.57 -187.70 1.50
155.89 1.047 -2.342 -159.93 -167.95 0.60
160.00 1.074 -2.237 -152.76 -160.37 0.50
162.29 1.089 -2.182 -148.97 -158.40 1.50
167.67 1.126 -2.059 -140.97 -146.55 0.50
178.41 1.198 -1.841 -125.71 -132.20 1.50
180.00 1.209 -1.812 -123.69 -128.45 0.30
181.86 1.221 -1.778 -121.39 -125.70 0.40
186.00 1.249 -1.706 -116.48 -120.61 0.30
189.00 1.269 -1.656 -113.09 -116.93 0.30
190.55 1.279 -1.631 -111.39 -115.08 0.30
192.64 1.294 -1.593 -109.14 -112.85 0.20
193.00 1.296 -1.593 -108.76 -112.26 0.30
196.00 1.316 -1.547 -105.66 -108.91 0.30
200.00 1.343 -1.489 -101.71 -104.66 0.30
202.49 1.359 -1.458 -99.34 -103.40 1.50
204.61 1.374 -1.426 -97.38 -100.15 0.20
207.00 1.390 -1.394 -95.23 -97.71 0.30
218.87 1.469 -1.251 -85.39 -87.15 0.20
220.00 1.478 -1.238 -84.52 -86.30 0.30
221.00 1.484 -1.226 -83.76 -85.80 1.00
225.00 1.511 -1.183 -80.79 -82.20 0.30
234.10 1.572 -1.091 -74.53 -70.90 0.20
240.00 1.612 -1.036 -70.72 -71.76 0.30
243.8 1.637 -1.002 -68.41 -70.30 1.00
248.5 1.669 -0.969 -65.63 -66.50 0.20
250.00 1.679 -0.949 -64.81 -65.40 0.25
260.00 1.746 -0.870 -59.42 -59.98 0.30

Cuadro 16: Segundo coeficiente virial del Metano, experimental y teérico en funcién de la tempe-

ratura y temperatura reducida
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T(K) | Treducida | Barea LI | Ba (em?/mol) LI | Baexper (¢cm?/mol) | § By (em?®/mol)
263.10 1.767 -0.847 -57.82 -58.35 2.00
273.0 1.833 -0.778 -53.12 -53.37 0.80
275.00 | 1.847 -0.765 -52.21 -52.40 0.20
285.60 1.918 -0.697 -47.62 -47.58 1.00
291.40 1.957 -0.663 -45.31 -45.50 0.20
298.00 | 2.001 -0.626 -42.78 -42.77 0.80
300.00 | 2.015 -0.616 -42.04 -42.91 0.20
303.10 | 2.036 -0.599 -40.89 -40.91 0.20
320.00 | 2.149 -0.514 -35.23 -35.325 0.02
323.10 | 2.170 -0.501 -34.24 -34.23 0.20
325.00 | 2.183 -0.493 -33.67 -33.40 0.15
348.10 | 2.338 -0.398 -27.15 -27.11 0.08
350.00 | 2.351 -0391 -26.67 -2.40 0.10
373.10 | 2.506 -0.309 -21.15 -21.00 0.20
398.10 | 2.674 -0.234 -16.00 -15.97 0.08
423.10 | 2.842 -0.169 -11.54 -11.40 0.18
473.10 | 3.178 -0.062 -4.23 -4.16 0.15
498.10 3.345 -0.018 -1.202 -1.16 0.12
523.10 3.513 -0.022 -1.49 -1.49 0.12
548.10 | 3.681 0.057 -3.92 -3.89 0.12
573.10 | 3.849 0.089 6.10 5.98 0.12
598.10 | 4.096 0.131 8.94 7.88 0.12
623.1 4.185 0.144 9.86 9.66 0.12

Cuadro 17: Segundo coeficiente virial del Metano, experimental y tedrico en funcién de la tempe-

ratura y temperatura reducida

Se muestra la grafica de los datos experimentales de By del metano con las

barras del error experimental.

20

B, experimental del metano con barras

de error

versus temperatura

201

40

emBimol

60|

52 en

-100

-120

150

I
200

I I I
250 300 350

I
400

I I I
450 500 550

600

Temperatura en (K)

Figura 28: Grafica de los datos experimentales del metano By en cm?/mol versus temperatura

Se muestra la grafica de By experimental y calculado con el potencial del
Lennard-Jones.
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B, experimental y calculado con LJ del metano versus temperatura

20

I I
R . El2 con LJ

B, experimental

200

A0+

E2 en cm/mol

60+

-100 -

20 I 1 L L L L I I
150 200 250 300 350 400 450 500 550 600
Temperatura en (K)

Figura 29: B, experimental y calculado con LJ para el metano

Al ajustar Bj calculados con Lennard-Jones con minimos cuadrados se obtiene

1,804 x 10* 3,322 x 106 N 3,029 x 108 2,017 x 10
T T2 T3 T4

Para calcular la temperatura de Boyle del metano, usando la ecuacion anterior se

By = 46,27 —

tiene

1,804 x 10* 3,322 x 10° N 3,029 x 10% 2,017 x 10" 0
T T2 T3 T4 B
Resolviendo numéricamente con Mathematica, se obtiene T' = 400,36 K La ecua-

cién ajustada tiene un coeficiente de correlacién muy cercano a 1, la grafica (29)
muestra que los B; calculados con Lennard-Jones se ajustan a la ecuacion de mini-

46,27 —

mos cuadrados.
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B, calculado con LJ y ecuacion ajustada del metano versus temperatura

20 T T T T T T T T
R - El2 con LJ
B, ajustado
0 - —|
200 i
,,_CE: A0 - B
o
=
S
[ =4
a
i -60 |- .
80+ i
-100 -
120 | | | | | | | |
150 200 250 300 350 400 450 500 550 600

Temperatura en (K}

Figura 30: Grafica de By calculado con LJ y su ecuacion ajustada con minimos cuadrados

Usando la temperatura reducida y Bs reducido de las tabla 16 y 17, la ecuacién
ajustada con minimos cuadrados que se obtiene es

Boyeq = 0,6723 —

1,773306  2,03258

0,891431  0,266578

7. T2

T3 T

La figura 31, muestra que la ecuacién ajustada con minimos cuadrados predice
bien a Bs reducido tedrico calculado con Lennard-Jones.

B, reducido calculado con LJ y ecuacidn ajustada del metano versus temperatura reducida

0.2

02+

04l

N6

08

82 reducida

T I
- BZred con LJ

B, ajustado

Figura 31: Grafica de

la ecuacién

2 25
Temperatura reducida

ajustada de B, reducido junto con Bs,..q calculados con LJ
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Finalmente para By experimental presento la ecuaciéon ajustada con minimos
cuadrados pesados y la figura 32 muestra ambos.

2,961 x 10* N 2,705 x 10° 9,658 x 108 N 6,771 x 10%0
T T2 T3 T4

Boeap = 54,024 —

B, expenimental y ecuacion ajustada del metano versus temperatura
20 T T T T T T T I
B

2exp
B, ajustado

20

40+

B, en cm3/mol

2

B0+

K

120 1 1 ! 1 ! ! ! 1
150 200 250 300 350 400 450 500 550 600

Temperatura en Kelvin

Figura 32: B, experimental y ecuaciéon ajustada del metano vrs temperatura

7.3.2. Tablas y ajuste de funciones de B;

Ahora presento los resultados obtenidos de B3 para el metano calculados con
la transformada de Fourier e integrando con la regla del trapecio.
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T(K) | Treducida | Baexp X 10% (em®/mol?) | § By x 10°(em®/mol?) | Bsredue | Bs (em®/mol?)
126.58 | 0.850 -20.400 2.800 -1.208 -361.79
131.93 | 0.886 -13.600 12.000 -0.024 -7.29
135.99 | 0.913 -1.497 0.29 0.638 190.97
147.58 | 0.991 1.950 0.640 1.800 539.21
155.89 1.047 3.720 0.500 2.224 666.12
158.91 1.067 3.580 0.110 2.325 696.48
167.67 1.126 4.190 0.300 2.511 752.42
173.15 1.163 4.900 0.100 2.571 769.92
180.00 | 1.209 4.406 0.250 2.602 779.29
186.00 1.249 4.319 0.250 2.603 779.52
189.00 1.269 4.264 0.250 2.596 777.60
192.00 1.294 4.181 0.250 2.528 773.45
193.00 1.296 4.181 0.250 2.582 773.45
196.00 1.316 4.114 0.250 2.569 769.38
200.00 1.343 4.400 0.400 2.547 762.93
203.16 1.364 4.518 0.500 2.528 757.20
207.00 1.390 23.855 0.250 2.503 749.66
213.15 1.431 3.860 0.100 2.459 736.68
215.00 1.444 4.169 1.500 2.446 732.62
218.87 | 1.469 3.550 0.100 2.417 724.00
220.00 1.477 3.552 0.250 2.409 721.47
225.00 1.511 3.240 0.300 2.371 710.17
233.15 | 1.566 3.450 0.090 2.309 691.82
240.00 1.611 3.147 0.250 2.259 676.75
243.16 1.633 2.147 1.500 2.237 669.95
248.16 1.667 13.515 0.500 2.202 659.44
253.38 1.702 3.050 0.090 2.166 648.82
260.00 1.746 2.834 0.250 2.123 635.89
273.15 1.834 3.047 0.300 2.044 612.13
275.00 | 1.847 2.530 0.100 2.033 608.99
283.15 1.902 2.565 0.060 1.989 595.75
286.65 1.925 2.440 0.200 1.971 590.34
291.41 1.957 2.490 0.100 1.947 583.27
293.15 1.969 4.524 0.100 1.939 580.76
294.27 | 1.976 2.368 0.300 1.934 579.16
298.00 | 2.001 2.406 0.200 1.916 573.96
300.00 | 2.014 2.394 0.050 1.907 571.25
303.15 | 2.036 2.320 0.020 1.893 567.08
310.00 | 2.082 2.160 0.100 1.864 558.42

Cuadro 18: B3 experimental y Bs calculado con el potencial de LJ versus la temperatura y tem-
peratura reducida para el metano, parte I
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T(K) | Treducida | Baexp X 10% (em®/mol?) | § By x 10°(em®/mol?) | Bsredue | Bs (em®/mol?)
313.15 | 2.103 2.390 0.080 1.852 554.62
320.00 2.149 2.205 0.050 1.825 546.74
323.15 | 2.170 2.430 0.240 1.814 543.28
325.00 | 2.183 2.100 0.100 1.807 541.29
327.60 | 2.200 1.749 0.300 1.798 538.56
333.15 | 2.237 2.250 0.070 1.779 532.94
344.27 2.312 1.558 0.300 1.744 522.95
348.15 2.338 2.410 0.240 1.733 519.15
350.00 | 2.351 1.960 0.100 1.728 517.58
353.15 | 2.372 2.140 0.070 1.719 514.96
360.94 | 2.424 1.540 0.300 1.669 508.81
373.15 | 2.506 2.232 0.220 1.669 500.00
375.00 | 2.518 1.840 0.100 1.665 498.00
377.6 2.536 1.513 0.300 1.659 497.02
393.15 | 2.640 1.880 0.070 1.628 487.50
394.27 | 2.647 1.468 0.300 1.625 486.86
398.15 | 2.674 1.750 0.180 1.618 484.70
410.94 | 2.759 1.446 0.300 1.596 478.07
423.15 2.842 1.656 0.170 1.577 472.37
427.60 | 2.872 1.475 0.300 1.571 470.43
44427 | 2.984 1.451 0.300 1.548 463.77
448.15 | 3.009 1.585 0.020 1.544 462.34
460.94 | 3.096 1.457 0.300 1.528 457.92
473.15 3.177 1.514 0.020 1.616 454.09
477.60 | 3.207 1.437 0.300 1.512 452.78
494.27 | 3.319 1.426 0.300 1.496 448.22
498.15 | 3.345 1.465 0.020 1.493 447.24
510.94 3.431 1.401 0.300 1.483 444 .24
523.15 | 3.513 1.420 0.020 1.474 441.48
548.15 | 3.681 1.385 0.020 1.458 436.58
573.15 | 3.849 1.360 0.020 1.444 432.4
598.15 4.071 1.345 0.020 1.432 428.73
623.15 4.185 1.330 0.020 1.421 425.52

Cuadro 19: B3 experimental y B3 calculado con el potencial de LJ versus la temperatura y tem-
peratura reducida para el metano, parte II

Comparemos graficamente B3 experimental y calculado con Lennard-Jones, pa-
ra el metano
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B, con Ll y experimental
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Figura 33: Bs experimental y calculado con LJ para el metano

Es notable como difieren, un aspecto importante es que los valores experimen-
tales de Bjs tienen un error bastante grande, veamos el grafico de Bs con sus barras
de error.

4 B, experimental con barras de error para el metano

1 T T T T
B, experimental

051 —

B, &n cm®/maol?
T
L

3

= I I L
100 200 300 400 500 600 700
Temperatura (K)

Figura 34: Bs experimental con barras de error del metano

Al utilizar minimos cuadrados se obtiene la siguiente ecuacion para Bz reducido

32,27 1,85\ 42,327 12273 49,97
B3red 1 -

T. 705 715 + T2 72
7 3
— 4,495T'7 (1 + g7}) exp (T — 5,6T7}’5>

r
La ecuacion anterior se ajusta perfectamente a los valores calculados con el po-
tencial de Lennard-Jones, la grafica 35 lo muestra
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B, reducido calculado con L y la ecuacian ajustada para el metano

T I
---&-- B, calculo con LJ

Ecuacidn ajustada ||

E3 reducido

I I | |
0.5 1 15 2 25 3 S 4 45
Temperatura reducida

A5 1 1 1

Figura 35: B3 reducido versus temperatura reducida calculado con LJ y su ecuacién ajustada

Utilizando la ecuacién de McGlashan para dos temperaturas de la tabla (17)
se tienen las siguientes ecuaciones:

—47.6 T T?
Y — 4 _ & . 4 C
= 0,430 — 0,886 (285> 0,69 (2852>

—40,9 T T?
Y — 4 . C o 4 C
= 0,430 — 0,886 (303> 0,69 (3032>

Al resolver con Mathematica se obtiene T, = 204,8 K comparado con la tempe-
ratura critica experimental T, = 191K se tiene un error de 7,2 %, en cuanto a el
volumen critico se obtiene v, = 84,2cm?/mol y el experimental es v, = 100cm? /mol

asi el error porcentual en el calculo del volumen es de 15,8 %

Usando los datos experimentales recopilados por Dymond [26] de P, V,,, Zeyperimental,
podemos darnos cuenta que el factor Z calculado con los coeficientes viriales se
ajustan bien a los datos experimentales para la isoterma de 200K.
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P(MPa) | V,,(em?®/mol) | 1+ By/Vy, | 1+ By Vi + B3 /V2 | Zewy
0.2 20.100 0.98725 0.98731 0.9873
0.5 3219.00 0.96749 0.96788 0.96789

1 1553.70 0.93265 0.93431 0.93432
2 716.46 0.85349 0.86178 0.86170
3 431.840 0.75768 0.77924 0.77906
4 282.83 0.68028 0.68130
5 182.790 0.68028 0.68130
5.5 138.52 0.54785 0.54963
6 97.913 0.45409 0.45816

Cuadro 20: Valores experimentales de P, V., Zeaperimentar Y Z calculado con la ecuacion del virial,
para el metano con T=200K

La grafica 36 muestra P versus Zyiyiqr y P versus Zeyperimental, basicamente am-
bas coinciden.

Z= BQV%"'BaV% Y Zexpemmenta\ a 200K
1z T | T |

T
2 Zyiriales ——

experimental

09 -

0.8 —

0.7 —

06 —

0.5 -

Factor de compresibilidad Z

0.4 —

0.3 | 1 | 1 |

Presion en MPa

Figura 36: Comparacion de Zeyperimentar Y Z calculado con la ecuacién virial, para el metano con
T=200K

7.4. Comparaciéon de B; calculado con tres potenciales diferentes

Hemos visto que el segundo coeficiente del virial calculado con el potencial de
Lennard-Jones se ajusta muy bien a los datos experimentales disponibles, ahora
comparemos estos datos experimentales de manera simultanea con By calculado
con el potencial de esferas duras, pozo cuadrado y Lennard-Jones. El gas seleccio-
nado para realizar la comparacion es el Metano, pero los resultados son similares
para el Argon, y COs. La figura 37 muestra el comportamiento de los potenciales
mencionados y los valores experimentales.
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Comparacidn de B, calculado con tres potenciales diferentes
100 T T | T T

50

-100

-150

Bvir [cm3/mol]

-200

-250

-300

-350

-400

0 100 200 300 400 500 600 700 800

Figura 37: Comparacion de By calculado con tres potenciales diferentes y los valores experimentales

Se observa claramente que By calculado con el potencial de Lennard-Jones es
el que mejor se ajusta a los datos experiemntales.
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7.5. Applets que calculan By y B3 reducidos

Utilizando los programas de computo del segundo y tercer coeficiente virial en

Java, se desarrollaron applets, con el inico objetivo de generar recursos pedagdgi-
cos para los estudiantes de fisica, de esta manera ellos podrian calcular estos
coeficientes viriales, obtener sus propias curvas ajustadas y asi calcular algunas
propiedades termodinamicas.
Se construyo un menu, ver figura 38, en donde se puede seleccionar ya sea el segun-
do o tercer coeficiente, pero este menu incluye algunas simulaciones relacionadas
todas con el potencial de Lennard-Jones en el anexo 9.7 se describen las simula-
ciones adicionales [11].

5 = XY
Simulaciones
Potencial LJ ] [ LI-2D Metropolis l
Dindmica Molecular ] Segundo Coeficiente Virial
Equilibrio Térmico ] [ Tercer Coefidente Virial

Programacion Java

l LI-2D-Molecular Dynamic
l Acerca De

|
[ Medidas Temperatura l
|
|

Figura 38: Menu de los applets

Al pinchar segundo coeficiente virial en el ment, se observa la siguiente pantalla

Temperatura Agregar Borrar Ultima

Temperatura 82 Reducido Error

£l segundo coeficiente viril considerala interaccidn de dos partiuias, se calcula utiizando el potendil de Lennard-Jones mediante mediante integracion numerica. Tiene unidades de cn3/mol

Figura 39: Pantalla del applet que calcula B,

Aqui podemos escoger la temperatura e ir agregando mas temperaturas y el
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applet va calculando Bs

Para calcular Bs en el ment seleccionamos tercer coeficiente virial y se muestra la
siguiente pantalla.

2l s|E] = |
Factor K
Temperatura Borar Ultima
Temperatura Temperatura Reducida B Reducido

£l tercer coeficente virial considera la interaccion de tres particulas, de forma aditiva, se caleula utiizando e potendial de Lennard-Jones mediante tranformada rapida de Fourier. Tiene uridades de cm6/mol 2

Figura 40: Pantalla del applet que calcula Bj

Al ingresar las temperaturas el applet calcula la temperatura reducida y el
tercer coeficiente virial reducido.
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8.

Conclusiones

. El segundo coeficiente virial calculado con el potencial de Lennard-Jones, pre-

dice bastante bien a los valores experimentales del Argon, CO; y el Metano,
esto significa que el potencial de Lennard-Jones es adecuado para estudiar las
interacciones en pares, para los gases estudiados.

. Al comparar B, calculado con los potenciales de esferas duras, pozo cuadrado

y Lennard-Jones, vemos que los valores obtenidos con LJ, se ajustan mejor
a los datos experimentales, luego le sigue el potencial de pozo cuadrado y el
que menos se ajusta a los datos es el potencial de esferas duras.

. Se obtuvieron ecuaciones para By para los valores experimentales y calcula-

dos con el potencial de Lennard-Jones, en la mayoria de los casos el ajuste es
perfecto, esto significa que R? = 1, asi los datos quedaban sobre la ecuacién
de minimos cuadrados obtenidos.

. El tercer coeficiente virial se calculo asumiendo solo aditividad en las interac-

ciones, se utilizo la transformada de Fourier y se integro con regla del trapecio,
los datos obtenidos no se ajustan bien a los valores experimentales, esto esta
de acuerdo a la literatura cientifica, es defecto del potencial de Lennard-Jones
que no es adecuado para estudiar las interacciones o cimulos de tres particu-
las.

. Para obtener ecuaciones ajustadas de B3 se utilizaron unidades reducidas, los

valores calculado con Bj utilizando el potencial de Lennard-Jones se ajusta-
ron perfectamente a las ecuaciones obtenidas por minimos cuadrados.

. Se calculo la temperatura critica y volumen critico para el Argén, COy y

Metano, usando la ecuacién de McGlashan y Potter con el By calculado con
el potencial de Lennard-Jones, los resultados son muy buenos ya que el error
porcentual es bajo para los tres gases seleccionados.

. Se desarrollaron applets que calculan el segundo y tercer coeficiente virial

reducido.
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9. Anexos

9.1. Expansion de la ecuaciéon de estado virial en funcion de la presion

La ecuacién de estado del virial también se puede expandir en funcién de la
presion y en algunas ocasiones conviene tal como se observo al estudiar el con-
cepto de fugacidad. La ecuacién de estado virial en términos del volumen molar y

también en términos de la presién:

Vi By DB
Dim _ g 22 28
RT v, w2t
PV

= 1+ Byp + Byp* + ...

igualando las dos ecuaciones

/ ! B2 BS
Bop + Bap? + ... = votye e

multipliquemos por V,, la ecuacion anterior

/ ! B
BypVi + Byp?Vi + ... = By + V—3 T

m

B
reemplacemos pV,, = RT [1 + V—2]

, B , B B
B, {1+V—2] RT + BypRT [1+—2] =By + =2

m Vm VWL
RT ., :
ahora p = — es reemplazada en la ecuacién anterior
B, |1+ 22 RT+B’(RT)2 1422 —p, 4 B
T Vi SV Vl TV

eliminando los corchetes se tiene

B,ByRT N By (RT)* N B; (RT)* By
Vin Vin V2 B

m

RT B, +
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igualando coeficientes

’ BQ
B, = —
> RT

B,ByRT N B; (RT)* B
Vin Vin Vin

al eliminar V,,, y reemplazar B/2

/ B3 - BQ
B; = 22
(RT)

de esta manera la ecuacion (142) queda:

Vi By Bs — B% 2
rrm_q
RT + RT‘D+ (RT)2 P

9.2. Expansion virial de algunas ecuaciones de estado

Existen muchas ecuaciones de estado para describir los gases reales y en la ma-
yoria de ellas podemos realizar una expansion en serie de potencias para obtener
la expansién virial correspondiente y partir de los coeficientes viriales experimen-
tales o tedricos calcular los parametros que caracterizan a la ecuacién de estado
de interés.
Ecuacion de estado de van der Waals
La ecuacion de estado de van der Waals en términos del volumen molar se escribe:
_RT a

Vin—0 V2

Tomemos V,, de factor del primer denominador, la ecuacién queda:

p

b= RT a
- b\ V2
Vil 1— — mn
(%)
: : . b
Haciendo el cambio de variable x = v nos damos cuenta que podemos desa-

rrollar usando la serie de Taylor

z? 3
(1+:E)":1+nx+n(n—1)§+n(n—1)(n—2)§+...
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con n=-1

reemplazando en la ecuaciéon de estado, se tiene

LN CORLUIL R
=y, v, vz ) T

(bl Be)

comparando la ecuacién anterior con

MGy By By
P=5- v, V2

asi encontramos

By b—— B; = b2
RT Yy 3

Con los datos generados en las tablas 5 y 7, tomamos By y B3 calculados con el
potencial de Lennard-Jones, para evaluar los constantes de van der Waals para el

Argén a 273.15K.

b = /B3 = /1158,88 = 34,04cm?/mol
a_.RTaw—Bg (82,07) (273,15) (34,04 + 22,12) = 1,26 x 10° (em®) atm/mol®

Ecuacion de estado de Dieterici
La ecuaciéon de estado es:

V. —b

Factorizando el denominador se tiene

RT —a/RTV,,

p: [
b

w(1-

v ( %)

Usando las expansiones en series de potencias:

—1l4+x+22+..
1—=x
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1
e_le—x+§x2+...

se obtiene

S PO U PR ¥ (S
=y 1 v, RTV,, ' 2 \RTV,
__RT 1—|—<b a>1+b2 ab+ a? 1_|_
P=y, RT) V, RT " omeT2) V2T
comparando con la ecuaciéon virial se obtiene
a ab a’
By=b—— B3=10"—
? RT ° RT " 2R°T?
Despejando para las constantes de la ecuacién de Dieterice, se obtiene
b= (2Bs— BY)"? a=RT(b— By)

Evaluando nuevamente para el Argon a 273K, se obtiene
1/2
b= [2 (1158,88) — (—22,12)2} — 42,76¢m? /mol

a = (82,07) (273,15) (42,76 + 22,12) = 1,45 x 10° (em®) atm/mol

9.3. Calculo de B; para esferas duras, usando el método de traslape

Vamos a ilustrar el método de traslape de volimenes, este es un método geométri-
co que puede ser complicado dependiendo del potencial, el caso mas simple es con-
siderar que los atomos o moléculas del gas son esferas duras de radio R, confinadas
en una caja de volumen V [31].

Bj; se puede escribir

Byi=-gp | [ [ 1@ (@) 1 @) dgdiad

Primero cambiamos de coordenadas (q1, ¢2, q¢3) — (q1, G21, q31)

donde 1 =@ —q1y g1 =@ — ¢

Calculemos el Jacobiano
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[0 Oq1 Oqp T
01 0ga1 Ogs:

100
Olqn@203) _ | 922 922 O¢2 | _ || | ol
a (Ql; 421, Q31) aql aq21 8Q31 1 01
dgz  Ogz  Ogs

L 01 Ogoa1 Ogs1

Hacemos el cambio de variables

1
QZQ31—Q21YQ:§(C]31+Q21)

El Jacobiano de esta transformacion también es uno. El tercer coeficiente virial
toma la forma

mi=y [ [1(@-50) 5 (@+3a) r@and

La integracién sobre () puede ser evaluada de acuerdo a la geometria de la figura 43

Figura 41: Dominio de integracién para calcular Bz con traslape de esferas duras [31]

El circulo de la izquierda representa la esfera
d 1 =
QSRYP+?ASR
— 1 =
q—§Q
La integracién sobre ) en la ecuacién (137) da el volumen compartido en la regién
de traslape. Este volumen es el doble de un casquete esférico de radio R y altura

La esfera de la derecha cumple que <R

h = R — —q. El volumen de tal casquete es §7Th2 (3R — h). Entonces la integracion
sobre () da
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Ar R3 3q 7
By = j—
T / ( IR T 16RP

5m2 RO _ §b2
18 g0

B3 =

9.4. Calculo de B3 con LJ utilizando el volumen de traslape de dos
moléculas

Para el tercer coeficiente virial Kiahara [21] desarrollo un método geométri-
co mucho mas complicado que el método de la transformada de Fourier que se
utilizo en esta tesis, expandi6 las integrales asociadas a B3 considerando el volu-
men de traslape de dos particulas que interactuan mediante un choque, revisemos
su método, el potencial de Lennard-Jones se puede escribir en forma general como:

S PR S PR R

n—m\r n—m\r

Au>0, n>m>3

La técnica de expansion en series también se puede aplicar al tercer coeficiente
virial, B3, haciendo el cambio de variable se puede escribir:

3/4
= —47‘(’ / / 1/2/ f T12 f(?“13)f(7“23)R del‘d( ) (146)
donde R = 1o, (ZL’ +y R2 —7’137 [(1_33) +y ]R :T%?)

Primero integramos por partes con respecto a R:

/ f(r12) f(r1s) f(ros) RPdR = / of (Tméglﬁ 23 pogpy (147)

0
Aqui el producto de las f funciones puede ser escrito como la suma:

F(ri2) f(ris) f(ras) = fO = f — f& — fO) 4 f(r15) + f(r13) + f(r23)
Donde:

fO = exp[—(kT) " {U(r12) + U(r13) + Ulras)}] — 1

fW = exp[—(KT) " {U(r12) + U(ri3)}] — 1
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f@ = exp[—(KT) ™ {U(r12) + U(ras)}] — 1
fO = exp[—(KT) ™ {U(r13) + U(ras)}] — 1

Para m > 6, la integral de la suma de estos siete términos puede ser evaluado co-
mo la suma de siete integrales. El dominio de integracion se muestra en la figura 42.

/

3
|
R
1 2
>

Figura 42: Dominio de integracién para calcular Bj,[21]
La integral (146) puede ser expandida en series de potencias:
1 ( A )Wni t
—— | 7= Bsy',
n \ kT —
[ ET m/n
=5 (%)

Donde:

E=Ririz= (22 +y*) V% n=R/ryy=[1—2)>+y* 1/

Entonces se obtiene:
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L () e )
Bg = n (/{jT) / / 212 Bgtdxdy (148)

Tomando m = 6, el potencial es del tlpo (6,m), con lo cual queda:

Utr) = Us [n E 6 (%)n T n = 6 (%)6] (149)

Finalmente el tercer coeficiente virial es igual a:

B = 10u, i i (n) (%)t (150)

t=0

U_E i 3/n—ET3 6 ﬂ 3/n
07 6 \ kT T 6 '\ n—6kT

y 1p (KT 6/n_ n 6 U (n=6)/n

2 2kT \ A 12 \n—6kT

Los valores de 4, fueron calculados por Kihara [21] por integracién numérica, los
resultados se muestran la tabla 21:

[ 20 [%(12)
0 | 1.561 | 1.383
1 |-2.940 | -2.562
2 10929 | 1.215
3 | 0.716 | 0.766
4 | 0.503 | 0.343
5 1 0.291 | 0.047
6 | 0.105 | -0.112
7 1 -0.04 | -0.168
8 | -0.14 | -0.164
9 | -0.20 | -0.134
10 | -0.23 | -0.098
11 | -0.23 | -0.067

Cuadro 21: Coeficientes de la expansién en serie (97),[21]
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9.5. Correccién cuantica del segundo coeficiente virial

En esta secciéon vamos a considerar el formalismo de la mecénica cuantica para
obtener valores mas exactos de Bs. Consideremos las ecuaciones generales:

Q _ E e—ﬂEj
J
1
- —BE,;
<m>——E m.e J 151
Q ; J ( )

Donde < m > es el promedio del ensamblaje de la propiedad mecénica, y m; es el
valor esperado cuantico del operador m en el j estado cuantico. Vamos a expresar
Q y < m > en términos del operador cuantico H y m. Se tiene {¢;} un grupo de
funciones propias normalizadas de H y {E;} sus correspondientes valores propios,
esto es:

Hy; = Ejy
Donde 9; es una funcién propia de H, también se puede escribir como
H"pj = Ejv; (152)

para la n integral. Esto nos permite definir una funcién analitica de H actuando
sobre 1;. En particular, tenemos

e—ﬁHq/)j _ (Z (_nﬁ')an> w]_ — Z (—

n=0

= Z (—nﬁ') By = e Py,
n=0 )

En general, funciones de operadores se definen por medio de su expansién en serie
de MacLaurin. Asi se tiene

e_ﬁH@Dj — e—ﬁEJ‘% (153)

Multiplicando ambos lados de esta ecuacion por ¢; e integrando sobre todos los
valores de las coordenadas se tiene

PR — / wie Mapdr (154)

donde se ha utilizado el hecho que exp(—pE;) es solo un nimero y v, esta nor-
malizada. Q se puede escribir
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Q=) e=)" / wre Mipdr (155)
J J

La integral (155) se puede escribir en forma matricial

/@/er_ﬁszde = (e_ﬁH)Z.j (156)
En esta representacion, la funcién de particién candnica es
Q=2 (), =Tr () (157)
j

hemos utilizado la notacion de representar una suma sobre los elementos diago-
nales de una matriz por Tr, que significa traza. Ahora hay un teorema estandar
del algebra matricial que dice que la traza de una matriz es independiente de la
funcién particular ¢; en la ecuacién (156) para calcular los elementos de matriz.
Tomemos {¢;} un grupo ortonormal de funciones propias de H y tomemos {¢,}
otro grupo ortonormal de funciones que puede ser expandido en términos de v;
como

5= i (158)

donde las a;, son constantes. Podemos calcular las a;, multiplicando ambos lados
de la ecuacién (158) por 5, e integrando sobre todos los valores de las coordena-
das y usando el hecho que que las 1; son ortonormales:

i = / Pigidr (159)

Ya que las ¢; estan normalizadas, se tiene que las a;, deben satisfacer la condicién

> a,a, =1 (160)

n

también necesitamos expandir ¢; en términos de las ¢

Vs = stt¢t (161)
t

Los by pueden relacionarse con los aj, multiplicando ambos lados de la ecuacién
por ¢; y el hecho que las ¢; son ortonormales:

by = /gbf;z/}sdT = a;, (162)
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se utilizo la ecuacion (159) para escribir la igualdad (162). Asi los b;; se obtienen
de los a;; revirtiendo los subindices y tomando el conjugado complejo. Ya que las
1 estan normalizadas, se tiene

> Vb =Y anan =1 (163)

n
Considerando lo anterior la funcion de particion la podemos escribir:

Q=) / Yre MHydr = / ¢re Mg dr (164)
J J

Renombremos la ecuacién (164) por Qn

Qv =) / W e Py dr . dirg (165)

La funcion de particién () puede ser expandida en serie de potencia de h, siendo
el término principal la funcién de particién clasica, sin tomar N! ya que no vamos
a considerar el requerimiento de simetria de la funcién de onda. Se tiene

@y = g [ - [ cap(-BH)w (i, 5) iy

con wy =1
. N
—if3? .
wp = om lej-VjU
]:
N N N 2
wy = - 622 2U—ﬁ—3 D (U P+ =D v | U
2 2m | 2 k=1 ' k=1 ' k=1 o

Ahora sustituyamos esta serie en )y e integramos sobre los momentos para obte-
ner

3N/2 2
Qy = 27”"” // ~8U {1 - i Z (V%U - § (ka)2) + } dr..di%

- (166)

El segundo coeficiente virial se puede escribir

By (T) = 5 (Q2 — @7) (167)

1
57 (
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donde

Q1 = / dii =V = Q= / / e~/ qr dry

La contribucion de w; desaparece al integrar ya que es una funcion impar de
momento. Ahora dividimos esto por N! y sustituimos en (167) para obtener

00 B2 00 d 2
By = —27T/ [eﬁu(’”) - 1} r2dr + 3 / e~ Pu(r) <_u) r?dr + O (h3)
0 24mm (KT')" Jo dr
(168)

La siguiente tabla muestra la contribucién cuéntica a By para varios gases a va-
rias temperaturas y no solo la primera correcciéon que hemos considerado en esta
seccion.

gas T (K) Bclasico h? h4

He | 27.3 -4.87 | 9.16 | -4.05
He | 83.5 8.87 1.82 | -.019
He | 256.0 | 11.13 | 0.48 | -0.01
Hy | 49.2 -47.1 | 20.68 | -8.64
Hy | 1828 7.55 2.26 |-0.19
Hy | 592.0 15.7 0.49 |-0.01
Ne | 35.6 -66.2 | 3.80 |-0.47
Ne 95 -6.23 | 0.55 | -0.01
Ne | 392 12.1 0.07 0

Cuadro 22: Contribucién de varios términos cudnticos al segundo coeficiente virial,[16]

Claramente la correccién cuantica es menos importante a medida que la tem-
peratura toma valores relativamente mas grande. El caso del He y el Hy es donde

el efecto cuantico es mas importante, pero siempre a temperaturas relativamente
bajas [14].

9.6. Algunos de los programas utilizados

Para calcular el segundo coeficiente virial, se utilizo integracion adaptativa, este
es el script en Matlab para dicho método [48].

function [SRmat,quad,err]=adapt(f,a,b,tol)
% Datos
% -f es el integrando, dado como una cadena de caracteres
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% a y b son los extremos inferior y superior del intervalo de integracién
% tol es la tolerancia
% SRmat es la tabla de valores
% quad es la aproximacién a la integral
% err es error estimado
% Inicializacién de los valores
SRmat=zeros(30,6) ;
iterating=0;
done=1;
SRvec=zeros(1,6);
SRvec=srule(f,a,b,tol);
SRmat (1,1:6)=SRvec;
m=1;
state=iterating;
while(state==iterating)
n=m;
for j=n:-1:1
P=J;
SROvec=SRmat (p, :) ;
err=SR0vec(5) ;
t01=SROvec(6) ;
if (tol<=err)
% se divide el intervalo, se aplica
%hla regla de Simpson y se determina el error
state=done;
SR1vec=SR0vec;
SR2vec=SR0vec;
a=SR0vec(1);
b=SR0Ovec(2);
c=(a+b)/2;
err=SR0vec(5) ;
t0l1=SR0vec(6) ;
tol2=to0l/2;
SRivec=srule(f,a,c,to0l2);
SR2vec=srule(f,c,b,to0l2);
err=abs (SROvec (3)-SR2vec (3)-SR2vec(3))/10;
% Criterio de exactitud
if (err<tol)
SRmat (p, : )=SROvec;
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SRmat (p,4)=SR1lvec(3)+SR2vec(3);
SRmat (p,5)=err;

else
SRmat (p+1:m+1, :)=SRivec(p:m,:);
m=m+1;
SRmat (p, : )=SRlvec;
SRmat (p+1, :)=SR2vec;
state=iterating;

end

end

end

end

quad=sum(SRmat (:,4));
err=sum(abs(SRmat(:,5)));
SRmat=SRmat(1:m,1,6);

En el calculo de Bj se utilizo la regla del trapecio, este es el script en Matlab para
integrar con dicho método [48].

function T=rctrap(f,a,b,n)
% Datos
% f es el integrando, dado como una cadena de caracteres
% a y b son los extremos inferior y superior del intervalo de integracién
% n es el nimero de veces que se hace la recursién
%» T es la lista de aproximaciones obtenidas
% con la regla recursiva del trapecio
M=1;
h=b-a;
T=zeros(1,n+1);
T(1)=h*(feval(f,a)+feval(f,b))/2;
for j=1:n
M=2x*M;
h=h/2;
s=0;
for k=1:M/2
x=a+hx* (2*k-1) ;
s=s+feval (f,x);
end
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T(j+1)=T(j)/2+h*s;
end

El siguiente script en Matlab genera una matriz luego calcula los coeficientes de
la ecuaciéon de regresion con minimos cuadrados. En los vectores bl, b, w no se
muestran todos los datos.

format long;
bl=[-2.1643,-1.9506,-1.8006,-1.5575,-1.4182,-1.35199,-1.26196,-1.1791] ;
b=[-255.4,-223.7,-202.8,-168.9,-155.1,-150.1,-142.7,-131.6,-121.7;
w=[1,0.5,0.4,0.3,0.3,0.3,0.3,0.2,0.5,0.3,0.3,0.5,1.0,0.3,1.0,0.3,0.1];
m=1;

for T=[1.0945,1.1604,1.2109,1.3118,1.3782,1.4127,1.4632,1.5136],

for k=1:5
if k==
A(m,k)=1;
elseif k==2
A(m,k)=1/(T);
elseif k==3
A(m,k)=1/(T)"2;
elseif k==4
A(m,k)=1/(T)"3;
elseif k==5
A(m,k)=1/(T)"4;
else

end

end
m=m+1 ;

end
x=1scov(A,bl’)

size(A)

T=[1.0945,1.1604,1.2109,1.3118,1.3782,1.4127,1.4632,1.5136] ;
y=0.6403-(1.46905) ./T-(3.054389) ./T."2+(2.33129) ./T.~3-(0.991192) . /T."4;
plot(T,bl,’:0k’,T,y,’-b’)

herrorbar (T,y,w)

xlabel (’ Temperatura reducida’)
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ylabel (’B2 reducido’)

title(’ B2 reducido calculado con LJ del Dioxido de carbono versus
temperatura reducida’)

legend (’B2 reducido calculado con LJ ’)

El siguiente script en Matlab calcula el segundo coeficiente virial utilizando el po-
tencial de Lennard-Jones e integrando con la regla adaptativa de Simpson.

format long;

k=1;
for T=[217,220,230,240,250,260,270,273.15,280,290,293.20,298.15],
Tred=T./198.2;
func=0(x)-3*(exp(-(4./Tred)*(x.7(-12)-x."(-6)))-1) .*x."2;
y (k) =quad (func,0,100) ;
B2red=y (k) ;
B2=((2%3.1416%(6.022e23) *(4.328e-8) "3) /3) xy (k) ;
fcuan=0(x) (-48./Tred"5) * ((-12%x .~ (-13)+6*x.~(-7))."2) . *
((exp(=(4./Tred)*(x." (-12)-x.7(-6))))."3) .*x."2;
z (k) =quadl (fcuan,0.00000000001,100) ;
Fcred=z(k);
Bcuan=(2.4768e-005) *Fcred+B2;
k = k+1;
fprintf (?9%5.1f %8.4f %12.6f %14.6f %16.3e%18.6f\n’,T,Tred,
B2red,B2,Fcred,Bcuan)
end

El siguiente script, calcula By y sus primera y segunda derivada [33].

function 1js(iflag0,TS)
JLennard-Jones script
hCalcula Bx, TxdB*/dT* y T*"2d"2B*/dT*"2

%0.5 to 5.0 Cambiar valores de m en el rango.
warning off
fprintf (’Este programa calcula el segundo coeficiente del virial
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y su primera y segunda derivada. \n’);
%iflag0 = input(’Seleccionar (0) para calcular un valor fijo Tx
% o (1) en un rango > ’);
delete(’LJVirial.xls’)
result=[0,0,0,0];
if iflag0 ==
%TS(1) = input(’Ingresar el valor de T*x = ’);
m=1;
E(m)=1./TS(m);
for k=1:1:2000
r(k)=0.01%k+0.0001;
y(k)=r(k)"3;
ud (k) =(y (k)" (-4)-y (k)" (-2));
uy (k) =4*E(m) . *ud (k) ;
fy(k)=1-exp(-uy(k));
intgl (k)=-4*E(m) . *exp (-uy (k) ) *ud (k) ;
intg?2 (k)=-8*exp (-uy (k) ) * (2% (ud (k) “2) . *E(m) . *E(m) —ud (k) . *E(m) ) ;
end
B(m)=trapz(y,fy);
TdBdT (m)=trapz(y,intgl);
T2d2BdT2(m)=trapz(y,intg2) ;
result=[TS(m),B(m),TdBAT (m) ,T2d2BdT2(m)];
end
if iflagO==
for m=1:48
TS(m)=0.1.*x(m+2);
E(m)=1./TS(m);
for k=1:1:2000
r(k)=0.01%k+0.0001;
y (k)=r(k)"3;
ud (k) =(y (k) "~ (-4)-y (k)" (-2));
uy (k) =4*E(m) . *ud (k) ;
fy(k)=1-exp(-uy(k));
intgl (k)=-4*E(m) . *exp (-uy (k) ) *ud (k) ;
intg2 (k) =-8*exp (-uy (k) ) * (2% (ud(k) “2) . *E(m) . *E(m) -ud (k) . *E(m) ) ;
end
%plot(r,intg)
B(m)=trapz(y,fy);
TdBAT (m) =trapz(y,intgl) ;
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T2d2BdT2 (m)=trapz(y,intg2) ;
result=[result; TS(m),B(m),TdBdT(m),T2d2BdT2(m)];
end
end
Yoo
% Imprimir salida
[n, jl=size(result);
disp(’ )
disp(’ T* Bx T+ (dB*x/dT*)  T*~2(d"2B*/dT*"2)’)

fprintf (*%8.2f%11.4£%12.4£%16.4f\n’ ,result(k,:))
end
disp(’ )
Yoo
% Imprime una salida en excel
xlswrite(’LIVirial’ ,{’Tx’,’Bx*’, T*(dB*/dT*)’, T*~2(d"2B*/dT*"2) "’}
,’Data’,’Al1’)
xlswrite(’LJVirial’,result,’Data’,’A2’)

El siguiente script calcula y grafica algunas propiedades termodinédmicas, utilizan-
do By y sus derivadas [33].

function tabla = termovirial
hCalcula propiedades termodinamicas para la
hecuacion de estado del virial
%hlos valores de B2 y sus derivadas se calcularon por
Jiseparado con el script ljs.m
tr(1)=1.35;
tr(2)=2.70;
tr(3)=4.05;
b(1)=-1.4748;, db(1)=2.8055;,d2b(1)=-6.8663;
b(2)=-0.2233;, db(2)=1.0999;,d2b(2)=-2.5238;
b(3)=+0.1238;, db(3)=0.6507;,d2b(3)=-1.5006;
for j=1:1:16

pr(j)=0.05%(j-1);
end

for i=1:1:3
bet=3./(2%3.14159%b(i));

130



for j=1:1:16
c(j)=-pr(j)*0.142%bet/tr(i);

if bet<0

rho(i,j)=(1/2)*(~-bet-(bet"2-4*c(j))"0.5);

end

if bet>0
rho(i,j)=(1/2)*(-bet+(bet~2-4%c(j))~0.5);

end

table(1,1,3)=tr(i); table(2,i,j)=pr(j); table(3,i,j)=rho(i,j);
z(i,j)=1.+b(i)*rho(i, ) *2%3.14159/3;
dU(i, j)=tr(i)*db(i)*rho(i, j)*2.x3.14159/3.;
dH(i,j)=dU(i,j)+z(i,j)-1.;
fp(i,j)=exp(4*3.14159*rho (i, j)*b(i)/3.);
dS(i,j)=-2%3.14159*rho (i, j)*db(i) /3.
table(4,i,j)=z(i,j); table(5,i,j)=dU(i,j);table(6,1i,j)=dH(i,]);

end

end

subplot(2,3,1)

plot(pr(:),z(1,:),pr(:),z(2,:),pr(:),z(3,:))

xlabel (’P/Pc*’)

ylabel(°Z’)

title(’Factor Z’)

subplot(2,3,2)
plot(pr(:),dU(1,:),pr(:),dUu(2,:),pr(:),du(3,:))
xlabel (’P/Pc*’)

ylabel (’dU/NKT’)

title(’Energia interna U/NRT’)

subplot(2,3,3)
plot(pr(:),dH(1,:),pr(:),dH(2,:),pr(:),dH(3,:))
xlabel (’P/Pcx*’)

ylabel (’dH/NKT’)

title(’Entalpia H/NRT’)

subplot(2,3,4)
plot(pr(:),fp(1,:),pr(:),fp(2,:),pr(:) ,fp(3,:))
xlabel (’P/Pcx*’)

ylabel(’f/p’)
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title(’Coeficiente de fugacidad’)

subplot(2,3,5)
plot(pr(:),ds(1,:),pr(:),dS(2,:),pr(:),dS(3,:))
xlabel (’P/Pcx’)
ylabel (’\Delta S/Nk’)
title(’Entropia de partida, S/NR’)

end

El siguiente script, calcula y grafica By con tres potenciales diferentes junto con
los valores experimentales versus temperatura.

hSegundo coeficiente virial de Dymond and E.B. Smith
%"The Virial Coefficients of Pure Gases and Mixtures",Oxford Uni-
hversity Press.
o
T = [273.15 293.15 273.15 298.15 323.15 348.15 373.15 398.15 ...
423.15 273.15 298.15 323.15 348.15 373.15 398.15 423.15 ...
423.15 448.15 473.15 498.15 523.15 548.15 573.15 150.00 ...
200.00 250.00 300.00 350.00 400.00 450.00 303.15 323.15 ...
333.15 343.15 363.15 383.15 108.45 108.45 125.20 125.20 ...
149.10 149.10 186.40 186.40 223.60 223.60 249.30 249.30 ...
110.83 112.43 114.45 116.79 121.25 128.84 136.75 148.28 ...
162.29 178.41 202.49 221.10 243.80 273.17 126.58 135.99 ...
147.58 1568.91 173.49 191.10];
B = [-53.91 -48.68 -54.07 -43.38 -34.72 -27.87 -21.74 -16.09 ...
-11.46 -53.86 -43.34 -34.62 -27.73 -21.58 -16.36 -11.62 ...
-11.4 -7.5 -4.0 -0.9 1.9 4.5 6.8 -169.1 ...
-100.1 -63.14 -43.32 -26.80 -15.33 -3.91 -38.2 -35.2 ...
-33.9 -28.5 -22.7 -19.7 -370.0 -361.5 -268.0 -268.9 ...
-188.0 -187.6 -126.1 -126.2 -82.62 -82.69 -69.53 -68.38 ...
-330.1 -319.9 -307.8 -295.5 -274.5 -244.3 -218.9 -187.7 ...
-158.4 -132.2 -103.4 -85.8 -70.3 -53.7 -242.3 -215.2 ...
-185.0 -161.5 -137.6 -114.3];
o
plot(T,B,’ob’); hold on
ylabel (’Bvir [cm3/mol]’); xlabel(’T [K]’)
o
e = 1.96e-21; 7 Lennard-Jones energia de interaccion "epsilon" [J]
k = 1.380658e-23; % constante de Boltzmann [J/k]
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Av = 6.02213674e23; /» numero de Avogadro [-]
s = 3.783e-10; % Lennard-Jones diametro de colision "sigma" [m]
HS = 1e6%(2/3) *pi*Av*s~3; % coeficiente vir Esfera dura [cm3/mol]
T = 90:10:800; % temperatura [K]

LJ = zeros(size(T)); % coef virial Lennard-Jones [cm3/mol]

fi = [’4%’ ,;num2str(e),’*(x."(-4)-x."(-2))’]; % LJ-potencial

x1 =0.1; % minimo (R/sigma) valor de la integracion numer

x2 = 100; % maximo (R/sigma) valor de la integracion numer

h
%Integracion de Lennard-Jones ( variable x=(R/sigma)"3)
for i=1:1length(T)

F = [’1-exp(-’,fi,’/’ ,num2str(k),’/’ ,num2str(T(i)),’)’]; %

ekT = 4xe/k/T(i); b

iFdx = x1 ... % limite de esfera dura
+ quadl(F,x1,x2) ... % integracion numerica

+ ekTx((1-ekT/2)*x2°(-3)/3-x2"(-1)); % expansion de Taylor

LJ(i) = HS*iFdx; ' Lennard-Jones coeficiente virial [cm3/mol]
end
h
Tb = spline(LJ,T,0); % temperatura de Boyle [K]
ekT = exp(e/k/Tb); % factor de Boltzmann [-]
a3 = ekT/(ekT-1); % pozo cuadrado width [-]
SW = HS*x(1+(a3-1)*(l-exp(e/k./T))); ' coef vir del pozo cuadrado

b

plot([0,max(T)], [HS,HS],’g’,T,SW,’r’,T,LJ, ’b’); box on; grid on
plot([Tb,Tb], [0,-100],°k’,’LineWidth’,0.2) ;text(Tb-25,-120,’Tb’)

plot ([300 400], [-200 -200],’-g’); text (Tb-25,-200, ’ED’)

plot ([300 400], [-275 -275],’-1r’); text (Tb-25,-275,’PC’)

plot ([300 400], [-350 -350],’-b’); hold off;text(Tb-25,-350,’LJ’)

axis ([0 max(T),floor(min(B)/100)*100,ceil (max(B)/100)*100]);
title(’Comparacién de B_{2} calculado con tres potenciales diferentes’)

El siguiente programa en FORTRAN 90, calcula energia cinética, energia potencial
y energia total, para un conjunto de atomos que interactuan mediante el potencial
de Lennard-Jones, estos calculos se realizan utilizado dindmica molecular.

' MD.£90: Dinamica molecular para n atomos en 1D con el potencial Lennard-
I Algoritmo Verlet
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I Natom - numero de atomos

' Nmax - numero maximo de atmos

I Nstep - numero de pasos

' Nprint - numero de intervalos de tiempo entre impresion

' L = tamanio de la caja
' h - paso del tiempo
! hover2 = h/2

! EP - energia potencial
' EK - energia cinetica
' T - temperatura

I fx[] - fuerza

' x[] - posiciones

I vx[] - velocidad

Program MD
Implicit none
Integer :: L, Natom=8, Nmax=513 , t1, t2, i, Itemp, t, Nstep=5000,ix,Nprint:
Real *8 :: h=0.004, hover2, EP, EK, Temp, Tinit=10.0,x(8),fx(8,2),vx(8),w
I'salva posiciones, etc en MDrhl.dat
Open(6,FILE="MDrhl.dat’,STATUS="replace’)
| open(unit=1,file="md.dat’,status=’new’)
L = (1.*Natom)** 1/1.
Natom = Lxx*x 1
lwrite (*x,*) Natom,L
i=20
lprepara el enrejado
do ix = 1,L
1= 1i+1
x(i) = ix
lwrite(x,*) i,x(i)

lvelocidades iniciales de acuerdo a la distribucion de Maxwell
vx(i) =(rand()+rand()+rand()+rand()+rand()+rand()+rand ()&

+rand () +rand () +rand () +rand () +rand())/12.-0.5
vx(i) = vx(i)*sqrt(Tinit) !escala la velocidad con la temperatura
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lwrite (*,*) vx(i)

end do

It, t+h indices
tl =1

t2 = 2

hover2 = h/2.0
lw = 0.0!inicia el virial

EP = 0.0

w = 0.0

I inicia EK & EP via Fuerzas
t =0

EK = 0.0

do i =1, Natom

EK=EK+(vx (i) *vx(i))/2

end do
write(kx,*) ’ EP EK
write(k,*) ’—————————
write(*,*) EP , EK , (EP+EK)

call Fuerzas(tl, EP,x,fx)
do i = 1,Natom-1
lwrite(6,*) t,1i,x(i)
lwrite(6,*) t,i,vx(i)
lwrite(6,*) t,i,fx(i,t1)
end do
lciclo principal
do t = 1,Nstep
do i = 1,Natom-1
I algoritmo velocity Verlet

call Fuerzas(tl, EP,x,fx)

x(1) = x(i) + hx(vx(i) + hover2*xfx(i,t1))
lcondiciones de frontera periodicas
if (x(i) <= 0.) then

x(1) = x(1) + L
endif

if (x(i) >= L) then
x(i) = x(1) - L
endif

end do
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EP =0
call Fuerzas(t2, EP,x,fx)
EK = 0.
w = 0.
do 1 = 1,Natom-1
vx(i) = vx(i) + hover2*x(fx(i,tl) + fx(i,t2))

lwrite(6,*) t,i,fx(i,t1),fx(1i,t2)
lwrite(6,*) t,i,vx(1i)
lwrite(6,*) t,i,x(i)

EK = EK + (vx(i)*vx(i))/2

end do

Temp = 2.*xEP / (3.*Natom)
l'incrementa los promedios

if (modulo(t,Nprint) == 0) then

write(x,*x) EP , EK , (EP+EK)
do i=1,Natom

lwrite(6,*) t,1i,x(i)
lwrite(6,*) t,i,vx(1i)

end do

endif

Itemp = t1 !tiempo t y t+h
tl = t2
t2 = Itemp

end do

close(6)

end program md

I Funcion Fuerzas
' Calcula fuerzas, EP, y Virial;
I V(r) = 4%x(1/r*x*x12 - 1/r**6)

subroutine Fuerzas( t, EP,x,fx)

implicit none
integer ::1,j,t,L,Natom=8
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real *8 :: fijx, r2, invr2=0, dx, r2cut,EP,fx(8,2),x(8),x1
L = (1.xNatom)** 1/1.
r2cut = 9. !radio de corte final
I Inicializa fuerzas.
EP = 0.
do i=1,Natom
fx(i,t) = 0.0
end do
ICalcula fuerzas
do i =1, Natom-1
x1=x(i)
do j = i+1,Natom
dx = x1-x(j)
lcriterio de la imagen minima
if (abs(dx) > 0.50%L)then
if (dx>=0) then
dx = dx - abs(L)
else
dx=dx + abs(L)
endif
endif
r2 = dx**2
I Corte final
if (r2 < r2cut)then

if (r2==0.) then
r2=0.0001;
endif

invr2 = 1./r2

fijx = 48.%(invr2**3-0.5)* (invr2**3)
fijx = fijx*invr2x*xdx
fx(i,t) = fx(i,t) + fijx
fx(j,t) = £fx(j,t) - fijx
EP = EP + 4xinvr2**3*( invr2**3 - 1.)
endif
end do
end do
end
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9.7. Applets adicionales

El menu de los applets tiene algunas simulaciones todas relacionadas el poten-
cial de Lennard-Jones, estas simulaciones fueron desarrolladas por Harvey-Gould-
Tobochnik, ellos han puesto a disposiciéon de todo el publico sus librerias, este
software libre tiene muchas aplicaciones relacionadas con la mecanica estadistica,
para ver el cddigo fuente se puede consultar el texto [11], veamos una breve des-
cripcién de cada simulacion. Al pinchar en el menu, Potencial LJ, se muestra la
siguiente pantalla

[E}f Lennard-Jones Potential [=NiC i

20
18
16}
14}
1.2}
10}
oaf
06}
04}
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-0.0F

-0.2F
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-0.6 - .
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-1.0

0.8 09 10 11 12 1.3 14 15 16 17 18 19

° I
b 13 b r= 1000 v= 1.000 [l show r(t)
\ I [ | r=frooo  v-f1on]

Figura 43: Applet que estudia el potencial de Lennard-Jones

En esta simulacion podemos variar la posicién de la particula directamente con
el cursor, al activar el applet la particula oscila entre las paredes del potencial si
la energia no es suficiente para que escape, si la energia suministrada es grande la
particula puede escapar, al moverse la particula la simulacion registra la velocidad
y posicién y se puede desplegar una gréfica para r (t), ver figura 42
Al seleccionar Dindmica Molecular en el menu aparece la siguiente pantalla
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Figura 44: Applet de la simulacién de dindmica molecular

Al activar la simulacién se muestra como interactian las particulas en base a
el potencial de Lennard-Jones y los algoritmos de la dindmica molecular, para ver
los detalles de estos algoritmos recomiendo remitirse al libro de Harvey-Gould-
Tobochnik y al de Dan Frenkel y Berend Smit[11],[40].

En el applet podemos variar la temperatura, se observa como cambia la energia
cinética, potencial y total.
Al seleccionar equilibrio térmico en el ment, se despliega la siguiente pantalla

) ThermalContactApp Controller - =B 8
e R ——

File Edit Display Help I

Input Parameters
Name Value
length (L) 12.0
number of red particles 81
number of green particles 64
At 0.01
steps per display 1

Initialize | | Reset H Contact

Figura 45: Pantalla inicial para el applet de equilibrio térmico
En la pantalla anterior definimos el niimero de particulas rojas y el niimero de
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particulas verdes que van a interactuar, podemos definir la longitud de la caja,
después de eso le damos al botén Initialize, después de lo anterior se despliega la
siguiente pantalla.

W ThermalContactpp Controler g — =2 5

|| File Edit Display Help I

Input Parameters
Name Value
length (L) 120
number of red particles 81
number of green partides B4
At 0.01
Sleps per display 1

‘ Start H Step. H New H Contact

Messages

Figura 46: Segunda pantalla para el applet de equilibrio térmico

Al pinchar Start en la pantalla anterior se despliegan una serie de graficas sobre
la energia por particulas y la manera en la que interactiian las particulas rojas y
verdes.
Al seleccionar LJ-2D-Molecular Dynamic, en el menu de las simulaciones, se des-
pliega la siguiente pantalla
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Figura 47: Pantalla del Applet LJ-2D-Molecular Dynamics

El applet genera graficos sobre los siguientes tépicos:
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1. Funcién de distribucion radial.

2. Histograma de rapidez.

3. Variacion de temperaturas.

4. Presién media.

Al seleccionar LJ-2D Metropolis, en el menu de simulaciones, se despliega la si-
guiente pantalla

— —
4 UMCApp Controller = | B P

y| File Edit Display Help

Input Parameters

Name Value
number of particles 64
L 18
AT 1
step size 05
linitial configuration triangular
steps per display 10

[ Roset_|_ nosetpas

e L S

Messages

clear

Figura 48: Pantalla del applet LJ-2D Metropolis

Después de definir los parametros de interés, se generan graficos de la funcién
de distribucion radial, la presiéon y una pantalla donde las particulas interactiian

entre si.
Finalmente al seleccionar medidas de temperatura en el menu de simulaciones se

despliega la siguiente pantalla
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Figura 49: Pantalla del applet Medidas de temperatura

Se tiene un numero N de particulas que interactian en base a el potencial LJ,
el applet genera un grafico de como cambia la temperatura media en funcién del
tiempo y un grafico de la distribucion de energia.
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