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Resumen

El efecto Casimir o la fuerza de Casimir es un efecto que se puede estudiar a través
de la teoria cuantica de campos, se ha encontrado que si dos objetos metalicos se
encuentran muy cerca, separados por una distancia pequena comparada con el ta-
maifio de los objetos, aparece una fuerza atractiva entre ambos debido a un efecto
asociado al vacio.

Se aborda en este trabajo el calculo de las fuerzas de casimir, utilizando datos ex-
perimentales obtenidos de prestigiosas universidades y comparando estos con los
calculos de la teoria cudntica.

El desarrollo de este trabajo involucra el uso de funciones matematicas que han sido
desarrolladas para resolver problemas cientificos, la aplicacion de las matematicas a
problemas del ambito de la fisica y el desarrollo de métodos matematicos apropia-
dos para estos usos y para el desarrollo de conocimientos fisicos, es cada dia mas
frecuente. La teoria espectral de operadores, el anélisis funcional, la teoria cudntica
de campos son temas que se trataran en este trabajo y el estudio de las mismas
requerira el uso de técnicas matemadaticas como ser la regularizacién de funciones, la
funcién gamma, la funcién zeta, formulas de Euler entre otras. Se tratara especifi-
camente el efecto casimir entre placas, perfectamente conductoras, en el vacio y la
contribucion de este trabajo, a la ciencia, incluye el disenio y puesta en marcha de
un modelo con el cual se pueda simular el efecto casimir mediante un software. Se
estudiara el enfoque tedrico del efecto casimir y se llevaran a cabo las comparacio-

nes con los resultados obtenidos experimentalmente, a partir de ello se formulara



el modelo que nos permita estudiar las variables mas importantes que contendra
la simulaciéon. El lenguaje de programaciéon a utilizar para nuestro modelo es java

script y el objetivo es que la simulacion corra directamente desde un navegador web.
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Capitulo 1

Introduccion

A lo largo de la historia hemos estudiado el comportamiento de las fuerzas entre
moléculas, fuerzas atractivas o repulsivas, cientificos e investigadores famosos han
dedicado mucho tiempo a este tipo de interacciones; James Prescott Joule, Rudolf
Julius Emmanuel Clausius, Robert Boyle, Joseph-Louis Gay-Lussac entre otros hi-
cieron importantes aportaciones a las bases de la termodindamica, sin embargo fue
necesario el nacimiento de la mecanica cuantica para empezar a entender el origen
de fuerzas atémicas e interatomicas.

Los fenémenos fisicos conocidos frecuentemente como Efecto Casimir tienen na-
turaleza cuantica, estos fenémenos se asocian a la existencia de oscilaciones de vacio
de campos cuanticos. Este fendémeno surge debido a que la energia del estado de
vacio sufre una distorsion debida a la presencia de contornos.

El calculo de funciones espectrales esta muy relacionado con los calculos de las pri-
meras correcciones cuanticas de energia de vacio debido a que estas funciones han
servido para describir la dinamica de campos. En la actualidad estos aspectos con-
forman la geometria espectral que tiene aplicaciones en matematicas y fisica. En
particular la funcién zeta ( y la traza de Heat Kernel estdn asociadas a algunos sis-
temas de contorno que son de gran utilidad para llegar a la regularizacion orientada
a acciones efectivas como el cdlculo de energias de casimir.

Debido al constante progreso en las técnicas experimentales, en la actualidad se pue-
den medir fuerzas de Casimir con gran precision. Actualmente las fuerzas de casimir

son una componente determinante en el diseno y elaboracion de micro dispositivos
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electromecanicos. Como una aplicaciéon mas de las fuerzas de casimir podemos men-
cionar otras situaciones como ser fendémenos fisicos caracterizados por la emision
de luz en liquidos sometidos a ultrasonidos, Segun teorias mas recientes el ultra-
sonido genera cavidades o burbujas que colapsan rapidamente, en dicho colapso se
generan temperaturas muy elevadas, bajo estas condiciones los electrones son sepa-
rados de los nicleos de los atomos y se genera lo que se conoce como un plasma,
este plasma emitiria cortos e intensos pulsos de luz, a este fenémeno se le conoce
como sonoluminiscencia. Cada pulso generado tiene alrededor de un millén de fo-
tones que se encuentran en el rango de la luz visible y la duraciéon de dicha luz es
del orden de picosegundos (107'2). Justo antes del rdpido colapso de la burbuja su
radio a disminuido unas diez veces desde su valor inicial considerado unos 50um.
Se ha comparado la energia emitida desde una region de estas dimensiones, con la
energia promedio transportada por la onda sonora y se ha determinado que en este
fenémeno se da una concentraciéon de energia de 12 érdenes de magnitud. Por tanto
el Efecto Casimir es un aspecto basico de la teoria cuantica de campos, considerado
como una consecuencia de fluctuaciones de vacio de los diferentes modos normales
de campos considerados.

La primera prediccion del efecto Casimir la dio Hendrik Brugt Gerhard Casimir
(1909-2000), fue un fisico holandés conocido por su investigacién en el modelo de
superconductores de dos fluidos en 1934 y por el Efecto Casimir junto a Dirk Pdélder
en 1946. Casimir habia sugerido que debia existir una fuerza atractiva entre dos
placas metalicas descargadas, esta fuerza se originaba por el cambio de energia de
vacio del campo electromagnético producido por la presencia misma de las placas.
Casimir considero un sistema formado por dos placas paralelas perfectamente con-
ductoras y descargadas, ubicadas en el vacio y separadas una distancia muy pequena
comparada con las dimensiones de las placas. Si bien es aceptado que las oscilaciones
de punto cero de los campos en el vacio del espacio ilimitado son no observables, la
existencia de contornos cambia el escenario. Casimir consideré que se podia medir
la diferencia de energia en el punto cero del campo electromagnético en el espa-
cio vacio y la energia de punto cero del mismo en presencia de contornos, es decir

Ecosimir = Y_(1/2)Aweon — Y (1/2)Aiwyae, donde los subindices se refieren a los modos
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normales, de frecuencia w del campo electromagnético en presencia de contornos
conductores y en el vacio del espacio no acotado, y las sumas son hechas sobre to-
dos los posibles modos normales del campo en ambas situaciones. El cambio en el
espectro de modos normales se debe a la cancelaciéon de la componente tangencial
del campo eléctrico sobre la superficie de las placas metalicas y esta es la razon
por la cual se produce un efecto observable. La diferencia de energia o E.,, es de
caracter simbdlico ya que ambas sumas son divergentes. Casimir dio una definicién
adecuada a estas sumas mediante una técnica conocida como regularizacién, de la
que se pudo extraer un resultado finito para la geometria mencionada, concluyendo
que las placas descargadas deberian atraerse entre si. Para un caso particular se ha
observado que para placas de lem? y una separacién entre si de 0,5um, la fuerza
resultante es aproximadamente 0,22107°N, esta atraccién ha sido demostrada por
varios experimentos en los tltimos anos. [20]

Casimir y Polder trabajaban en los laboratorios en Holanda investigando las
fuerzas de atraccién de Van der Waals que existen entre las particulas suspendidas
en un coloide, es decir un sistema formado por dos o mas fases, principalmente: una
continua, normalmente fluida, y otra dispersa en forma de particulas; por lo general
sélidas. Encontraron que, para las separaciones (r) relativamente grandes entre las
particulas, el potencial era inversamente proporcional a la séptima potencia de (r),
lo que diferia del resultado proveniente de la teoria cuantica para las interacciones
intermoleculares, comuinmente denominadas fuerzas dispersivas, en donde el poten-
cial decae inversamente proporcional a la sexta potencia de (r). Entonces Casimir y
Polder elaboraron una teoria para las interacciones intermoleculares en la que inclu-
yeron el efecto del retardo asociado al tiempo de propagacién de la interaccion entre
las dos moléculas. A partir de este hecho, Bohr sugiri6 a Casimir que el fenémeno
deberia estar asociado a las fluctuaciones de vacio. A raiz de esto Casimir decidi6
estudiar los efectos producidos por las fluctuaciones del campo electromagnético de
vacio confinado por dos placas paralelas perfectamente conductoras y separadas por
una pequena distancia. [21]

El estado de minima energia de un sistema cuantico recibe el nombre de estado

de vacio. Para salir del estado de vacio se requiere de un aporte de energia. Las
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fluctuaciones del estado de vacio estan estrechamente relacionadas con el principio
de incertidumbre o de indeterminacion de Heisenberg, uno de los principios mas
importantes en el mundo cuantico, que establece la imposibilidad intrinseca de de-
terminar a la vez dos magnitudes observables y complementarias del sistema, como
lo son la posicion y la velocidad o la energia y el tiempo. La minima energia, que
es proporcional a la mitad de la frecuencia, es compatible con el principio de incer-
tidumbre. La energia clasica del oscilador, a partir de la cual se define la cuédntica,
depende del cuadrado de la distancia, parte que corresponde a la energia potencial,
y del cuadrado de su velocidad, la parte de la energia cinética. El principio de in-
certidumbre impone un limite minimo universal al producto de la incertidumbre de
ambas magnitudes. De ahi, surge la minima energia del oscilador de medio cuanto de
energia. En un oscilador clasico, para una frecuencia de oscilacion dada, una mayor
energia equivale a una amplitud mayor. En el mundo cuantico, equivale a la adicién
de cuantos de energia de una misma magnitud, proporcional a la frecuencia. La
probabilidad de encontrar a la particula a una distancia cualquiera del centro viene
dada en el nivel n de energia por una distribucién de probabilidad, en el estado de
minina energia hay una sola campana de probabilidad, centrada en el origen. Los
resultado de repetidas mediciones de la posicién de un oscilador de una energia dada
se concentran alrededor de ciertos puntos, asi pues, lo que clasicamente en continuo
y oscilante, cudnticamente parece corpuscular, con un numero de corpusculos mayor
cuanto mayor sea la energia. La mecanica cuantica sustituye la particula puntual del
oscilador clasico por una onda que a su vez lleva de nuevo a pensar en particulas. [§].
Para un oscilador encerrado en una cavidad, la frecuencia podra tomar también solo
ciertos valores. Esta no es una peculiaridad cuantica, es lo que ocurre con una cuerda
vibrante clasica como un instrumento musical, en cuya vibracién se superponen una
frecuencia fundamental y sus armonicos. La suma de las energias correspondientes
a cada una de las frecuencias de oscilacion posibles dentro de la cavidad de un os-
cilador que se halle en su estado de energia mas baja, la energia del punto cero,
resulta ser proporcional a una serie infinita es decir: 1/2 +3/2 +5/2 4+ 7/2 + ...
Esto es un ejemplo del tipo de infinitos con los que la teoria de campos cuanticos

ha de trabajar, aqui es donde toman importancia los programas de renormalizacién
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y hay varias formas de abordar este tipo de problemas. Resulta que las series mas
importantes que aparecen en las teorias de campos cudnticos desde los anos trein-
ta del siglo pasado son divergentes, pero las cantidades infinitas como el ejemplo
mencionado anteriormente en nada ayudan para darles sentido a fendémenos fisicos.
Importantes métodos de suma de series divergentes fueron construidos a lo largo del
tiempo por diversos matematicos y ahora llevan sus nombres como ser: Euler, Abel,
Cesaro, Borel.

Para el caso de una cuerda fija en ambos extremos, cada punto de una cuerda vi-
brante describe en el tiempo un movimiento constituido por la superposicién de una
infinidad de movimientos, cada uno equivale a un oscilador arménico de distinta
frecuencia y amplitud. A su vez, entre cada punto de la cuerda sera diferente la
amplitud de los componentes armoénicos de igual frecuencia, en los extremos de la
cuerda la amplitud sera nula. De manera similar en cada punto del espacio vacio el
campo electromagnético es una superposicion de oscilaciones arménicas, pero ahora
espaciales, en vez de unidimensionales de frecuencia distinta y de todas las energias
posibles para cada frecuencia. Se sabe lo que ocurre cuando se someten los oscila-
dores a la mecanica cuantica cada energia posible para una frecuencia dada es una
suma de cuantos iguales, de energia proporcional a la frecuencia en cuestion. Cuando
se trata de los osciladores que componen el campo electromagnético, se interpreta
que sus cuantos de energia son fotones. Hablar de campos electromagnéticos es, en
la practica hablar de la interaccién entre objetos materiales cargados: su interaccién
consiste en la emisién y absorcion de esos fotones. Y como ocurre con los oscila-
dores lineales, mientras que en el vacio libre, sin un sistema material que acote el
campo, todas las frecuencias tienen el mismo peso, son igualmente importantes, en
el interior de una cavidad, donde el campo se refleja una y otra vez por las placas,
la situacién es muy diferente. Las frecuencias que “caben” perfectamente dentro de
la cavidad son aquellas en que la distancia entre placas es un multiplo entero de
media longitud de onda (las placas han de ser nodos de la vibracién); alli amplifica-
das, constituyen las frecuencias propias, sus “modos resonantes” de vibracién, de la
“cavidad resonante”. Para las demas longitudes de onda, el campo correspondiente

queda atenuado. Es decir, las fluctuaciones de vacio resultan unas reforzadas y otras
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atenuadas y contribuyen de manera diversa a la “presion de radiacion” del campo.
También se sabe ya que no hay osciladores cuanticos de energia nula. Por eso, aun
sin fuentes materiales (sistemas de particulas con carga eléctrica) que generen el
campo la energia minima de los osciladores que componen el campo no sera nula,
de esos estados de energia minima se dice que son “fluctuaciones del vacio”. En
principio, parece que cabria pasar por alto su existencia. Al igual que ocurria con el
oscilador arménico, libre o encerrado en una cavidad, la primera impresion es que
la energia del campo, libre o encerrado, es infinita. Pero se trataria de un infinito
sin efecto, por el que no habria que preocuparse. Lo que importa son las diferencias
de energia entre estados fisicos, no su valor absoluto. Dénde se ponga el cero de
energias es una cuestion de mera conveniencia. Bastaria establecer que el cero de
energia es la energia del vacio, y ya no habria que pensar més en ella. El mérito
de Casimir estriba en haber descubierto que la energia del vacio, en determinadas
circunstancias, si tiene, pese a todo, consecuencias fisicas discernibles. [§].

Casimir descubrio su efecto como un subproducto de la investigacion aplicada que
llevaba a cabo para Philips: la estabilidad de las suspensiones coloidales que se em-
pleaban en las peliculas que se depositaban sobre las lamparas y tubos de rayos
catédicos. La teoria que habian desarrollado Overbeek y Verwey, en el mismo labo-
ratorio, sobre la estabilidad de las suspensiones de polvo de cuarzo no parecia ser
correcta desde el punto de vista experimental la interaccion entre particulas debia
decaer mas réapidamente con la distancia, con la potencia r~7 en lugar de =% de la
que se deriva la ecuacién de Van der Waals de las fuerzas intermoleculares. Overbeek
habia aventurado que ello podia deberse a la velocidad de propagacion de la inter-
accion (la de la luz), que es finita. Tal extremo fue confirmado en un primer trabajo
tedrico de Casimir y Polder, que atin abordaba el problema en el marco tradicional
de las fuerzas de Van der Waals.

Intrigado por la simplicidad del resultado, Casimir se propuso profundizar en el te-
ma. En conversacion con Bohr en otono de 1947, el danés se percaté de que alli
habia algo nuevo y lo relacioné con la energia de punto cero. Puso a Casimir sobre
una pista que ya no habia de abandonar. Enseguida comprobé que el resultado que

habia obtenido con Polder podia ser en efecto interpretado como una variacién de
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la energia de punto cero. El 29 de mayo de 1948 presentd su manuscrito “Sobre la
atraccion de dos placas perfectamente conductoras” a la sesién de la Real Academia
Holandesa de Artes y Ciencias. Fue publicado en la revista de la Asociaciéon ese
mismo ano.

En un primer paso, haciendo uso de un método de regularizacién alternativo al de
la zeta de Riemann, basado en introducir un corte en las frecuencias, Casimir logré
que la energia de las fluctuaciones del vacio tuviese un valor finito, pero no consiguio
dar sentido fisico a tal valor. Sin otra referencia, lo que se obtiene es simplemente
el origen de energias del sistema, que podemos arbitrariamente tomar como cero.
Ahora bien, tras pensarlo un poco mas, Casimir dio con una idea genial y sencilla
a un tiempo. Propuso comparar dos situaciones: la energia de las fluctuaciones del
vacio sin mas y la correspondiente a las fluctuaciones del vacio en presencia de unas
“condiciones de contorno”, es decir, cuando el vacio esta sometido a ciertos limites,
donde las magnitudes fisicas han de tomar valores determinados. La diferencia entre
ambas energias tiene un valor intrinseco, independiente de donde hayamos colocado
el origen de energias.

En concreto, Casimir considero el caso de dos placas livianas, ideales, perfectamente
conductoras y de extension infinita (todo en aras de simplificar los calculos) colo-
cadas en el vacio del campo electromagnético (es decir, en ausencia de un campo
ordinario, generado por algin sistema material). Todo campo, incluso en su estado
vacio, ejerce una presion de radiacion que es proporcional a la energia o frecuencia
de los distintos modos de vibracién. En una cavidad resonante, la presién de radia-
cién es mayor en el interior que en el exterior, por cuya razon los espejos o placas
tienden a separarse. Para los modos fuera de resonancia, en cambio, la presién de
radiacion en el interior es més baja que en el exterior y las placas experimentan
una fuerza de atraccién. Resultd, en el caso de las dos placas, que los modos que
contribuyen a la fuerza atractiva dominan ligeramente sobre los modos resonantes
que tienden a separar las placas. Por consiguiente, sumando todos los efectos, las
placas tienden a juntarse. Muy pocos fisicos lograron entenderlo en aquella época.
Esa fuerza es proporcional al area de las placas e inversamente proporcional a la

separacion entre las placas elevada a la cuarta potencia, con una constante de pro-
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porcionalidad en la que intervienen solamente constantes fundamentales, como la
de Planck y la velocidad de la luz. Mediante la férmula resulta facil calcular cudl es
la fuerza en otras condiciones: mientras que se trata de un valor insignificante para
dos placas separadas por metros de distancia, resulta una fuerza muy considerable
cuando la separacién es de unos pocos nandémetros, que es donde la fuerza de Ca-
simir se convierte en la mas importante que actia entre dos cuerpos neutros. Asi,
a una separacion de 10 nm, cien veces el tamano de un atomo, el efecto Casimir
produce el equivalente a una presiéon de una atmésfera. No resulté facil llevar a cabo
en el laboratorio el experimento. Las placas nunca tienen extension infinita, ni son
perfectamente conductoras. Intervienen efectos de temperatura, gravitatorios, de ru-
gosidad de las superficies y otros. Hay infinitas distancias entre dos placas paralelas.
., Como determinar que son en efecto paralelas? Las primeras y variadas confirmacio-
nes experimentales del efecto Casimir, llevadas a cabo en los laboratorios de Philips
en Eindhoven Holanda, diez anos después de la aparicion del articulo, subestimaron
los diversos errores que aparecen y hoy en dia nadie las considera ya verdaderas
comprobaciones. Desde entonces se ha avanzado mucho en la deteccién del efecto.
Transcurrieron, sin embargo, 50 anos desde la propuesta de Casimir hasta que, en
1997, Steven Lamoreaux, en la Universidad de Washington, llevo a cabo un expe-
rimento concluyente. Midi6 la fuerza de Casimir entre una lente esférica de cuatro
centimetros de diametro y una placa de cuarzo éptico de dos centimetros y medio
en diagonal, ambas con un recubrimiento de cobre y oro, conectadas a un péndulo
de torsién en el vacio. Al acercar los dos objetos a una distancia de pocas micras,
Lamoreaux observé que se atraian con la fuerza predicha. La medicién efectuada
con el péndulo de torsion reprodujo el resultado de Casimir para esta configuracion,
estimandose el error en un 5%. El de Lamoreaux fue el punto de partida de varios
experimentos atin mas precisos que han rebajado el margen de error al 1% . Ahora
no cabe la menor duda de que los céalculos de Casimir eran correctos. También se
ha utilizado una esfera de poliestireno de 200 micras de didmetro sobre la punta de
un microscopio de fuerzas atémicas. Aproximando la esfera, recubierta de aluminio
u oro, hasta una distancia de una décima de micra de un disco plano, recubierto

de estos metales, se observa la atraccién predicha por Casimir, con gran precision
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mediante las desviaciones experimentadas por un rayo laser. Thomas Ederth, del
Real Instituto de Tecnologia de Estocolmo, llevé a cabo otro experimento, también
con un microscopio de fuerzas atémicas, en el que situaba dos cilindros recubiertos
de oro en posiciones perpendiculares entre si y separados por tan sélo 20 nanéme-
tros. En todos estos casos se obtuvieron precisiones del 3% al 5%. Hay que tener
en cuenta que esos experimentos no se llevaron a cabo con placas paralelas, segin
la propuesta original de Casimir, dada la dificultad de controlar con precision la
distancia entre dos placas. Es mucho mas sencillo determinar la de una superficie
esférica y una placa, que queda definida por la distancia entre los puntos mas proxi-
mos entre un objeto y el otro. Sin embargo, los célculos matematicos que hay que
llevar a cabo en este caso son mucho més dificiles e introducen también un pequeno
error tedrico (que puede controlarse para que quede por debajo del 1% experimen-
tal). El error del tnico experimento llevado a cabo con dos placas, por parte del
grupo de G. Bressi, el ano 2002, en la Universidad de Padua, con separaciones entre
placas de entre 0,5 y 3 micras, no pudo bajarse del 15 %. Los experimentos nunca se
llevan a cabo en el cero absoluto de temperatura, sino a temperatura ambiente: las
fluctuaciones térmicas compiten con las propias del vacio cuantico y enmascaran el
resultado. Aunque el efecto térmico resulta irrelevante para separaciones inferiores
a la micra (ya que entonces la longitud de onda de la radiacién térmica es superior a
la distancia entre placas y no “cabe” entre ellas una onda térmica), se ha calculado
que es del mismo orden que la propia fuerza de Casimir a distancias superiores a las
7 micras. El debate sobre la contribucion de los efectos de temperatura a la fuer-
za de Casimir prosigue. La fuerza de Casimir se manifiesta también sin necesidad
de realizar experimentos especificos para detectarla. En algunos dispositivos micro y
nanoelectromecanicos las fuerzas de Casimir no sélo se manifiestan a diario, sino que
llegan a constituir un verdadero problema, ya que pegan las plaquitas y ocasionan
el mal funcionamiento de las nanoméquinas [§].

Las fuerzas de Casimir son perceptibles en sistemas micro-electro-mecéanicos,
provocando un mal funcionamiento en estos dispositivos (stiction). En el contexto de
unidades de disco duro, el “Stiction” se refiere a la tendencia a pegarse las cabezas

de lectura / escritura. La adherencia estdtica se ve agravada por la humedad y
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otros liquidos de condensacién en la interface cabeza-disco. En los primeros modelos
de unidades de disco duro, los cabezales de lectura / escritura se pegaban a las
bandejas de la unidad de disco duro debido a la ruptura de los lubricantes utilizados
para recubrir los platos. Pero las altas temperaturas de funcionamiento a menudo
conducian a una descomposicion acelerada de los lubricantes de superficie en sus
componentes. Los discos duros modernos han resuelto en su mayoria el problema
“stiction” utilizando rampas o topes para descargar los cabezales de la superficie del
disco. Estas rampas aseguran que los cabezales no se toquen. [11].

Hasta ahora se ha expuesto una interpretacién correcta del efecto, la que parte
de la existencia real de las fluctuaciones del vacio cuantico y las trata como a otras
fluctuaciones conocidas. Sin embargo, el propio Casimir era consciente de la posibi-
lidad de otras interpretaciones. De entrada, la que dio en su trabajo con Polder en
términos de fuerzas de Van der Waals entre las moléculas dieléctricas del material de
las placas. En esencia, no hay tanta diferencia entre las dos aproximaciones, pues las
fuerzas de Van der Waals vendrian a ser fuerzas efectivas residuales de interacciones
més fundamentales de naturaleza cudntica (lo que en la época de Van der Waals era
del todo desconocido). Sin embargo, las fuerzas de Van der Waals tienen un radio de
accion mas pequeno que la fuerza de Casimir. Segun el propio Casimir, en el interior
del metal que forma las placas hay fuerzas de cohesion, que cuando uno presiona las

placas, juntandolas, comienzan a actuar. [8].
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Capitulo 2

Formulacién del Problema y

Objetivos

2.1. Formulacion del Problema

2.1.1. Identificacién del Problema de Investigacion

En el departamento de fisica de la Universidad Nacional Auténoma se necesita, en
algunas materias que se imparten, implementar temas de actualidad. Es necesario
generar una reflexion sobre la importancia del uso de la tecnologia en el proceso
ensenanza aprendizaje. La aplicacién de la tecnologia en el ambito educativo es
vista como algo negativo por algunos docentes, una de las principales razones es
que el alumno no se esfuerza por hacer las cosas, por ejemplo, cuando se deja una
tarea y el alumno consulta en internet la informacién, este la transcribe tal y como
la encontréd. Es por esto que muchos docentes piden a sus alumnos que busquen
informacion sélo en libros, enciclopedias, revistas y diccionarios. Se tiene entonces
una actitud tradicional de ensenianza, nos negamos a aceptar y aplicar los adelantos
tecnologicos a la actividad educativa. Si analizamos y comparamos las situaciones,
el alumno incurre en el mismo mal habito cuando consulta un libro que internet, es
decir, no explica las cosas con sus propias palabras; entonces podemos afirmar que
lo malo no esté en la tecnologia en si; sino en el uso y aplicaciéon que se le dé. El

gran desarrollo tecnoldgico que se ha producido recientemente ha propiciado lo que
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2.1. Formulacion del Problema 12

algunos denominan la nueva revolucion social, con el desarrollo de la sociedad de la
informacion. Con ello, se desea hacer referencia a que la informacién sera el motor
de una nueva sociedad, y en torno a ella, surgiran profesiones y trabajos nuevos, o
se readaptardn las profesiones existentes. [3]

Debido a lo anteriormente expuesto, este trabajo aportara una simulacion en la cual
el alumno hara uso de la tecnologia y al mismo tiempo estara involucrandose en un
tema de la fisica cudntica que sera mas facil de comprender al tener la posibilidad de
cambiar pardmetros y observar cual es el efecto de tales cambios. También pondra
en practica conocimientos previos como por ejemplo: poder exportar los datos y
aplicar técnicas de liberalizacion que le ayudaran a interpretar constantes fisicas

con interceptos en los ejes.

2.1.2. Descripcién del Problema

En los ultimos anos, se han disenado e implementado ambientes de aprendizaje
poderosos, que se compenetran con las caracteristicas de los procesos de aprendizaje
en forma efectiva y que involucran una nueva concepcién del aprendizaje, se abren las
puertas al desarrollo de las técnicas de inteligencia artificial, aprendizaje reforzado
y agentes inteligentes que ayuden a la navegacion por los sistemas de ensenanza
automatizada. [4] La tecnologia se vislumbra atendiendo la influencia que tiene en
los diferentes ambitos y a las nuevas estructuras sociales que estdan emergiendo,
produciéndose una interaccion constante y bidireccional entre la tecnologia y la
sociedad. La influencia de la tecnologia sobre la sociedad nos conduce a nuevas
situaciones y planteamientos que deben llevarnos a través de la investigacion y el
analisis de sus efectos a tomar posiciones que marquen el camino y la direccién a
seguir atendiendo a la sociedad que deseamos construir. Los valores que dinamicen
la sociedad seran los mismos que orienten el uso de las tecnologias.

La sociedad de la informacién en la que estamos inmersos requiere nuevas de-
mandas de los estudiantes y nuevos retos a lograr un nivel educativo, entre ellos:
Disponer de criterios y estrategias de busqueda y selecciéon de la informacién efec-
tivos que permitan acceder a la informacion relevante y de calidad, potenciar que
los nuevos medios contribuyan a difundir los valores universales sin discriminacién
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2.1. Formulacion del Problema 13

a ningun colectivo, formar a ciudadanos criticos, autonomos y responsables que ten-
gan una visién clara sobre las transformaciones sociales que se van produciendo y
puedan participar activamente en ellas, adaptar la educacion y la formacion a los

cambios continuos que se van produciendo a nivel social, cultural y profesional. [4]

2.1.3. Planteamiento del Problema

El proceso educativo es un proceso complejo que no admite soluciones dréasticas
como se ha venido desarrollando. En cuanto a este proceso, algunas contribuciones
se refieren a las teorias sobre el aprendizaje, y otras se refieren a soluciones a proble-
mas concretos. Sin embargo, el impacto de las investigaciones en la clase habitual
es minimo, a pesar del esfuerzo realizado en el disefio de proyectos. [5]

Hay muchas sugerencias que parecen atractivas en articulos de revistas educativas
pero que son poco efectivas en el aula real, ya que el nimero de estudiantes puede
ser grande, y muchos de ellos no han tenido la oportunidad de fijar los conceptos
previos necesarios. [0

Los cursos de Fisica han estado centrados en el conocimiento de hechos, teorias
cientificas y aplicaciones tecnoldgicas. Las nuevas tendencias pedagdgicas ponen el
énfasis en la naturaleza, estructura y unidad de la ciencia, y en el proceso de inda-
gacion cientifica. El problema que se presenta al estudiante, es el de transmitir una
concepciéon particular o estructura de conocimiento cientifico a los estudiantes, de
forma que se convierta en componente permanente de su propio conocimiento. [7]
La Fisica y las demds ciencias encierran en si mismas un elevado valor cultural.
Para la comprension del mundo moderno desarrollado tecnolégicamente, es necesa-
rio tener conocimientos de Fisica. La demanda creciente de conocimiento cientifico
por el publico en general, es un indicador del gran impacto social de la revolucién
cientifica, como lo indica la existencia de revistas de divulgacion, articulos, periédi-
cos, libros. [5

Los paises que deseen estar en los primeros lugares, con industrias competitivas, y
aceptable nivel tecnoldgico, han de potenciar el nivel de calidad de la ensenanza de
las ciencias en todos los niveles. Al sistema educativo moderno se le plantea el reto
de formar personas altamente preparadas, y con flexibilidad mental para adaptarse a
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los cambios que ocasiona la introduccion de nuevas tecnologias. Desafortunadamen-
te, la mayoria de los estudiantes considera la Fisica como una asignatura abstracta,
dificil y arida, que es necesario aprobar para pasar un periodo de la carrera univer-
sitaria. Esta opinién, se adquiere a lo largo de los cursos de la vida estudiantil, y
no cambia substancialmente a lo largo de la carrera universitaria. Se pretende que
los estudiantes al finalizar el curso, logren un aprendizaje significativo, es decir, la
habilidad de interpretar y usar el conocimiento en situaciones no idénticas a aquellas
en las que fue inicialmente adquirido. Para que esto ocurra es necesario ayudar a los

estudiantes a:

» Desarrollar y aplicar ideas importantes (principios y leyes) que expliquen un

amplio campo de fendmenos en el dominio de la Fisica.
= Aprender técnicas, y adquirir habitos o modos de pensar y razonar.
Y en cuanto a las actitudes, se intentara que los estudiantes:
= Sean responsables de su propio proceso de aprendizaje.
= Tengan una actitud positiva hacia la ciencia y en particular, hacia la Fisica.

Para alcanzar estos objetivos, se pueden emplear los métodos tradicionales de
ensefianza, y como complemento importante se puede hacer uso de programas in-

teractivos de ordenador. [5]

2.2. Objetivos

2.2.1. Objetivo General

Fortalecer el drea de estudio de los estudiantes de Licenciatura en Fisica en la
Universidad Nacional Auténoma de Honduras, con temas de actualidad en el area

de fisica cudntica.
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2.2.2. Objetivos Especificos

= Disenar una herramienta que facilite la comprension del efecto Casimir entre

dos placas conductoras dispuestas de manera paralela.

= Fortalecer el drea de estudio de nuestros estudiantes de fisica en la Universidad
Nacional Auténoma de Honduras, con temas de actualidad en el area de fisica

cuantica.

» Fortalecer el conocimiento de la fisica cuantica mediante el calculo de fuerzas

entre conductores separados por distancias muy pequenas.
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Capitulo 3

Marco Teorico

En esta seccion haremos un recordatorio de algunos temas bésicos que debemos
manejar antes de entrar a nuestro problema, es importante comprender la cuanti-
zacion del oscilador arménico, partiendo de este sistema veremos como se puede de
forma similar, cuantizar el campo electromagnético y describir como la superposi-
cion de osciladores armoénicos cuanticos independientes, cada uno con su respectiva

frecuencia de resonancia.

3.1. Oscilador Cuantico

Se analiza aqui el caso de una particula sujeta a una fuerza de restitucion lineal
= —Kzx, donde z es el desplazamiento de la particula con respecto a un punto
de equilibrio x = 0 y K es una constante de proporcionalidad. La energia potencial
correspondiente estd dada por U(z) = 1/2Kz?. Un sistema fisico que se ajusta a
esta descripcién es una masa unida a un resorte, pero la descripcion matematica en
realidad se aplica a cualquier objeto que realice pequenos desplazamientos alrededor
de un punto de equilibrio estable. [9]

En la funcién general, mostrada en la figura [3.1], las posiciones a,b y ¢ son todas
puntos de equilibrio donde la fuerza es cero, es decir F' = —dU/dz = 0. Ademas, las
posiciones a y ¢ son ejemplos de equilibrio estable, pero b es inestable. La estabilidad
del equilibrio se determina analizando las fuerzas en la vecindad inmediata del punto

de equilibrio. Justo a la izquierda de a, por ejemplo, F' = —dU/dx es positiva, es
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3.1. Oscilador Cuantico 17

decir la fuerza esta dirigida hacia la derecha; por el contrario, a la derecha de a la
fuerza esta dirigida hacia la izquierda. En consecuencia, una particula ligeramente
desplazada con respecto al punto de equilibrio en a encuentra una fuerza que la
devuelve al punto de equilibrio (Fuerza de restitucién). Un razonamiento semejante
demuestra que el equilibrio en ¢ también es estable. Por otra parte, una particula
desplazada en cualquier direccion con respecto al punto b experimenta una fuerza
que la aleja aun mas del punto equilibrio, lo cual es una condicién inestable. En
general, el equilibrio estable e inestable se identifica por curvas de potencial céncavas
o convexas, respectivamente, en el punto de equilibrio. [9] Para plantearlo de otra
forma, la curvatura de d?U/dxz? > Oen el punto de equilibrio estable y negativa

d*U/dx? < 0 en el punto de equilibrio inestable.

U(x)

a b

Estable Inestable Estable

Figura 3.1: Funcién de potencial general , [9]

Cerca de un punto de equilibrio estable, como a 6 ¢, U(z) pueden ajustarse

bastante bien mediante una parabola:

1
Ux) = U(a)+§K(:B—a)2 (3.1.1)
Por supuesto, la curvatura de esta pardbola debe corresponder a la de U(zx) en

el punto de equilibrio z = a [9]:

d*U

r=a

Ademas, U(a), la energia potencial en el punto de equilibrio puede tomarse como

cero si se establece que esta sea la energia de referencia; es decir, si todas las energias
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3.1. Oscilador Cuantico 18

se miden a partir de este nivel. En la misma linea de pensamiento, el origen de
coordenadas pude ubicarse en x = a, permitiendo, en efecto, hacer a = 0. Con
U(a) =0y a =0, nuevamente la ecuacién se vuelve el potencial de un resorte;
en otras palabras, una particula limitada a pequenos desplazamientos alrededor
de cualquier punto de equilibrio estable se comporta como si estuviese sujeta a un
resorte con una constante de rigidez prestita por la curvatura del potencial verdadero
en equilibrio. De esta manera, el oscilador se vuelve una primera aproximacién a
las vibraciones que ocurren en muchos sistemas reales. [9] El movimiento de un
oscilador cldsico con masa m es una vibraciéon arménica simple de frecuencia angular
w = \/ZK/m) Si la particula de aleja del equilibrio una distancia A y luego se libera,
oscila entre los puntos © = Ay x = —A donde A es la amplitud de la vibracion,
con una energia total £ = 1/2K A?. Al cambiar el punto inicial en que se libera
A, es posible proporcionar a la particula cldsica en principio cualquier energia (no
negativa), incluso cero. [9)

El oscilador cudntico se describe por la energfa potencial U(z) = 1/2K2? =

1/2mw?z? en la ecuacién de Schrodinger. Luego de reordenar la expresién se obtiene

2

También, con el objetivo de encontrar la solucién al estado fundamental, puede

% _ 2}1_”; (lmw%z _ E)wg;) (3.1.3)

ser escrita de manera conveniente como [9:
— —— + —mwr*Y(z) = E(r) (3.1.4)

Se propone una solucién de la siguiente forma

P(z) = Ce "/ (3.1.5)

Sustituyendo esta funcién en la ecuacion de Schrodinger, mediante la evaluacién

de la derivada segunda [9],

d 2
zgix) _ —O%e“” /29, (3.1.6)
d2
Z(ZJJ) _ —C'Oée_ax2/22$ i Oa2x26—a1’2/2 _ [_a + a2x2]¢ (3.1.7)
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2

h 1
~omlmat T ome’ s (@) = Byg(x) (3.1.8)

Para que esto sea una solucién a la ecuacion de Schrodinger para todos los valores
de x, los coeficientes de cada potencia de x deben ser iguales. Eso nos da un método
para fijar las condiciones de contorno de la ecuacion diferencial. Estableciendo los
coeficientes del cuadrado de x iguales entre si |9]:

h?a? 1 mw

2
- — - 1.
5 + 5T 0 o (3.1.9)

Luego, estableciendo los términos constantes iguales, da la energia

Ey=5 (3.1.10)

Este es un resultado fisico muy importante, ya que nos dice que la energia de
un sistema descrito por un potencial de oscilador armoénico, no puede tener un valor
cero, como se menciono anteriormente. Los sistemas fisicos tales como los atomos
en una red solida o las moléculas poliatémicas en un gas, no puede tener energia
cero incluso a la temperatura del cero absoluto. La energia del estado vibracional
fundamental, es referida a menudo como ”vibracién de punto cero”. [10]

De esta manera, se descubre que la funcién de onda en [3.1.5 describe el estado
base del oscilador, y que la energia en este estado estd dada por[3.1.10} La constante

C se determina normalizando la funcién de onda v, del estado base.

3.1.1. Normalizacion de la funcion de onda del estado base

El procedimiento de Normalizacién de la funcion de onda del estado base brinda
la posibilidad de encontrar la constante C' en La probabilidad de que una
particula se eencuentre en el intervalo infinitesimal dz alrededor de un punto z

denotada po P(x)dx es |10]:

P(x)dx =| ¢(z,t) |* dx (3.1.11)

Por lo que:
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/ | o(z) 2 dz = C? / emmer gy (3.1.12)

o0

La integral anterior se puede relacionar con la integral resuelta de manera predeter-

/ e dy = \/g usando a = mw/h (3.1.13)

/oo | o(x) |2 cz:z::c*%/;—z (3.1.14)

La normalizacién requiere que esta integral sea igual a la unidad, lo que nos lleva

minada:

a que

mw 1/4
=|— 1.1
oo () o115

Para obtener los estados excitados del oscilador, puede seguirse un procedimien-
to semejante al del estado base. El primer estado excitado debe ser antisimétrico
alrededor del punto medio y presentar exactamente un nodo. [9] Debido a la anti-
simetria, este nodo debe encontrarse en el origen, de modo que una solucién debe
ser ¥(z) = ze~**" | al sustituir esta funcién en la ecuacién se obtiene la misma
a que antes, junto con la energia del primer estado excitado, E; = 3/2hw. De esta
manera es posible generar otros estados excitados del oscilador con sus respectivas
energias, aunque rapidamente el procedimiento se vuelve demasiado laborioso para
ser practico. Por lo que se recurre a un método sistematico, como el método de
desarrollo en series de potencias, el cual nos lleva a poder representar las energias
permitidas del oscilador [10].

El diagrama de niveles energéticos que se obtiene para el oscilador cuantico se
muestra en la figura [3.2}

Es importante destacar la separacién uniforme de los niveles, ampliamente reco-
nocida como el sello caracteristico del espectro del oscilador arménico. La diferencia

de energia entre los niveles adyacentes es justamente AE = hw. [9)
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Uix)

1 J =1
F; = Ut
Ey=2ha
f'1=%?'i'm
AE =t S
E, =2 hw
E,=1tw .
= X
0

Figura 3.2: Diagrama de niveles energéticos del oscilador cudntico, 9]
3.2. Enmergia cuantizada del oscilador cuantico

En esta seccion se abordara nuevamente el oscilador cuantico, haciendo uso de

operadores llamados operadores de escalera para resolver la ecuacién de Schrodinger

B.1.4

h? d? 1
- %d—;ﬁ + gmetat(e) = Bi() (3:2.1)

Esta expresion puede ser tratada de manera conveniente haciendo algunas sustitu-
ciones y utilizando reglas de conmutacion, se propone el siguiente cambio de varia-

ble [12]:

h
T =1\—1q (3.2.2)
mw

Con este cambio de variable toma otra apariencia

hw < @ + q2> = Ey(q) (3.2.3)

Prestando atencion en lo que hay dentro del paréntesis del Hamiltoniano, pode-
mos ver que se puede descomponer algebraicamente en tres términos, el primero de

los cuales es un producto de dos factores [12]:
d? 9 d d d d
- = = - — —q — g 2.4
i@ ( dq+q> (dq+q> Tdg" g R
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Los tltimos dos términos pueden ser simplificados viendo cudl es la accion de

ambos sobre una funcién diferenciable cualquiera f(q):

(G- a5 )10 = (M2 - LD r ) 323)

dq dq dq dq

La accién de dichos términos sobre la funcion consiste en regresarnos la misma

funcién. Entonces dichos términos juntos representan un operador identidad:

d d
Zg—qg—=1 3.2.6
i (3.2.6)

Por tanto

d? 9 d d
_ = - = — 1 2.
i < dq+q)(dq+q>+ (3.2.7)
Con esto y tras una redistribucion del factor 1/2, la ecuacién de Schrédinger

para el oscilador armoénico simple se convierte en:

t a
1 d “1 (d 1
| sl —471) (Ta) +5r0 v G2

Podemos ver aqui como se definen los dos operadores escalera con los que esta-

remos trabajando:

1 /d
a= 7 (d_q + q) Operador de ascenso (3.2.9)
al = 1 ( _4 + ) Operador de descenso (3.2.10)
va\ g ) -

Definidos de este modo los operadores de creacion y aniquilacién, la ecuacion de
Schrédinger para el oscilador armoénico simple toma la siguiente forma mucho mas

sencilla que la forma original [12]:

hw{a*a + ﬂwq) — B(g) (3.2.11)

Luego se define el operador de momentum p (se ha hecho h = 1) como:

p=-— (3.2.12)
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Al conmutar este operador con ¢, se encuentra que:

[9,p] = ap — pg = i (3.2.13)

se tiene entonces para el operador de creacién: Al conmutar este operador con

g, se encuentra que:
1 d 1

“=7 (d—q + q) = E(q +ip) (3.2.14)

y para el operador de aniquilacién:

aT:%(—d%—kq) z%(q—ip) (3.2.15)

Una relacion importante que inevitablemente sale a relucir cuando por curiosidad
tomamos el conmutador del operador de creacién a y el operador de aniquilacién af

es que el conmutador de ambos operadores escalera es igual a la unidad [12]:

(@ o] = Sla+ i, — ip) = 5 (g, —inl + la) = 5 (a8l + lop) =1 (3216)

Conservando todas las constantes fisicas en su posicion original. Si hacemos esto,
obtenemos lo siguiente para los operadores de creacién y aniquilacién, se destaca el
hecho de que por la presencia tanto en la relacién para af como en la relacion a
del operador del momentum p, el cual es un operador diferencial de primer orden
en la Mecanica Ondulatoria, ambos operadores también son a su vez operadores

diferenciales:

mw

I e _i_p 21
a' =4/ oF (m mw) (3.2.18)

Si volvemos a tomar el conmutador de estos dos operadores, volvemos a obtener

o=, (m + i—p> (3.2.17)

el equivalente de un operador identidad sin que aparezca constante fisica alguna en

ello:

1

a,af) = o (=il p] 4 ilp,2]) = o (~iih) + (i) = o

o o (h+h) =1 (3.2.19)
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Tomando ahora el producto de ambos operadores en el orden aa, definiremos un
operador de ntimero /N:

N =dla (3.2.20)

En esta ultima expresion, N 1o se trata de un simple ntimero, sino de un operador.
Tomando en cuenta de que tanto a' como a estdn definidos sobre un operador del
momentum que es un operador diferencial bajo el contexto de la Mecanica Ondu-
latoria, podriamos resaltar el hecho utilizando algin distintivo para resaltar que se
trata de operadores, por ejemplo mediante el uso de “sombreros” puestos encima de
las literales como acostumbran hacerlo en algunos textos. Volviendo a la notacién
mas general bajo la cual la referencia simbdlica se aplica a operadores diferenciales
en Mecanica Ondulatoria, y llevando a cabo la multiplicacion en el orden indicado

en la definicién del operador de nimero, se tiene [12]:

N =ala = (2—%”) <m2 + mf;;) + (%) [z, p] (3.2.21)

Que colocando de nuevo el operador Hamiltoniano de energia H se va simplifi-

cando hasta llegar a:

=,
I
&=

(3.2.22)

N | —

Luego

- A1
H = (N + é)hw (3.2.23)
Este esta directamente relacionado con las eigenfunciones de onda para cada estado
estacionario del oscilador, por simplicidad utilizaremos la notacién bra-ket de Dirac

en lugar de la notacién regular, lo cual significa:

[ 0) = ¢o
1) = ¢
|2) =
| n) = b, (3.2.24)
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Trabajando con eigenkets en lugar de funciones de onda, y aplicando el operador

Hamiltoniano obtenido arriba al eigenket general, se tiene:

H|n)= (N + %)h@u | n) (3.2.25)

Ahora bien, si evaluamos el conmutador [N ,a|, llegamos a la siguiente relacién
operacional [12]:
[N,a] = [aa, d]
[N, a] = ataa — aa'a

A

[N,a] = a'" — a'aa + a'aaaa’a

[N,a] = —a (3.2.26)

Del mismo modo, si evaluamos el conmutador [N ,a'], llegamos a la siguiente

relacion operacional:

A

[N,d'] = [a'a, a]

[N, a] = afaaa’ — atata

A~

[N,a'] = a'(aa’ — a'a)

[N, a'] = af[a, af]

[N,a'] = al (3.2.27)

Como consecuencia de lo anterior, se tiene:
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Na' | n) = (Na' —a'N + alN) | n)

= ([N,a'] +a'N) [ n)

= (a" +a'N) | n)

= (a'N +df) | n)

= (N +Da' | n)

= (n+1a'|n) (3.2.28)

Na | n) = (Na—aN +aN) | n)

[N, a] +aN) | n)
a+aN) | n)
Na —a) | n)

(
(
= (=
= (
= (N =1)a|n)
=(n—1)a|n) (3.2.29)

Estas tltimas dos relaciones implican que a' | es un eigenket de N con el eigen-
valor elevado (o disminuido) en una unidad. Puesto que la elevacion (o el descenso)
de n en una unidad equivale a la creacién (o la destruccién) de un cuanto de energia
hw, esto proporciona la razon del por qué se ha utilizado el término operador de
creacion (operador de aniquilacién en el caso de a) [12].

La secuencia descendente debe terminar con n = 0 y los valores permitidos de n
deben ser enteros no negativos. En virtud de que el valor mas pequeno posible de n

es cero, el estado fundamental o estado base del oscilador tiene como energia [12]:

1
Ey = 5hw (3.2.30)

Tal como se menciono en B.1.10

Después de hacer algunas operaciones, también puede demostrarse que:

(%) |n) = n—1) (3.2.31)
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(\/:T—H) [n) =|n+1) (3.2.32)

Si aplicamos sucesivamente el operador de creacién a' al estado fundamental del

oscilador armonico simple, podemos ver que emerge el siguiente patrén:

(3.2.33)

Se ha logrado de este modo la construccion de eigenkets simultaneos del operador

de niimero N y del operador Hamiltoniano H con los eigenvalores de energia:

E, = (n + %)hw (3.2.34)

Figura 3.3: Funciones de onda del oscilador, [10]

La solucion de la ecuacién de Shrodinger para los primeros estados de energia, da
las funciones de onda que se observan en la figura [3.3]. La probabilidad de encontrar
una particula en cualquier intervalo [ab], es igual al area bajo la curva de la densidad
de probabilidad en funcién de x. Noétese que las funciones de onda para un mayor
n, tienen més jorobas o maximos y minimos. Esto corresponde a una longitud de

onda mas corta, por lo que tienen un momento més alto, y por lo tanto mas alta
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energia. Las funciones de onda del oscilador armoénico cuantico, contienen la forma
gaussiana que les permite satisfacer las condiciones de contorno impuestas [10].
El Hamiltoniano para un oscilador armoénico cuantico, desde el punto de vista

de la mecanica clasica esta expresado como:

R T
H=—+- 2.
o +5mw'y (3.2.35)

En el Hamiltoniano cudntico, los términos p y ¢ se convierten en operadores
mecano-cuanticos en un espacio de Hilbert. Ademas las ecuaciones de Heisenberg

del movimiento tienen igual forma que las ecuaciones de Hamilton clésicas [1],

.1 P
= —[¢,H] =~ 3.2.36
¢=—loHl =" ( )
1 9
p= Z.—h[p, H] = —mw?q (3.2.37)

En las ecuaciones anteriores se ha utilizado la regla de conmutacién

[p, H = qp — pq = ih (3.2.38)

Haremos uso del operador no Hamiltoniano

1
a=—(p—imw 3.2.39
S (p q) ( )

Y su adjunto
1
-i- o .

a' = ——(p — 1w 3.2.40
2mhw v 2 ( )

Por lo que podemos plantear las ecuaciones de p y ¢ como [1]:

h
— _af
qg=1 Qmw(a a") (3.2.41)
hew
p =1/ +al) (3.2.42)

Se observa que la regla de conmutacion de los operadores de posicién y momento,
satisface [a+a'] = 1 como se demostré anteriormente. Después de aplicar lo anterior

el Hamiltoniano para el oscilador arménico se puede escribir como: [2]
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H = %M(acﬁ +a'a) = hw(a'a + %) = hw(N + %) (3.2.43)

En donde se ha utilizado el operador de numero N = afa. Debido a esta razén
los niveles de energia del oscilador arménico quedan determinados a partir de los
eigenvalores del operador V.

Debido a que los eigenvalores de H de la ecuacién son positivos [3.2.35] la se-
cuencia de estados generados por iteraciones de debe converger por lo que
los eigenvalores de N deben ser niimeros enteros positivos, entonces los niveles de

energia del oscilador armoénico quedan determinados por:

1
E,=(n+ 5)71@ n=0,1,2,3.. (3.2.44)

» Aq,Ap, = (n+ 1/2)h donde (Ag,)?> = (n | q2 | n) —(n | q| n)* Esto
es consistente con la relacién de incertidumbre general Agq,Ap, > h/2 y se
observa que el estado base del oscilador arménico es un estado de minima
incertidumbre, es decir que el estado base es un estado coherente del oscilador

armoénico. [13]

3.3. Modos de campo electromagnético

Ahora estudiamos los modos de campo donde se muestra que dichos campos son
equivalentes a un oscilador armoénico, este desarrollo se convierte en una forma de
cuantizacion del campo electromagnético. Recordando las ecuaciones de Maxwell

para un campo libre en una regién encerrada dentro de una cavidad sin fuentes [1]:

V.-E=0, (3.3.1)
V-B=0, (3.3.2)
_ OB
E=_"2 .3.
V x o (3.3.3)
- 10E
== 34
V x 25 (3.3.4)
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Sf ahora utilizamos B = V x A donde A es el potencial vectorial. La ecuacién
es la ecuacion de Faraday, esta implica E=-0A /0t — V¢ donde ¢ representa
el potencial escalar. Cuando el sistema se encuentra en ausencia de fuentes, es decir
p=0y J =0, se podra utilizar la norma de Coulomb (V - A= 0), mientras que la
ecuacion llamada ecuacién de Ampere- Maxwell se puede expresar [1]:

. 194
A — Tz =0 (3.3.5)
Se trata entonces de resolver la ecuacion [3.3.5] al utilizar separacién de variables

y las condiciones de frontera adecuadas, la solucién tiene la forma [1]:

A7) = a(t) Ao(7) + o" (1) A3 ()

A(F 1) = a(0)e ™ Ay(7) + o (0)e™ A% () (3.3.6)

Las ecuaciones [3.3.6] representan las soluciones de [3.3.5] para el espacio libre en

la norma de Coulomb, donde Ay(7) satisface la ecuacién de Helmholtz [1]:
V2 Ay () + k2 Ay(7) = 0 (3.3.7)

Mientras que «(t) es la solucién de la ecuacién diferencial del movimiento del

oscilador arménico, es decir a(t) = —w?a(t). Donde k es una variable de separacién

que se encuentra cuantizada por las condiciones de contorno que le fueron impuestas
al potencial en las paredes de la cavidad por lo que k — k,, y w = kc. La ecuacion
de eigenvalores de|3.3.7/nos remite a la primera cuantizacién del campo. Finalmente
al utilizar las ecuaciones de Maxwell, se concluye que el campo eléctrico y magnético

estan dados por [1]:

B( 1) = —[a0) A7) + &* (1) A3 (7) (3.3.8)
B(7,t) = a(t)V x Ay(F) + o (t)V x A(7) (3.3.9)

De manera similar la energia electromagnética queda:
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He = o [+ By = £ oy 3:3.10)
Donde

/ | Ay(7) =1, (3.3.11)

La expresién anterior implica que Ay esta normalizada. [1] Ahora retomamos las

ecuaciones para q(t) y p(t)

q(t) = [(t) — (1)) (3.3.12)

p(t) = ——=la(t) + o™ (t)] (3.3.13)
41
Por lo tanto la expresion para la energia en [3.3.10| se puede plantear en funciéon
depygq
Loy 2 2
Hp = —(p" +w¢) (3.3.14)

V2

Hay que tomar en cuenta que [3.3.14] no es el Hamiltoniano clasico del oscilador
armoénico con frecuencia w, lo cual implica que el campo electromagnético en la pri-
mera cuantizacion es la superposicion de osciladores armonicos clasicos, un oscilador

para cada modo propio de oscilacién [1].

3.4. El Campo Cuantizado

Hemos observado que para describir los modos de campo, solo es necesario des-

cribir el oscilador arménico y relacionarlo con dichos campos. Si prestamos atencion

a las ecuaciones |3.2.41] [3.2.42} [3.3.12}13.3.13| entonces podemos sustituir a(t) y o*(t)

de la teoria clasica por los operadores de aniquilacion y creacién de la teoria mecano-

cudntica, luego el potencial vectorial para la teorfa cudntica queda como [1]:

A7 t) =4/ 2”:?6 [a(t) Ay (7) + af (£) Az (7)] (3.4.1)

La expresion anterior corresponde a un solo modo de frecuencia y los respectivos

operadores del campo eléctrico y magnético son
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E(7,t) = iv2rhwla(t) Ay (7) + af (£) A%(7)] (3.4.2)

é@ﬂ:w%T%@VX%®+M@VX%®] (3.4.3)

Por tanto, el Hamiltoniano para el caso de campos cuantizados se puede expresar
[1]
1
Hp = hw <a* a+ 5) (3.4.4)

Mientras que sus eigenvalores siguen siendo

1
E,=(n+ §)hw, n=0,1,2,3... (3.4.5)

En la ecuacién anterior n es un entero que representa el nivel de excitacién del
modo, en todo caso puede interpretarse como el numero de cuantos de energia que
tendrd el campo en el estado | n). Por otro lado se sabe que cado fotén tiene una
energia equivalente a hw y su estado base corresponde al vacio donde no habra
fotones | 0), pero si hay energia de hecho su valor corresponde a fuv/2. |1] La teoria
cuantica de radiacién hace referencia a la existencia de la energia del punto cero para
los campos electromagnéticos, el estado base. El valor esperado del campo magnético

y eléctrico en los demds estados estacionarios | n) es

(B(7,1)) = (E(7.t)) = 0 (3.4.6)

Pero el promedio del cuadrado del campo E 1o es nulo, es:

(B2(7,1)) = dnhw | Ag(7) 2+ (B2(7,1))0 (3.4.7)

donde
(E2(F, 1))o = 2mhuw | Ao(7) | (3.4.8)

La ecuacion(3.4.8|representa el promedio del cuadrado del campo eléctrico cuando
estd en el estado base. [1]

La expresion [3.4.7] muestra que los vectores de campo eléctrico y magnético en
el estado | m) no son cero sino que sufren fluctuaciones con promedio cero, por lo

tanto el campo tendrd energfa finita equivalente a (n + 1/2)hw
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Los ultimos resultados muestran que el vacio electromagnético es un estado esta-
cionario del campo con fluctuaciones de los campos magnético y eléctrico. El vacio,
desde el punto de vista de la teoria de la fisica de particulas elementales, es un
espacio lleno de campos de energia, que lo configuran, esta energia es la energia del
punto cero o ZPE (zero-point-energy). [14]

En general una cavidad tiene un nimero infinito de modos cuya frecuencia no esta

acotada, esto implica que la energfa total de punto cero es una cantidad infinita. [1]

3.5. Efecto Casimir

El efecto casimir trata de la existencia de fuerzas entre objetos separados distan-
cias muy cortas. Este efecto es medible y consiste en dos objetos metalicos separados
por una distancia pequena comparada con el tamano de los objetos en los cuales apa-

rece una fuerza atractiva entre ambos debido a un efecto asociado al vacio cudntico.

in/L
—
Espejo 1 Espejo 2
Vacio
r

Figura 3.4: Fluctuaciones de modo electromagnético entre dos espejos, [1]

Para comprender mejor este efecto, haremos uso de dos espejos colocados uno
frente al otro de tal manera que sean paralelos al eje xy como se puede observar
en la figura |3.4], por simplicidad se supone que el campo electromagnético se propa-
ga solamente en la direcciéon z. En la secciéon anterior mencionamos que el campo
electromagnético dentro de una cavidad puede fluctuar libremente siempre que se
satisfagan las condiciones de frontera en los espejos, es decir que las superficies de
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los espejos deben ser planos nodales de campo. Esto nos lleva a la primera cuan-
tizaciéon del campo que es proporcional a sin(kz) donde k representa el nimero de

onda. Para z = L se debe cumplir que sin(kL) = 0 por lo que, en forma general:

lm
b=, 1=1,23,.. (3.5.1)

Donde hemos utilizado el sub indice [ para no entrar en confusiones con n utili-

zado en para la energfa.

Cada componente independiente de campo, dentro de la cavidad, la representare-

mos por ¢, donde ¢ satisface la ecuacion de onda:

(aQ ! a2)¢>:0 (3.5.2)

022 202
Que se puede expresar como

d2

dt?

k; es el nimero de onda y [ es el [- ésimo oscilador, nuevamente se observa que

Pr = —ki P (3.5.3)

el campo electromagnético se puede describir como la superposicién de osciladores
armonicos independientes, cada oscilador tiene su propia frecuencia de resonancia
w; = ]{IZC.

Esto conlleva a la segunda cuantizacion de campo electromagnético, por lo que la

eigen-energia se pude expresar ahora:

1
Eu=(n+ §)hwl n;=0,1,2,3... (3.5.4)
Al sustituir w; = kjc y la ecuacion [3.5.1] en la ecuacion [3.5.4] obtenemos una

expresion para la energia total en el sistema

mhe 1

El resultado obtenido en [3.5.5] que representa la energia total del sistema, nos

permitird en la siguiente seccion calcular la fuerza entre placas paralelas.
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3.6. Interaccién entre conductores perfectos

Inicialmente vamos a considerar nuevamente los espejos conductores perfectos,
para comprender en qué consiste la fuerza de Casimir. Si los campos electromagnéti-

cos entre los espejos se encuentra en su estado base, es decir n; = 0 en la ecuacion

la energia sera

h o0
Uv=""0%"0 (3.6.1)

La expresiéon anterior muestra una cantidad que diverge, es decir que la energia
del estado base es infinita, esto se puede relacionar como ejemplo con la llamada
catastrofe ultravioleta.

La catastrofe ultravioleta, es un fallo de la teoria clasica del electromagnetismo al
explicar la emisién electromagnética de un cuerpo en equilibrio térmico con el am-
biente. De acuerdo con las predicciones del electromagnetismo clasico, un cuerpo
negro ideal en equilibrio térmico debia emitir energia en todos los rangos de frecuen-
cia; de manera que a mayor frecuencia, mayor energia.

En 1900, cuando Max Planck explicé una contradiccién de las teorias fisicas estable-
cidas en ese entonces mediante la adicién de un postulado. Dichas teorias predecian
que un cuerpo que absorbiera toda la luz y la energia que incidiera sobre él emitiria
una cantidad infinita de energia, esta contradiccién se soluciond asumiendo que la
energia no pude tener valores arbitrarios, sino que esta viene por paquetes de deter-
minado tamano, es decir que esta cuantizada. [15] En este caso argumentaremos el
por qué de dicha divergencia, respaldandonos en los aspectos poco fisicos inherentes
con la definiciéon de espejo perfecto. Sabemos ademéas que arriba de ciertas frecuen-
cias los metales tienden a volverse transparentes, esta razon es la base fundamental
por la cual consideramos una frecuencia de corte correspondiente a un valor de [ que
elimine de manera conveniente la divergencia. Una manera rapida, matematicamen-
te hablando, consiste en tomar la parte finita de la sumatoria, asi que se usara una
técnica llamada regularizacién mediante la funcién zeta de Riemann. [16]

Reescribimos la ecuacion de la siguiente manera
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Us) = 7;—’20 dr= g—thq—s) (3.6.2)

=1

La funcién zeta de Riemann esta definida como:
=1
((s)=> 7
=1
Al utilizar algin programa orientado a realizar calculos de problemas matemati-
=—1/12

cos, en esta caso utilizamos MAPLE y al calcular ((—1) se obtiene ((—1)

(3.6.3)

como se muestra en la figura (3.5
De la expresion anterior, si s es positiva, la suma converge. Ademaés se observa
= —1/12 es finita.

que para s = 1 la serie U(1) = U la serie diverge, ademas ((—1)

File Edit View Insert Format Table Drawing Plot Spreadsheet Tools Window Help
mos,

L2BSE LR 5¢ TP EE &=
leavcrites J L: Text Drawing Plot Animation Hide:
 Handwriting IZ: C 20 Input v;il '::_Times MHew Roman v;l IZ: 12 v;]:
= L-1) i
1
i 1
12 @)
(> !
-]« [
® Ready Memory: 0.81M Time: 0.03s Math Mode

Figura 3.5: Célculo de ((—1) ,

Al hacer uso de los resultados de la funcién zeta de Riemann la energia adopta

un valor finito:

_ _The (3.6.4)

U=__—
24L
Por lo que ahora se puede plantear una expresion para la fuerza

du
F=_—
dL

(3.6.5)

Por lo que ahora se puede plantear una expresion para la fuerza
dUu whe whe
F=——=2—>=— 3.6.6
dL 2412 1212 ( )

En la expresion anterior se ha duplicado el resultado debido a que la luz tiene

dos estados de polarizacién transversal independientes.
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3.7. Fuerza de Casimir en la materia

En la seccién anterior se considero tinicamente el caso de espejos idealizados, pe-
ro en el caso real los espejos se vuelven transparentes a frecuencias suficientemente
altas por ejemplo si la frecuencia de la luz es igual a la frecuencia de alguna transi-
cion electronica del material con el cual se elabor6 el espejo, este podra absorber los
campos eléctrico y magnéticos. En el caso que haya disipaciéon en el sistema, no hay
un formalismo del Hamiltoniano para poder describir los campos, esta es la princi-
pal razon por la cual se utiliza el modelo de ciertos tipos de osciladores armoénicos
para describir los materiales que componen los espejos, ademés que supone que los
osciladores armonicos estan distribuidos homogéneamente.

En el caso de materiales arbitrarios, se puede obtener deducciones simples para la
fuerza de Casimir, en los cuales habra que estudiar la dependencia y estructura a
través de las amplitudes de reflexién., por lo que en dicho estudio se abarca una am-
plia gama de materiales como ser: aislantes, isotrépicos, homogéneos, transparentes,

opacos.

3.8. Dispersion Espacial de Ondas

Se denomina dispersién espacial de la constante dieléctrica a la dependencia de
€ respecto del vector de onda k del campo electromagnético. En el caso que no haya
absorcién k = 27 /X donde A es la longitud de onda en el medio [17]

En un prisma la luz blanca se separa y esta separacién genera los colores, este
es un ejemplo de dispersion o6ptica, conocido también como dispersion temporal,
se debe distinguir la dispersién temporal con la dispersion espacial. La dispersiéon
temporal esta relacionada con el indice de refraccion del material, dicho indice deter-
mina la desviacion angular de una onda electromagnética cuando esta pasa a través
de una interface, por lo que depende de la frecuencia de la onda. La solucion de las
ecuaciones de Maxwell nos ayudan a estudiar la propagacién de las ondas electro-
magnéticas en medios materiales, en este caso la funcién dieléctrica juega un papel
importante ya que en ella se encuentra toda la informacién referente a las propie-

dades de la materia. El retraso entre el tiempo en el cual actiia el campo eléctrico
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y el tiempo en el cual aparece en el medio la corriente, es el origen de la disper-
sién temporal. En el caso de la dispersion espacial, una excitacion debida al campo
eléctrico afecta al punto donde se aplique dicho campo, pero también afectara a los
puntos de la vecindad. Se utilizara el modelo hidrodindmico para hacer célculos de
la dispersion espacial en el efecto Casimir, este modelo el metal es considerado como
un gas de electrones con fondo inmévil, ocurre una interaccién entre los electrones
dando como resultado gradientes de presion y de densidad electréonica del metal.
Segtun el principio de exclusion de Pauli se llega a una compresibilidad finita de la
nube de electrones por lo que hay una dependencia directa de la funcién dieléctrica
en el vector que representa la onda y a la propagacion de las ondas longitudinales,
asi mismo se veran modificados los coeficientes de reflexion de Fresnel, en los cuales
se incluyen los campos transversales, estas modificaciones es necesario tenerlas en

cuenta a la hora de calcular la fuerza de Casimir. [1]

3.9. Enfoque de sistema real

En este capitulo se tiene como objetivo buscar una expresién para representar
la fuerza de casimir entre dos placas mediante una formulacién sencilla, general y
que no requiere del empleo de modelos especificos sobre la materia que conforma las
placas en estudio. [1]
Supdngase que se tiene un sistema S formado por dos placas paralelas 1 y 2 separadas

entre si una distancia L por una cavidad v como se ilustra en la figura 3.6

Figura 3.6: Placas paralelas, [2]

Estas placas pueden ser sistemas mas complejos, como por ejemplo varias pelicu-
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las ya sea que estan unidas o separadas, transparentes u opacos, medios homogéneos
o inhomogéneos, disipativos o no, locales o con dispersién; pero para simplificar nues-
tro estudio las llamaremos placas simplemente. La interface de cada una de las placas
estd colocada sobre el eje z en z,. Ademas, el sistema se puede considerar como una
placa infinita a lo largo del plano xy en el cual mantiene una simetria de caracter
traslacional.

Consideremos ahora que un fotén, dentro de la cavidad v, con polarizacién « inci-
de sobre una de las placas a, y se refleja con una amplitud de probabilidad 7§ y se
transmite hacia un material con probabilidad T = 1— | (r%) |? , donde puede absor-
berse y excitar grados de libertad vibracionales y electronicos debido a los diferentes
niveles energéticos que se pueden dar en funciéon de las interacciones entre los elec-
trones y el nicleo entre electrones entre si, o transmitirse méas alla de la placa donde
posteriormente se perdera. Debido a que los fotones pueden absorberse, el campo
electromagnético del sistema real forma un sistema cuantico abierto en el cual la
cantidad de particulas y la energia no son cantidades que se conservan. Debido a
lo anterior, nuestro sistema no se puede ser descrito cuanticamente por lo que se
debe introducir explicitamente los grados de libertad de la materia que conforman
al sistema, por lo que se requiere hacer modelos microscopicos de los mismos. Sin
embargo, en el equilibrio termodindamico habran fotones proveniente del vacio més
alla de las placas y otros seran radiados por el material mismo. Estos compensarian
a los fotones en v perdidos por transmision y por absorcion. Estos fotones tendran
una probabilidad T} . Entonces se puede concluir que las propiedades de radiaciéon
dentro de la cavidad v dependen tinicamente de la geometria del sistema, misma que
esta caracterizada por la separacion L entre las placas y por los coeficientes de refle-
xién r¢, que caracterizan la naturaleza éptica de las placas. Se puede desarrollar una
formulacién para la fuerza de Casimir sin hacer suposiciones sobre la composicién

de las placas; la informacién de importancia se halla contenida en r¢.
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3.10. Enfoque de sistema artificial

Ahora estudiamos el sistema a través de un sistema ficticio, observe la figura
este sistema S’ estard formado por dos peliculas muy delgadas, ubicadas en z,
de forma similar al sistema real S. Definimos las amplitudes de reflexion ficticias
iguales a las que se definieron para las placas reales . De esta manera se garantiza
que el campo de radiaciéon en un punto dentro de la cavidad ficticia sea el mismo
dentro de la cavidad del sistema real. También se asume que en el sistema ficticio los
fotones se pueden transmitir de la cavidad hacia el espacio vacio con una amplitud
de transmisién t¢. Ademds se debe cumplir que | t& | + | r® |*= 1, asegurando
la conservacién de la energia, la ganancia aqui es que no es necesario tomar en
cuenta los grados de libertad internos de las peliculas ficticias. Ahora, podemos
concentrarnos en estudiar los eigenestados del campo electromagnético en S’ sin
involucrar los estados vibracionales o electrénicos. Las ecuaciones de Maxwell rigen
el campo dentro y fuera de la cavidad, y ciertas condiciones de contorno de las
superficies internas z = z,. Para poder discretizar y contar los modos, le asignamos
un tamano finito W = L; + L;; + Ly al sistema ficticio completo y se asignan
condiciones de contorno homogéneas, que pueden ser de Dirichlet, Neuman o de
von Karman, en las superficies externas z = 2z, 23, tomando al final del calculo los
limites.

W =Lr+ Lir+ Liroo.

La figura muestra el sistema artificial. Aqui L; y L;; son los anchos de las re-
giones vacias de S” antes y después de las placas, consideradas muy delgadas 1y 2,
respectivamente, y L;; = L. Habiendo fijado los valores de L; y Ly, cada fotén
que deje la cavidad ficticia, retornara a ella después de visitar las regiones I y/o 111
con una fase determinada. Esta fase varia rapidamente con la frecuencia y con el
tamano del sistema si L; y L;; son suficientemente grandes, por lo que promediando
los resultados sobre un enlace de sistemas de longitud diferentes se puede simular
la fase aleatoria esperada en el sistema real. El problema se simplifica de manera
significativa cuando lo tratamos como un sistema no quiral, es decir que se tratara

el sistema como uno en el cual las particulas no forman parte de un sistema de
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referencia dextrogiro o levégiro. Esto trae como consecuencia que las ondas electro-
magnéticas cuyo campo se halle polarizado en la direcciéon perpendicular al plano
de incidencia, formado por el vector de onda incidente y el vector que es normal a
la superficie, se trata entonces de un campo con polarizacién s, y este no se mezcla
con las ondas cuyo campo magnético es perpendicular al plano de incidencia, es
decir un campo con polarizacion p. También se tratara el problema como un sistema

invariante a rotaciones en el plano xy.

_/\
/\
S

Placas

Fluctuaciones
Paralelas

en el vacio

Figura 3.7: Placas Paralelas [1]
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Capitulo 4

Procedimiento y resultados

Hemos visto que los modos de campo cuantico oscilatorio tiene un espectro de
energia que se puede asimilar al de un oscilador armonico, esto genera el origen
formal del vacio cuantico. La energia qued6 definida en también se concluyé
que aun en el estado cero de cuantos, es decir para n = 0, se tiene una energia
finita para el modo Fy = hw/2. Ahora definimos el nimero de modos para cualquier
campo oscilatorio, por unidad de frecuencia y por unidad de volumen en un sistema

isotropico y homogéneo.

4.1. Modos Electromagnéticos

Considerando una cavidad cerrada que contiene un pequeno agujero, la tempe-
ratura es constante en las paredes de la cavidad. La energia que es emitida por las
paredes que estan en equilibrio termodinamico, llenara la cavidad. Pero una pequena
cantidad de la radiacion escapard por el pequeno agujero, a esta radiacion emitida se
le denomina radiacién del cuerpo negro. Se a encontrado experimentalmente que el
espectro emitido por el agujero solo depende de la temperatura 7'y no del material
de la que estd elaborada la caja. Véase la figura[4.1], una caja de paredes metalicas de
tamano L, L,, L., a la cual determinaremos los modos electromagnéticos posibles
, inicialmente estudiaremos el campo eléctrico de la radiacién.

El campo eléctrico E paralelo a las superficies debe anularse debido a que las

paredes son conductoras, En el interior de la cavidad se cumple la ecuacién de ondas
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5
L,
0. =
LI l

=

Figura 4.1: Caja metélica para analizar la radiacién, [1§]

libres que rigen el campo eléctrico E:

- 10°E
E—=—>=0 4.1.1

v ¢ Ot? ( )

Proponemos soluciones de la forma:
E= E.(x,y,2,t)T + Ey(x,y,2,t)y + E.(z,y, 2,t) 2 (4.1.2)

donde

E.(z,y,2,t) = cos(k,z) sin(k,y) sin(k,z)e™" (4.1.3)
E,(z,y, z,t) = sin(k,x) cos(k,y) sin(k,z)e™" (4.1.4)
E.(z,y,2,t) = sin(k,z) sin(k,y) cos(k,z)e™" (4.1.5)

Ademas se deben satisfacer las siguientes condiciones de frontera:
E.(z,y,0,t) = E,(z,y,L.,t) =0 (4.1.6)

E,(x,0,2,t) = E,(z, Ly, 2,t) =0
E,0,y,2,t) = E,(Ly,y,2,t) =0

E,(x,y,0,t) = E,(v,y, L., t) =0
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E.(0,y,2,t) = E.(Ly,y,2,t) =0
E.(2,0,2,t) = E,(z,L,,2,t) =0
La ecuacién satisface las condiciones sf elegimos k tal que:
sin(k,L,) =0 (4.1.7)
sin(kyL,) =0
sin(k,L,) =0

Esto implica que los vectores de onda k;, para ¢ = x,y, z no pueden ser arbitrarios

y deben tener la siguiente recurrencia

n;T
ki = — 4.1.8
7 (4.1.8)
St elegimos el médulo al cuadrado del vector de onda como k* = k2 + k2 + k2.

Luego relacionamos el vector de onda k con la frecuencia angular w de las ondas
electromagnéticas
2
W= (4.1.9)
c
La expresién anterior recibe el nombre de relacién de dispersion.

Ahora procedamos a calcular cudntos modos existen, que poseen un vector de onda
con magnitud entre k y k + Ak

De acuerdo a la ecuacién se concluye que para cada componente, la sepa-

racion entre vectores de onda contiguos es:

s T T
Ak, = —, Ak, = —, Ak, = — 4.1.10

L:I: Y Ly Lz ( )

Cabe mencionar que n; pueden variar solo en un entero, es decir An; = 1.

Luego cada modo oscilatorio de campo electromagnético ocupara en el espacio k£ un

volumen equivalente a:

(4.1.11)
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4.2. Placas Conductoras Ideales

4.2.1. Método 1

Desarrollaremos, a continuacién, una teoria para determinar la fuerza de Casimir
a partir del confinamiento en las fluctuaciones cuanticas. Considerando dos placas
paralelas conductoras en presencia de campos electromagnéticos del vacio.

Consideremos una cavidad cibica del volumen V = L3 esdecir L, = L L, = Ly
L. = L, delimitada por paredes perfectamente conductoras e insertamos, una placa
cuadrada perfectamente conductora con lados de longitud L, dentro de la cavidad
cubica de tal manera que dicha placa es paralela a la cara zy y vamos a comparar
la situacion en la que esta placa se encuentra a una pequena distancia de una desde
la cara xy y la situacion en la que se encuentra en una distancia muy grande, por
ejemplo L/2. En ambos casos, la expresién 1/2 ) hw implica la suma sobre todas las
posibles frecuencias de resonancia en la cavidad, desde luego como se menciono antes
estd cantidad es divergente y carente de sentido fisico. Pero la diferencia de energia
para las dos situaciones mencionadas, es decir 1/2(> hw); — (1/2 > hw) tiene un
valor definido y es interpretado como la interaccion entre la placa conductora y la
cara que esta en zy.

Las posibles vibraciones de la cavidad definidas por

0<z<L,0<y<L, 0<z<R (4.2.1)
tienen nimeros de onda
Ny Ny n,m
ky = — ky =", k,=— 4.2.2
L Y L’ R ( )
Donde n,, n,,n, son enteros positivos, ademas
2 __ 12 2 2
k™ =k, + k, + k; (4.2.3)

Para cada k,, k,, k. corresponden dos ondas estacionarias excepto en el caso
cuando n; = 0, en este caso solamente hay una. Para el caso de k;, k, que pueden ser
consideradas variables continuas, tomamos como referencia la figura[4.2]1a diferencia

de energia puede ser expresada como:
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Figura 4.2: Placa insertada en una cavidad a una distancia R de una placa, |19

AE=FEp+E, p—EyL (4.2.4)

A Las paredes conductoras de la caja se le imponen condiciones de contorno de
Dirichlet sobre los posibles modos de EM de la cavidad. La componente tangencial
del campo electromagnético debe desaparecer alli como se muestra en [4.1.6]

En el vacio, la frecuencia angular w, esta relacionada con el nimero de onda k, y

la velocidad de la luz c:

wp, = cky, (4.2.5)

Donde k,, esta dada por 4.2.3] La energia de punto cero del campo se encontro
en el capitulo 2:
(E) = L peon = Lk, — 1fzcz k2 + k2 + k2 (4.2.6)
27" 29 AR

Por supuesto, la cavidad es grande de tal manera que R < L puede sustituir la

suma con una integral y obtener las energias:

21
/ / / k:2+k2+k2 dkwdk:ydkz (4.2.7)

2 _ 00
o w / / /O %m(, [k + k2 + k?) dkydk,dk. (4.2.8)
—., L’ >1
Ep = Z29n—2// —hc(\/kg + k2 + + (EDy )dk: dk, (4.2.9)
— T 0o 2 R
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Donde n = n,, con el objetivo de no estar llevando el sub indice a través de

todos los calculos. Ademas definimos una nueva funcién 6 donde:

1 sin>0
0, =

1/2 sin=0

Debido al diferente niimero de estados de polarizacion de k. La notacién de 6, se
puede descartar mediante la adopcién de los limites de la suma de menos infinito en
lugar de cero, sin embargo, esta notacién la utilizaremos més adelante en la férmula
de Euler-Maclaurin.

La suma y las integrales de son divergentes por lo tanto es necesario introducir
una funcién de corte, f(k/K.), que tiene las propiedades:

1 sik<k,
f(k/ke) =
0 st k>k
La razén que justifica esta funcién es que cualquier material conductor se vuelve

transparente a frecuencias suficientemente altas, es la frecuencia minima de osci-
lacién a la cual los electrones en el conductor pueden soportar. Por debajo de la
frecuencia de corte, el conductor refleja las ondas electromagnéticas que dan lugar a
las condiciones de contorno descritas anteriormente. Mientras que por encima de la
frecuencia de corte, los electrones son capaces de oscilar en resonancia, esto significa
que el conductor transparente a los fotones por encima de una cierta frecuencia, y
las condiciones de contorno ya no se cumplen.

Ahora, la ecuacién de la diferencia de energfa expresada en tendrd la forma:

AE = Zp@2// m{¢@+@+@9ﬁ%ﬂg
QBL
R) / / / —hc( k2+k2+k2)dkxdkydkz
2ﬁ
—hc K2 K2 K2 ) iy d. (4.2.10)

A continuacién simplificaremos la expresién [4.2.10| al definir una expresién g(k,):

/ / ( k2+k2+k2)dkxdky (4.2.11)
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Entonces
L2 00 0o
AE = hc—2[ 09 ("-”) _f / g(kz)dkz} (4.2.12)
= R T Jo

Mediante sustitucion de variables mediante el uso de coordenadas polares en el

plano zy se obtiene

gk = %” / h f(—vkngrk?) (, [+ k:2> kdk, (4.2.13)
0 c

Luego hacemos una segunda sustitucién de variables, k, = nn/Ry k, = ar/R
para obtener:
3 [oo /2 2
g(k) = g%/ f(%%) (\/712 ¥ a2) ada (4.2.14)
0 c

Posteriormente w = n* + o2 y dw = 2ado

g(k.) = g%z /Ooo f(%f) (ﬁ)) a;ﬂ (4.2.15)

A continuacién definiremos una segunda expresién F'(n) tal que:

F(n) = /: Jaf (l}f) dw (4.2.16)

g(z) puede escribirse de manera condensada

mF(n)
De igual manera las expresiones 4.2.12 queda:
hel*m? [ & o

La diferencia entre la sumatoria y la integral pueden ser aproximadas usando la

formula de Euler-Maclaurin:

Necesitamos calcular las derivadas de F'(n), al utilizar 4.2.16

2
F'(n) = —2n2f(2£> (4.2.20)
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Por lo que

F'(0)=0 y F"(0)=—4 (4.2.21)

Las derivadas de orden superior contienen en termino (m/Rk., por lo que se

obtiene para AE:

hel?m?

Por lo que ahora se puede plantear una expresion para la fuerza por unidad de

area:
B J(AFE) B her?
Fy=— R =~ 210m (4.2.23)

En signo negativo en [4.2.23] indica el caracter atractivo de la fuerza entre placas.

La presencia de h indica que la fuerza de Casimir por unidad de area es muy pequena,

por lo que su origen pertenece a la mecanica cuantica.

4.2.2. Método 11

En la seccién anterior se consideré un método para calcular la fuerza de Casi-
mir entre placas conductoras. A continuaciéon usaremos un segundo método con el
objetivo de llegar a dicha fuerza, se trata de una transformacién matematica més
avanzada conocida como funciéon zeta de regularizacién. Considerando el mismo sis-
tema de placas paralelas conductoras vamos a plantear la energia de vacio por unidad

de area del sistema:

E h[>® [ 1
Z:§/ / Gy > wdk,dk, (4.2.24)

n=—oo

Aqui los limites de la suma toman en consideracion los dos estados de polariza-
cién para k # 0. Ahora, la suma en es divergente, con el objetivo de evitar
que la suma no sea convergente vamos a dividir por potencias de s y al final de
procedimiento tomaremos el caso en el cual s = —1, que es el caso que nos compete

aqui. La expresion de energia de manera regularizada se puede expresar:

E(s) B[ [ 1 &
=22 —— 4.2.2
I 5 /_Oo /_Oo P ;wdkxdky (4.2.25)

s=—1
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S

> nroo\ 2
> (kﬁ + k24 <E>2) dk,dk,
=1

(4.2.26)

o] e

Aqui s es una variable compleja que garantiza la convergencia absoluta [4.2.26]

s=—1

luego la energia de vacio estard definida a través de su extensiéon analitica, ademés

haremos uso de una funcién adicional:
- 1 = -1 _—=zt
27l = — e Fdt (4.2.27)
0

Hacemos las siguientes sustituciones:

S

n —s/2
1=35 Y = (kﬁ + k2 + (§)2> (4.2.28)

Por lo que la ecuacion puede escribirse como

O[S e G
- 24T (s/2) ‘

s=—1
(4.2.29)
E(S) > 1 /Oo _ (_ 2, 1.2
= he $s/2-1g ~atk) k., dk,
A ;F(S/Q) 0 -
(4.2.30)

La ultima integral de puede resolverse utilizando un cambio de coordenadas

polares en donde r* = k2 + k2 y da = dk,dk, = rdrd¢

27
0o [e's) 27 00 27 ')
/ / e~ k) dke ke, = / / re " drdg = M / re "dr  (4.2.31)
—o0 J -0 0 0 0 0

La expresion anterior se puede integrar facilmente al hacer nuevamente cambio de

variables, sea u = 72 por lo que du = 2rdr

oo d o0 o0
/ / ~R) dkepdk, = 27 / e — / e tdu=m(—e )| =
0 2 0 0
(4.2.32)
Luego se resume a
Bs) hes 1 (% o ()
S c (=)t
= I ts/2-1 R7 dt 4.2.33
AT dn & T(s)2) / ‘ L (42.33)
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Una vez resueltas las integrales gaussianas, volvemos a aplicar y obtenemos

E(s)  heD(s/2-1) ¢
A 4w T(s/2) Z

(4.2.34)

n=1 s=-1

Ahora utilizamos una de las propiedades de la funcién Gamma (I'); ['(z + 1) =

2I(2)

I(s/2—1)  TI(s/2-1)  I(sfe=T7 1 2
[(s/2)  T(s/2—1+1) (s/2—-1)D(sf2=T) (s/2—1) (s—(2)

La energia por unidad de drea quedara expresada

ety (n)

Ef({s) - Z_; (s 3 2) (%)Hni (%)H

=1

[4

(4.2.36)

s=—1

T —) C(s—2) (4.2.37)

™

th(R
s=—1

El la expresion anterior se ha utilizado Funcién zeta de Riemann

i ni _ (4.2.38)

En nuestro caso s = —1 por lo que debemos calcular ((—3), la funcién zeta
de Riemann es utilizada frecuentemente en muchas aplicaciones, por lo que algunas
herramientas de software matemaético lo incluyen en sus librerias, en este caso vamos
a utilizar Matlab:

Sustituyendo el valor de {(—3) = 1/120, obtenido al usar Matlab, en la ecuacién

4237

E he 2 R\ % 1 her?
Z‘E_(—:s)() L (4.2.39)

7) 120 T720R3

Y nuevamente se puede plantear la expresién para la fuerza por unidad de area:
F J(AFE) her?
I = — 4.2.4
A OR 240 R* ( 0)

El resultado obtenido en coincide con el obtenido en por lo que

hemos resuelto el problema, aborddndolo desde dos perspectivas diferentes.
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File Edit Debug Parallel Desktop Window =
N s@2 ¢ &b~ JB ~

Shortcuts @] How to Add  [#] What's Mew

| Command Window, ol B o x
>» format rat .m:é
>» zeta(-3)

ans =
1/120

f s> | =

Figura 4.3: Evaluando zeta de Riemann
4.3. A cerca de JavaScript

Debido a que uno de los objetivos de este trabajo involucra el diseno de una he-
rramienta que facilite la comprension del efecto Casimir entre dos placas conductoras
dispuestas de manera paralela, se hard uso del lenguaje JavaScript para simular las
placas antes mencionadas utilizando los resultados obtenidos en la seccion anterior,
por lo que modelaremos la ecuaciones 4.2.23

Java es un lenguaje de programacion, asi como Pascal, Basic 6 C y C++, fue
desarrollado para crear aplicaciones para internet. El lenguaje java permite realizar
cualquier operacion sobre el ordenador. Javascript también conocido como lenguaje
script, trata de codigos de programacion insertados en un documento, la idea prin-
cipal es la creacién de paginas web dindmicas para navegadores. En Javascript los
programas dependen del codigo HTML de la pagina, es decir que Javascript es in-
terpretado directamente por el navegador, de hecho el codigo Javascript se incrusta
dentro del cédigo HMTL de la pagina. Una de las ventajas de Javascript es que su
aprendizaje y uso son relativamente sencillos, permitiendo realizar labores complejas
en una pagina.

A Javascript se le denomina ”del lado del cliente” porque donde se ejecuta es en el

navegador de la computadora del usuario, es decir es el navegador del usuario el que
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soporta la carga de procesamiento. Debido a su compatibilidad con todos los nave-
gadores modernos se ha convertido en un estandar como lenguaje de programacion
del lado del cliente. Con Javascript es posible crear efectos especiales en las paginas
y definir interactividades con el usuario. El navegador del cliente es el encargado
de interpretar las instrucciones Javascript y ejecutarlas para realizar estos efectos e
interactividades, de modo que el mayor recurso, con que cuenta este lenguaje es el

propio navegador y todos los elementos que hay dentro de una pagina. [27]

4.3.1. JavaScript en un Archivo Externo

En Javascript se pueden incluir instrucciones en un archivo externo que los docu-
mentos XHTML enlazan mediante la etiqueta < script >. Se pueden crear todos los
archivos Javascript que sean necesarios y cada documento XHTML puede enlazar
tantos archivos Javascript como necesite. Los archivos de tipo Javascript son docu-
mentos normales de texto con la extensién .js, que se pueden crear con cualquier
editor de texto como Notepad, Wordpad, EmEditor, UltraEdit, Vi. En la aplicacién
desarrollada en este trabajo se utilizo el editor Netepad 4+ +, pues este identifica
los lenguajes de programacion mas habituales y ofrece una presentacién ordenada
y clara del cédigo. Ademas Notepad + + nos permite localizar y editar con rapidez
alguna linea aludida, pues nos indica los niimeros de linea. Muchas veces los mensa-
jes de error con que nos encontramos son del tipo “Warning”. La principal ventaja
de enlazar un archivo JavaScript externo es que se simplifica el cédigo HTML de la
pagina, ademds se puede reutilizar el mismo cédigo JavaScript en todas las paginas
del sitio web y que cualquier modificacién realizada en el archivo JavaScript se ve

reflejada inmediatamente en todas las paginas HTML que lo enlazan. [2§]

4.3.2. JavaScript y Navegadores

La inigualable popularidad de JavaScript como lenguaje de programacién de
aplicaciones web se ha extendido a otras aplicaciones y otros entornos no relacionados
con la web. Los navegadores méas modernos disponibles actualmente incluyen soporte

de JavaScript, entre ellos: Internet Explorer, Firefox, Opera, Safari, Konqueror. [2§]
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Aunque el lenguaje de programacion Javascript es un tema muy importante en
el desarrollo de este trabajo, nos limitaremos a las descripciones béasicas del mismo.
En los anexos se muestra una copia del cédigo fuente con el cual fue desarrollada la
simulacion con la cual se puede hacer algunos estudios acerca del efecto Casimir.

Al compilar el programa elaborado, véase la seccion 6.1. Cédigo Javascript, se

obtiene la vista previa de la simulacién:

Efecto Casimir

Seleccione un rango de separacion para
calcular valores.

Fin T
Modelado Crifico Intervalo: [ o1 R
Ecuacién: - e

=
F=-(h-cm)i480-rf)
Constantes:

F (N} FiA (Pa) r{nm)

h=6.6260G896E-34 j-5
c=3.0E8 mis -130102.560 1.30102580e+3
Variables: -88861.7080 888617089
Area m em? L 62742.3610 627423610

) 455525228 455525228
-33866.7638 333067638
Resultados: -25699.2711 256882711
Fuerza -13.0102560 | -19852.0752 198520752
, -15677.2273 166772273
Fuerza/Area: 130102.560 JIaF]
-12393.5528 123835528
. -9983.23830 89832383.0
F: Fuerza
813140089 813140899
h: Constante de Plank
. 588973112 863073112
o Velocidad de la luz

A: Area de cada placa -5563.86243 55538624.3
1 Separacién entre placas -4840.18005 46491600 5

-3021.30756 30213075.6

Figura 4.4: Vista Previa de la Simulacién

En esta simulacion el usuario puede interactuar cambiando parametros como ser
el area de las placas, la separacion entre ellas. También puede regular la separa-
cién entre placas ubicando el puntero en la placa izquierda y arrastrarla hasta tener
la separacién deseada, automaticamente se muestra la fuerza y la presiéon para los
pardametros ingresados. Ademas el usuario puede copiar una serie de datos tabula-
dos, con los cuales puede hacer sus estudios individuales. Una buena practica para
desarrollar con los datos serd graficar log(F') en funcién de Log(r) e interpretar

fisicamente el intercepto y la pendiente del grafico obtenido.
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Conclusiones

El efecto Casimir ha convertido en objeto de estudio con interés fisico en general
en diversos campos. Es interesante e importante para la Teoria Cuantica de Campos,
Fisica de Materia Condensada, Gravitacion, astrofisica y la cosmologia, la fisica
atomica y Fisica Matematica. Actualmente el efecto Casimir ha avanzado como
prueba del alcance para las interacciones de largo alcance de manera hipotética,
incluyendo las correcciones a la ley de gravitacion de Newton a pequenas distancias.
También esta ganando importancia en tecnoldgica, en aplicaciones vitales como en
dispositivos nanoelectromecanicos. Mediciones de precision de la fuerza de Casimir
han dado lugar a un excelente acuerdo entre los experimentos por medio de un
microscopio de fuerza atomica y la teoria.

La expresion de Abel Plana que relaciona la diferencia entre una suma y una in-
tegral es particularmente 1til en los calculos relacionados con el efecto casimir. En la
determinacion de las energias, se estd interesado en la diferencia entre un observable
con un espectro discreto (lo que representa un campo en presencia de condiciones
de contorno: como los platos conductores) y un observable con un espectro continuo
(que representa el campo libre). La formula de Abel Plana tiene la ventaja de no
introducir una funcién de corte explicita, una técnica de uso frecuente para tratar
los infinitos que crean divergencias en los calculos de suma directa.

El oscilador armoénico cuantico es la base para lograr comprender el efecto casi-
mir, un sistema dinamico simple que permite modelar el problema y darle sentido a

la energia del punto cero que es la energia mas baja que un sistema fisico mecano-
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cuantico puede poseer, y es la energia del estado fundamental del sistema.

Este trabajo tiene como aportacién original el diseno y ejecucion de la simulacién
utilizando como lenguaje de programacion Javascript, en este programa se puede
modelar la fuerza y la presién, debido al vacio, que sufren dos placas conductoras
cuando estas estan a distancias muy cortas. En el simulador se puede fijar el area
de las placas y la distancia entre placas, ya sea moviendo una de las placas o fijando
el valor numérico de la misma, el programa calcula la fuerza y la presion y ubica
un punto en el grafico que muestra la tendencia entre variables. Ademas si se desea
exportar una tabla de datos para las variables antes mencionadas, se puede ingresar
la distancia inicial entre placas y la iteracién con la cual queremos que se hagan los
calculos, este generara una tabla con los datos que puede ser copiada para realizar
estudios adicionales.

Con el desarrollo de este tema se espera fortalecer el area de estudio de los estu-
diantes de Licenciatura en Fisica en la Universidad Nacional Auténoma de Hondu-

ras, con temas de actualidad en el area de fisica cuantica.
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Anexos

6.1. Cbdigo Javascript

En este seccion se muestra el codigo JavaScript de la aplicacién que simula el
efecto Casimir entre dos placas conductoras. Las paginas web se componen de cédigo
HTML (HyperText Markup Language), y para incluir el cédigo Javascript se utiliza

una marca HTML, < script >. A continuacién se muestra el codigo:

<html lang="es">

<head>
<meta charset="utf-8">
<title>Efecto Casimir</title>
<style type="text/css">

* {

-webkit-box-sizing: border-box;

-moz-box-sizing: border-box;

box-sizing: border-box;

* o
margin: Opx;
padding: Opx;

}
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hl {

font: bold 20px Arial, verdana;

h2 {

font: bold 14px Arial, verdana;

h3 {
font: bold 12px Arial, verdana;
margin: 5px;

b

p {
font: 12px Arial, verdana;
margin: 5px;

}

header, section, footer, aside, article {

display: block;
+

body {
background: #232528;

#lienzo{
-webkit-border-radius: b5px;
-moz-border-radius: 5px;

border-radius: bpx;
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background: transparent;
margin: 10px auto;
height: 850px;

width: 900px;

#encabezado {
-webkit-border-radius: b5px;
-moz-border-radius: 5px;
border-radius: bpx;

background: #ffffff;

border: 1px solid #232528;

margin: 5px O 5px O;

padding: 10px;

+

#bandaTituloq{
-webkit-border-radius: b5pXx;
-moz-border-radius: bpx;
border-radius: bpx;
background: #232528;
color: #ffffff;
cursor: pointer;
margin: O;

padding: 5px;

#descripcion {
-webkit-border-radius: b5px;
-moz-border-radius: 5px;

border-radius: bpx;
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margin: O;

padding: 5px;

#panellzquierdo {
-webkit-border-radius: bpx;
-moz-border-radius: 5px;
border-radius: b5px;
background: #ffffff;
border: 1px solid #232528;
float: left;
height: 100%;
margin: 5px O;
padding: 10px;
width: 600px;

#panelDerecho {
-webkit-border-radius: bpx;
-moz-border-radius: 5px;
border-radius: 5px;
background: #ffffff;
border: 1px solid #232528;
float: left;
height: 100%;
margin: 5px O;
padding: 10px;
width: 300px;

#contenidol {
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-webkit-border-radius: b5px;
-moz-border-radius: 5px;
border-radius: bpx;
background: #ffffff;
border: 1px solid #232528;
float: left;
margin: 5px O;

| padding: 10px;
width: 45%;

#graficol {
-webkit-border-radius: bpx;
-moz-border-radius: 5px;
border-radius: b5px;
background: #ffffff;
border: 1px solid #232528;
float: left;
margin: 5px O;

! padding: 10px;
width: 55%;

#rectangulo {
background: #232528;
height: 80px;
margin: 0 O O 5px;

width: 10px;

7 de julio de 2015



6.1. Codigo Javascript 62

div.subtitulo{
-webkit-border-radius: 5px;
-moz-border-radius: 5px;
border-radius: b5pXx;
background: #232528;
color: #ffffff,
margin: O;

padding: 5px;

div.recuadro {

border: none !1px solid #232528;
margin: O;

padding: 5px;

}

#piePagina {
-webkit-border-radius: b5pXx;
-moz-border-radius: bpx;
border-radius: bpx;

background: #ffffff;

clear: both;

text-align: center;

margin: 10px O;

padding: 10px;

border-top: 2px solid #999999;

+

.button {
display: inline-block;
background: #232528;
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background: -webkit-gradient(linear, left top,
left bottom, color-stop(0%,#232528), color-stop
(100%,#2a2a2a)) ;

background: -moz-linear-gradient(center top, #
232528 0%, #2a2a2a 100%) ;

-webkit-border-radius: bpx;

-moz-border-radius: 5px;

border-radius: b5px;

color: #ffffff,

margin: 5px;

padding: bpx 15px;

display: inline-block;

border-color: #000000;

border-width: 1px;

border-style: solid;

font-family: Arial;

font-size: 11px;

font-weight: bold;

+

.button:hover {

background: #eee;

background: -webkit-gradient(linear, left top,
left bottom, color-stop(0%,#eee), color-stop
(100%,#£££)) ;

background: -moz-linear-gradient(center top, #eee
0%, #fff 100%);

color: #000;

+

.number {

background: #232528;
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background: -webkit-gradient(linear, left top,
left bottom, color-stop(0%,#232528), color-stop
(100%,#2a2a2a)) ;

background: -moz-linear-gradient(center top, #
232528 0%, #2a2a2a 100%) ;

border-color: #000000;

border-width: 1px;

border-style: solid;

-webkit-border-radius: b5px;

-moz-border-radius: 5px;

border-radius: b5px;

color: #ffffff;

display: inline-block;

font-family: Arial;

font-size: 11px;

font-weight: bold;

margin: 5px;

padding: 2px;

text-align: right;

width: 80px;

+

.number :hover, .number:focus {

background: #eee;

background: -webkit-gradient(linear, left top,
left bottom, color-stop(0%,#eee), color-stop
(100%,#£££)) ;

background: -moz-linear-gradient(center top, #eee
0%, #fff 100%);

color: #000;

+
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text {

background: #232528;

background: -webkit-gradient(linear, left top,
left bottom, color-stop(0%,#232528), color-stop
(100%,#2a2a2a)) ;

background: -moz-linear-gradient(center top, #
232528 0%, #2a2a2a 100%);

border-color: #000000;

border-width: 1px;

border-style: solid;

-webkit-border-radius: b5px;

-moz-border-radius: bpx;

border-radius: bpx;

color: #ffffff,

display: inline-block;

font-family: Arial;

font-size: 11px;

font-weight: bold;

margin: 5px;

padding: 2px;

text-align: right;

width: 120px;

+

.text:hover, .text:focus {

background: #eee;

background: -webkit-gradient(linear, left top,
left bottom, color-stop(0%,#eee), color-stop
(100%, #£££)) ;

background: -moz-linear-gradient(center top, #eee
0%, #fff 100%) ;

color: #000;
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.caja th {
font: normal 12px arial, verdana;
padding: 0 0 O 10px;

text-align: left;

#tituloTabla {

border: 1px solid #232528;

#tituloTabla th {

border: none;

font: bold 1lpx arial, verdana;
padding: 10px;

}

table {

border-collapse: collapse;

border-spacing: O;

box-shadow: Opx 2px 1px 5px rgba(242, 242, 242,
0.1);

-webkit-box-shadow: Opx 2px 1px 5px rgba(242, 242,
242, 0.1);

-moz-box-shadow: Opx 2px 1px 5px rgba(242, 242, 242,
0.1);

width: 100%;

.zebra {
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border: none;

.zebra td {
border-left: none;
border-top: none;
padding: 5px;

text-align: left;

.zebra tr:hover *{
background: #fff;
color: #000;
font: bold 10px arial, verdana;

}

.zebra tr {
background: #232528;
color: #fff;
font: normal 10px arial, verdana;

}

input [type="range"] {
-webkit-appearance: none;
-webkit-tap-highlight-color: rgba(255, 255, 255, 0);
width: 520px;
height: 1px;
margin: 0 O 12px -35px;
border: none;

padding: Opx;
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border-radius: Opx;

background: #232528;

box-shadow: inset O 1px O O #0d0eOf, inset 0 -1px O
0 #3a3d42;

-webkit-box-shadow: inset 0 1px O O #0d0eOf, inset O
-1px 0 0 #3a3d42;

outline: none; /* no focus outline */

input [type="range"] : :-moz-range-track {
border: inherit;
background: transparent;

padding: Opx;

input [type="range"] : :-ms-track {
border: inherit;
color: transparent; /* don’t drawn vertical
reference line */

background: transparent;

input [type="range"]::-ms-fill-lower,
input [type="range"]::-ms-fill-upper {

background: transparent;

input [type="range"] ::-ms-tooltip {

display: none;
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/* thumb */

input [type="range"] : :-webkit-slider-thumb {
-webkit-appearance: none;
width: 10px;
height: 80px;
border: none;
border-radius: 12px;
background-image: -webkit-gradient(linear, left top,
left bottom, color-stop(0%, #529del), color-stop
(100%, #245e8f)); /* android <= 2.2 */
background-image: -webkit-linear-gradient(top , #
529del 0, #245e8f 100%); /* older mobile safari and
android > 2.2 */;
background-image: linear-gradient(to bottom, #529del
0, #245e8f 100%); /* W3C */

padding: Opx;

input [type="range"] : : -moz-range-thumb {
width: 10px;
height: 80px;
border: none;
border-radius: Opx;
background-image: linear-gradient(to bottom, #529del
0, #245e8f 100%); /* W3C */

padding: Opx;

input [type="range"] : : -ms-thumb {

width: 10px;
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height: 80px;

border-radius: 12px;

border: O;

background-image: linear-gradient(to bottom, #529del
0, #245e8f 100%); /* W3C */

padding: Opx;

</style>
<script type="text/javascript">
/* Determina la fuerza para una determinada area A

(centimetros cuadrados)

y distancia r (nanometros).
*/

function FuerzaCasimir (A_cm2, r_nms) {

// Constante Pi (adimensional)

this.pi = Math.PI,

// Constante de plank (joules * segundo)

this.h = 6.62606896e-34,

// Velocidad de la luz (metros / segundo)

this.c = 3e8,

// Area de la placa (centimetros cuadrados)

this.A_cms2 = A_cm2,

// Area de las placas (metros cuadrados)

this.A_mts2 = this.A_cms2 / Math.pow(100, 2),

// Distancia de la separacilin de las placas

(nanometros)

this.r_nms = r_nms,

// Distancia de la separaciln de las placas
(metros)

this.r_mts = this.r_nms * 1le-9,
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// Funciln que calcula la fuerza:
this.fuerza = function() {
return -((this.h * this.c * this.pi *
this.A_mts2) / (480 * Math.pow(this.r_mts,4)))
},

// Funciln que calcula la fuerza por unidad de
area:
this.fuerzaPorArea = function() {return Math.abs

(this.fuerza() / this.A_mts2)}

function rellenar_tabla(inicio, fin, intervalo) {
var areaPlacas = parseFloat(document.getElementById
("area_placas") .value);

var tabla = document.getElementById("tabla");

for (var i = inicio; i <= (fin+1); i += intervalo) {
// Crea las filas de la tabla
var fila = document.createElement("tr");

fila.id = "fila" + 1i;

for (var j = 1; j <= 3; j++) {
// Crea un elemento <td> y un nodo de texto,
has
// que el nodo de texto sea el contenido de
<td>,
// ubica el elemento <td> al final de la hilera
// de la tabla.

var celda = document.createElement("td");
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var fi = new FuerzaCasimir(areaPlacas, 1i);

var valorNodo = (j == 1) 7 fi.fuerza
() .toPrecision(9) : ((j == 2) 7
fi.fuerzaPorArea() .toPrecision(9) : i.toFixed
1))

var textoCelda = document.createTextNode
(valorNodo) ;

celda.appendChild(textoCelda) ;

fila.appendChild(celda);

// Agrega la fila al final de la tabla
tabla.appendChild(fila);
}

function generar_tabla() {
var inicio = parseFloat(document.getElementById
("r_inicial") .value);
var fin = parseFloat(document.getElementById
("r_final") .value) .toFixed(1);
var intervalo = parseFloat(document.getElementById

("r_intervalo") .value);
limpiar_tabla();

rellenar_tabla(inicio, fin, intervalo);

function limpiar_tabla() {

var tabla = document.getElementById("tabla");
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while (tabla.rows.length > 0) {
tabla.deleteRow(tabla.rows.length-1);
}

function calcular() {

var distancia = parseFloat(document.getElementById
("separacion_placas") .value);

var areaPlacas = parseFloat(document.getElementById
("area_placas") .value);

var fuerzaPlacas = document.getElementById
("fuerza_placas");

var fuerzaPorArea = document.getElementById
("fuerza_por_area");

var f1 = new FuerzaCasimir(areaPlacas, distancia);

fuerzaPlacas.value = parseFloat(f1l.fuerza
()) .toPrecision(9);
fuerzaPorArea.value = parseFloat(fl.fuerzaPorArea

()) .toPrecision(9);

generar_tabla();

graficar();

function ajustarDistanciaEnTexto() {
var distanciaBarra = document.getElementById
("distancia_barra") .value;
var distancia = document.getElementByld

("separacion_placas");
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distancia.value = distanciaBarra;

calcular();

function ajustarDistanciaEnBarra() {
var distancia = document.getElementByld
("separacion_placas") .value;
var distanciaBarra = document.getElementByI
("distancia_barra");

distanciaBarra.value = distancia;

calcular();

function verOcultar() {

var ¢ = document.getElementById("descripcion");

if(c.style.display=="none’) {
c.style.display="block’;

} else {
c.style.display='none’; }
+

function loglO(x) {

return Math.log(x)/Math.log(1.1); //Tfuncion log

// Grkjfico:
function Graph(config) {

// user defined properties
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this.canvas = document.getElementById
(config.canvasId);

this.canvas.width = this.canvas.width;

this.minX = config.minX;

this.minY = config.minY;

this.maxX = config.maxX;

this.maxY = config.maxY;

this.unitsPerTick = config.unitsPerTick;

// constants
this.axisColor = #0007 ;
this.font = ’6pt Arial’;

this.tickSize = 5;

// relationships
this.context = this.canvas.getContext(’2d’);

this.rangeX = this.maxX - this.minX;

this.rangeY = this.maxY - this.minY;
this.unitX = this.canvas.width / this.rangeX;

this.unitY = this.canvas.height / this.rangeY;

this.centerY = Math.round(Math.abs(this.minY /

this.rangeY) * this.canvas.height);

this.centerX = Math.round(Math.abs(this.minX /
this.rangeX) * this.canvas.width);

this.iteration = (this.maxX - this.minX) / 1000;

this.scaleX = this.canvas.width / this.rangeX;

this.scaleY = this.canvas.height / this.rangeY;

// draw x and y axis
this.drawXAxis O ;

this.drawYAxis();
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Graph.prototype.drawXAxis = function() {
var context = this.context;
context.save();
context.beginPath();
context.moveTo (0, this.centerY);
context.lineTo(this.canvas.width, this.centerY);
context.strokeStyle = this.axisColor;
context.lineWidth = 0.5;

context.stroke();

// draw tick marks

var xPosIncrement = this.unitsPerTick * this.unitX;
var xPos, unit;

context.font = this.font;

context.textAlign = ’center’;

context.textBaseline = ’top’;

// draw left tick marks

xPos this.centerX - xPosIncrement;
unit = -1 * this.unitsPerTick;
while(xPos > 0) {

context .moveTo(xPos, this.centerY - this.tickSize

/ 2);
context.lineTo(xPos, this.centerY + this.tickSize
/ 2);
context.stroke();
// context.fillText(unit, xPos, this.centerY +

this.tickSize / 2 + 3);

unit -= this.unitsPerTick;
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xPos = Math.round(xPos - xPosIncrement);

by

context.fillText("r(am)", this.canvas.width-20,

this.centerY+5) ;

// draw right tick marks

xPos this.centerX + xPosIncrement;

unit this.unitsPerTick;
while(xPos < this.canvas.width) {

context.moveTo(xPos, this.centerY - this.tickSize
/ 2);

context.lineTo(xPos, this.centerY + this.tickSize
/ 2);

context.stroke();

// context.fillText (unit, xPos, this.centerY +

this.tickSize / 2 + 3);
unit += this.unitsPerTick;
xPos = Math.round(xPos + xPosIncrement);

b

context.restore();

};

Graph.prototype.drawYAxis = function() {
var context = this.context;
context.save();
context.beginPath();
context.moveTo(this.centerX, 0);
context.lineTo(this.centerX, this.canvas.height);
context.strokeStyle = this.axisColor;

context.lineWidth = 0.5;
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context.stroke();

// draw tick marks

var yPosIncrement = this.unitsPerTick * this.unity;
var yPos, unit;

context.font = this.font;

context.textAlign = ’right’;

context.textBaseline = ’middle’;

// draw top tick marks
yPos = this.centerY - yPosIncrement;
unit = this.unitsPerTick;
while(yPos > 0) {
context.moveTo(this.centerX - this.tickSize / 2,
yPos) ;
context.lineTo(this.centerX + this.tickSize / 2,
yPos) ;
context.stroke();
// context.fillText(unit, this.centerX -
this.tickSize / 2 - 3, yPos);
unit += this.unitsPerTick;

yPos = Math.round(yPos - yPosIncrement);

}

context.fillText ("F(N)", this.centerX+25,

this.canvas.height-5); //etiqueta eje y

// draw bottom tick marks

yPos = this.centerY + yPosIncrement;

-1 * this.unitsPerTick;

unit

while(yPos < this.canvas.height) {
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context.moveTo(this.centerX - this.tickSize / 2,
yPos) ;

context.lineTo(this.centerX + this.tickSize / 2,
yPos) ;

context.stroke();

//context.fillText (unit, this.centerX -

this.tickSize / 2 - 3, yPos);

unit -= this.unitsPerTick;
yPos = Math.round(yPos + yPosIncrement);
}

context.restore();

+;

Graph.prototype.drawEquation = function(equation,
color, thickness) {
var context = this.context;
context.save();
// context.save();

this.transformContext () ;

context.beginPath();

context.moveTo(this.minX, equation(this.minX));

for(var x = this.minX + this.iteration; x <=
this.maxX; x += this.iteration) {

context.lineTo(x, equation(x));//para el grafico

hiperbola
}
context.restore();
context.lineJoin = ’round’;
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context.
context.
context.
context.

+;

lineWidth = thickness;
strokeStyle = color;
stroke();

restore();

Graph.prototype.drawPoint = function(point, color) {

var context = this.context;

context.

save() ;

this.transformContext();

context.

beginPath();

// context.arc(point.x, point.y, 1, 0, 2*Math.PI);

context.

context.

context.
context.
context
context
context

+s

Graph.prot

var cont

// move

fillStyle = color;
fillRect(point.x, point.y, 2, 0.02);

//tamalo del punto

restore();

strokeStyle = color;

£i110);
.stroke();

.restore();

otype.transformContext = function() {

ext = this.context;

context to center of canvas

this.context.translate(this.centerX, this.centerY);

/%
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* stretch grid to fit the canvas window, and
* invert the y scale so that that increments
* as you move upwards

*/

context.scale(this.scaleX, -this.scaleY);

}s

function graficar() {
var separacion = document.getElementByld
("separacion_placas") .value;
var area = document.getElementById
("area_placas") .value;
var f1 = new FuerzaCasimir(area,separacion);

var f = Math.abs(f1.fuerza());

var puntoX = loglO(separacion);

var puntoY = -le-9*Math.pow((480%f)/

(f1.pi*f1.h*xfl.cxf1.A_mts2),0.25);

// Crea una nueva instancia de la clase Graph
var myGraph = new Graph({

canvasId: ’miCanvas’,

minX: -1,
minY: O,
maxX: 100, //ejes ajuste
maxY: 0.75,
unitsPerTick: 2 //salto
1}

myGraph.drawEquation(function(x) {
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return (-1/Math.pow(1.1,x));
T o, "#00f", .4);
myGraph.drawPoint ({x: puntoX, y: puntoY}, ’#f00’);
¥
</script>
</head>
<body onload="calcular()">
<div id="lienzo">
<header id="encabezado">
<div id="bandaTitulo">
<h1 onclick="verOcultar();">Efecto Casimir</h1>
</div>
<div style="display: none;" id="descripcion">
<p>Esta simulacién permite estudiar la fuerza debido al
vacio que actda sobre un par de placas conductoras, separadas
una pequefla distancia en comparacién
con las dimensiones de las placas.</br></br>
La separacién entre las placas se puede ajustar ubicando el
cursor sobre una de las placas, haciendo clic y manteniendo
pulsado el botén del ratén mientras este se mueve.</br></br>
Debe ingresar un valor para el area de las placas para
observar la fuerza de atraccidén entre ellas. También puede
observar la fuerza por unidad de &rea o presidn sobre
las placas.</p></div>
</header>
<section id="panelIzquierdo">
<div id="simulacion">
<div class="subtitulo"><h2>Simulaciln</h2></div>
<div class="recuadro">
<table >

<td height="80px">
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<th bgcolor = "#232528" width="10px"></th>

<th>
<input type="range" min="1" max="10000" step="0.1"
name="distancia_barra" value="10" onchange=
"ajustarDistanciaEnTexto()" id="distancia_barra">
</th>
</td>
</table>
</div>
</div>
<div>

<section id ="contenidol">
<div id="contenido">

<div class="subtitulo"><h2>Modelado</h2></div>

<div class="recuadro">
<h3>Ecuaciln:</h3>
<p>F = - (h&sdot;c&sdot;&pi;)/
(480&sdot ;r<sup>4</sup>) </p>
<h3>Constantes:</h3>

6.62606896E-34 j&sdot;s</p>

<p>h

<p>c = 3.0E8 m/s</p>

<h3>Variables:</h3>

<table class="caja">

<tr>
<th>
<label for="area_placas">Area: </label>

</th>
<th>
<input type="number" class="number"
name="area_placas"

min="0.1" max="10000" step="0.01" value="1.0"
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onchange="calcular()"
id="area_placas">cm<sup>2</sup>
</th>
</tr>
<tr>
<th>
<label for="separacion_placas">Separaciln:
</label>
</th>
<th>
<input type="number" class="number"
name="separacion_placas"
min="1" max="10000" step="0.1"
value="10" onchange=
"ajustarDistanciaEnBarra()"
id="separacion_placas'">nm
</th>
</tr>
</table>
<h3>Resultados:</h3>
<table class="caja">
<tr>
<th>
<label for="fuerza_placas">Fuerza: </label>
</th>
<th>
<input type="text" class="text'"name=
"fuerza_placas"
value="0" id="fuerza_placas" readonly>N
</th>

</tr>
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<tr>
<th>
<label for="fuerza_por_area">Fuerza/Area: </label>
</th>
<th>
<input type="text" class="text"
name="fuerza_por_area"
value="0" id="fuerza_por_area" readonly>Pa
</th>
</tr>
</table>
<h3>Donde:</h3>
<p>F: Fuerza</p>
<p>h: Constante de Plank</p>
<p>c: Velocidad de la luz</p>
<p>A: Area de cada placa</p>
<p>r: Separaciln entre placas</p>
</div>
</div>
</section>
<aside id="graficol" >
<div id="grafico">
<div class="subtitulo"><h2>GrA;fico</h2></div>
<div class="recuadro">
<canvas id="miCanvas" style="background:#fff; height:48}%;
width:100%;">Su navegador no soporta Canvas.</canvas>
</div>
</div>
</aside>
</div>

</section>
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<aside id="panelDerecho">
<div heigh="20%">
<div class="subtitulo"><h2>Tabla</h2></div>
<div class= "recuadro">
<p>Seleccione un rango de separacién para calcular
valores.</p>
<table class="caja">
<tr>
<th>
<label for="r_inicial">Inicio:</label>
</th>
<th>
<input type="number" class="number"
name="r_inicial" min="1"
max="10000" step="0.1" value="1" id=
"r_inicial">nm
</th>
</tr>
<tr>
<th>
<label for="r_final">Fin:</label>
</th>
<th>
<input type="number" class="number"
name="r_final" min="1"
max="10000" step="0.1" value="100"
id="r_final">nm
</th>
</tr>
<tr>

<th>
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<label for="r_intervalo">Intervalo:</label>
</th>
<th>
<input type="number" class="number"
name="r_intervalo"
min="0.1" step="0.1" value="0.1"
id="r_intervalo">nm
</th>
</tr>
</table>
<p><input type="button" class="button" value="Generar"
onclick="generar_tabla()">
<input type="button" class="button" value="Limpiar"
onclick="limpiar_tabla()"></p>
</div>
</div>
<div style="height: 847;">
<div style="height: 5%;">
<table id="tituloTabla">
<thead>
<th>F (N)</th>
<th>F/A (Pa)</th>
<th>r (nm)</th>
</thead>
</table>
</div>
<div style="height: inherit;overflow:auto;">
<table class="zebra" id="tabla">
<tbody id="tblBody">
</tbody>

</table>
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</div>
</div>
</aside>
<footer id="piePagina">
<p>Copyleft 2014</p>
</footer>
</div>
</body>

</html>
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Apéndice

A.1. Funciones espectrales

Toda onda se puede someter a descomposicién espectral, es decir se puede repre-
sentar como la superposicién de ondas monocromaticas de diferentes frecuencias.
El caracter de estos desarrollos varia segtin el caracter de la dependencia del campo
con relacién al tiempo. [22]

Una primera clase esté constituida por aquellos casos en que el desarrollo contiene
frecuencias que forman una sucesién discreta. El mas simple de este tipo se presenta
en la descomposicién de una campo puramente periédico. Se trata del desarrollo
ordinario en serie de Fourier, este contiene las frecuencias que son multiplos enteros

de la frecuencia fundamental:
2

Donde T es el periodo del campo. Se escribe el desarrollo en la forma:

f= Re[ i fne‘“""”t} (A.1.2)

n=-—o00
Donde f es una frecuencia cualquiera de las magnitudes que describen el campo.
Las magnitudes de f, se definen en funcién de f por las integrales:

T/2 4
fn = f(t)emreent (A.1.3)

—T/2

Dado que f(t) se supone real, es evidente que
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fon =[5, (A.1.4)

En casos mas complicados, el desarrollo puede contener multiplos enteros de
diferentes frecuencias fundamentales inconmensurables. Cuando la suma en [A.1.2]
se eleva al cuadrado y se determina luego el valor medio respecto del tiempo, los
productos de términos que corresponden a frecuencias diferentes se anulan, ya que
contienen factores oscilantes. Quedan solo los términos de la forma f,f ., =| f, |*.
Asi, el valor medio del cuadrado del campo, es decir, la intensidad media de la onda,

es la suma de las intensidades de sus componentes monocromaticas.

= 1 fhlP=2> | fu (A.15)

Otra clase de desarrollo corresponde a los campos que se pueden representar a través
de una integral de Fourier con una sucesién continua de frecuencias diferentes. Para
que esto sea posible, la funcién f(t) debe satisfacer determinadas condiciones, gene-
ralmente, se consideran funciones que se anulan para t = +00. Una representacion

de este tipo es de la forma

flt) = / fwe‘i“t;l—: (A.1.6)

Donde las componentes de Fourier se determinan a partir de la funcién f(t) por las

integrales
fo= / f(t)e™ dt (A.1.7)
Las componentes que difieren en el signo de w satisfacen la ecuacion

few =15 (A.1.8)

Se expresa la intensidad total de la onda, es decir, la integral de f? extendida a

todo valor del tiempo, en funcién de la intensidad de las componentes de Fourier.

Teniendo en cuenta y

[ [ [ a5

/Z frt = /Z fof-wdw = 2/000 | fo I? g—‘; (A.1.9)
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En matematicas y en fisica, la Densidad Espectral de una senal es una funcién
matematica que nos da informacion acerca de como esta distribuida la potencia o la
energia, segin el caso, de dicha senal sobre las distintas frecuencias de las que esta
formada, es decir, su espectro.

La definicion matematica de la Densidad Espectral es diferente dependiendo
de si se trata de senales definidas en energia, en cuyo caso hablamos de Densidad
Espectral de Energia, o en potencia, en cuyo caso hablamos de Densidad Espectral

de Potencia. [22]

A.2. Funcion Gamma

La funcién Gamma estd definida como:
[Na) = / et ldt (a>0= (A.2.1)
0

Al igual que con otras funciones, la definicién no solo tiene sentido para « real
mayor que cero, sino también para nimeros complejos, v es dentro de este marco
que su estudio se vuelve mas claro. En este caso la definicién tiene sentido para
cualquier complejo con parte real positiva pues, tomando el valor principal de ¢*~*

, la integral es convergente. [23]

I'(z) = /000 e '* 1 dt (A.2.2)

La funcién ~ es considerada la generalizacién a los complejos de la funcion factorial,
pues

T(n+1) = n! (A.2.3)

Para darnos cuenta de la validez de esta 1ltima relacién primero observemos que

r(1) =1 )

(1) = lim eldt = lim e’ —e ¥ =1 (A.2.4)
k=400 /g [k—+o0
Ademas
L(z+1) =zI(2) (A.2.5)
Debido a que
[(z+1)= / e M dt = / e M dt (A.2.6)
0 0
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Se hace una integracién por partes en donde u = t* y dv = etdt por lo que
[o.¢] O o
/ e " dt = ==+ z/ e 7 ldt = 2T(2) (A.2.7)
0 0

Matematicamente la funcién gamma extiende el concepto de factorial a los niime-
ros complejos, haciendo excepcion a los enteros negativos y al cero. Asi la funciéon
gamma es aplicada al conocimiento cientifico, como por ejemplo a distribuciones
de probabilidad que tiene aplicaciéon en modelos de estadistica, fiabilidad, estudios
de poblaciones normales los métodos probabilisticos de los problemas de fallas en

procesos industriales. [23]

A.3. Formula de Abel-Plana

La formula de Abel Plana es una formula descubierta independientemente por
Niels Henrik Abel, una matematico Noruego, y Geovanni Antonio Amedeo Plana,
un astréonomo y matematico Italiano. En esta formula se puede expresar una serie

en funcion de ciertas integrales [24], es decir:

%f(n) - /OOO f(z)dx + %f(O) +z/000 f(zye)%; i(l_zy)dy (A.3.1)

Esta férmula es valida para funciones f(z) en la regién Re(z) > 0 del plano

complejo que satisfagan una condicion de crecimiento adecuado en una region de-
terminada.

La formula de Abel-Plana se puede representar de diferentes formas, si toma la

siguiente identidad
F2
e27rt -1

Entonces la expresién adopta la siguiente forma

cot(Lmit) £ 1 = (A.3.2)

> s~ [ srte = < [T irtin) - f-ineortrivy + iy (4.33)

Uno de los métodos mas eficientes para obtener los valores esperados de vacio
para los fenémenos fisicos como el efecto Casimir se basa en el uso de la férmula

de sumatorias de Abel-Plana. Esto permite derivar las cantidades regularizadas de
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forma independiente utilizando funciones de corte para representarlas en forma con-
vergente. Sin embargo, las aplicaciones de la formula Abel-Plana en forma habitual
esta restringido por geometrias simples cuando los modos propios tienen una simple
dependencia nimeros cuanticos. Basandose en esta generalizacién, las férmulas se
han obtenido de varios tipos de serie sobre los ceros de algunas combinaciones de
funciones de Bessel. Se ha demostrado que estos resultados se generalizan los ca-
sos especiales existentes en la literatura. Ademas, las formulas se han utilizado para

resumir series que surgen en geometrias esféricas y cilindricas del efecto Casimir. [24]

A.4. Formula de Euler-Maclaurin

La férmula de de Euler-Maclaurin es una importante herramienta de anélisis
numérico. En pocas palabras, nos da una estimacién de la suma ., f(i) a través
de la integral fo t)dt con un término de error dado por una integral que consiste

en los nimeros de Bernoulli. En la forma mas general, se puede escribir como:

= [ s+ 5(50) + fa)

Z _(f“ ! —f(“)(a)> —/a B’“( )f““() (A1)

Donde a y b son nimeros reales con diferencia b — a como un nimero entero
positivo, By y b; son los polinomios y nimeros de Bernoulli, respectivamente, y k
es un entero positivo. La condicién que imponemos a la funcién real f es que debe
tener derivada k continua.

Esta férmula fue descubierta de forma independiente y casi simultaneamente por
Euler y Maclaurin en la primera mitad del siglo XV III. Sin embargo, ninguno de

ellos obtuvo el termino mas esencial:

m:/&( D 19 1)t (A42)

Ambos utilizaron el método iterativo de obtencién de nimeros de Bernoulli b;, pe-

ro el enfoque de Maclaurin se basaba principalmente en la estructura geométrica,
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mientras que Euler usé las ideas puramente analiticos. El término mostrado en[A.4.2]
se introdujo mds tarde por Poisson. [25]

Si f(z) y todas sus derivados tienden a cero cuando x — oo, la férmula se

puede simplificar:

k (o]
/ f(t)dt + f Z@f”) / Wﬂ’“)(zﬁ)dt (A.4.3)

2!
=2

Los ntimeros de Bernoulli se definen por la siguiente serie de potencias:

A44
- (A44)
dr x
b, = — A.4.5
dxm (6:1:_1> =0 ( )
Los primeros nimeros de Bernoulli son los siguientes:
1 1 1 1
= 1 = — = — = = —— p— = — A'4'

bO ) bl 27 b2 67 b3 07 b4 307 b5 07 b6 49 ( 6)

Note que Los términos impares son 0 excepto el primero b = —1/2

Ahora

>~ fo= [ £k = 10+ F)] + Y 2 () — )] (A)
k=1

k=1

Que puede ser expandida:

kz_lfk = [ 10k = 5150 + 0]+ 3517 = £ 0]

[f@(n) — FD(0)] + fO(n) = fO(0)]... (A.4.8)

720 30240 30240 |

Como vemos la férmula de Euler-Maclaurin relaciona a integrales con series.
Esta formula puede ser usada para aproximar integrales por sumas finitas o, de
forma inversa, para evaluar series (finitas o infnitas) resolviendo integrales. También
es utilizada para el andlisis de errores en integraciones numeéricas, los métodos de

extrapolacién se basan en esta férmula. [25]

7 de julio de 2015
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