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Resumen

En este trabajo se calculan los niveles de energia para los potenciales de Lennard Jones,
Morse y coseno hiperbdlico, hay muy pocos potenciales con los cuales podemos resolver
la ecuacién de Schrodinger de forma exacta, una alternativa a esto es utilizar métodos
aproximados, existen una gran variedad de estos métodos, en esta tesis se utilizo el método
matricial y de emparejamiento los cuales son muy estables y confiables, la programacion
de los algoritmos se hizo en Octave.
Se investiga como cambian los niveles de energia al variar los parametros que caracterizan
a los potenciales y se grafican las funciones de onda asociadas a cada uno de los niveles.
Los dos métodos generan resultados parecidos, sin embargo el método matricial genera
todos los niveles en una sola corrida a diferencia del método del emparejamiento que
calcula un nivel de energia en cada corrida.

Palabras clave: niveles de energia, funciones de onda, potenciales, métodos aprorima-

dos.
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Capitulo 1

Revision de literatura

1.1. Conceptos de mecanica cuantica

Para describir el movimiento de una particula sometida a una fuerza aplicamos la
segunda ley de Newton y resolvemos las ecuaciones respectivas, lo anterior es considerando
que la particula se comporta de forma clasica [4], [1].

La mecéanica cuantica proporciona un enfoque muy diferente para el mismo problema,
en este caso buscamos la funcién de onda de la particula W (z,t), la cual la obtenemos

resolviendo la ecuacion de Schrodinger

ov h? 0?0
h— = —— —— )\ 1.1.1
! ot 2m Ox? +V ( )

donde i es la unidad imaginaria y A es la constante de Planck dividida entre 27. La ecua-
ciéon de Schrodinger juega un papel andlogo a la segunda ley de Newton.
Ahora bien que es la funcién de onda y una vez que la tenemos para que sirve, estas son

preguntas que surgen de inmediato.

La funcién de onda W (z,t) tiene un cardcter inherentemente complejo. No existen ins-
trumentos que midan el valor de la funciéon de onda, ya que es imposible medir con un

instrumento fisico y real el valor de una cantidad compleja [5].

No se debe considerar un punto débil de la teoria de la mecanica cuantica el hecho que las
1
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funciones de onda sean funciones complejas. De hecho lo anterior es deseable ya que nos
impide darle a las funciones de onda una interpretacién fisica andloga a las ondas en una
cuerda u ondas que se propagan en el agua. Esto nos evita formular preguntas como que
es lo que ondula? y donde ondula? [1], [4].

Las funciones de onda son instrumentos de computo que solo tienen significado en el
contexto de la teoria de Schrodinger de la que son parte. La funcién de onda contienen

toda la informacién compatible con el principio de incertidumbre.

Para obtener toda esta informacién debemos relacionar cuantitativamente ¥ (z,t) con
las cantidades dindmicas en la regién de la coordenada z en el tiempo t y la probabilidad
por unidad de longitud, o densidad de probabilidad P (x,t), ya que la densidad de proba-
bilidad es una cantidad real, mientras que la funcién de onda es una funcién compleja [5].

Born hizo la asociacion en 1928 en la forma de un postulado:

Si, al tiempo t se efectua una medida para ubicar la particula asociada con la funcién
de onda W (z,t), entonces la probabilidad P (z,t)dz de que el valor de la coordenada se

encuentre entre r y x + dx es
P(x,t)de = V" (z,t) V¥ (z,t) dz (1.1.2)

El simbolo U* (z,t) es el complejo conjugado de ¥ (z,t). Es claro que se debe cumplir
que

/oo T () U (2,8) do — 1 (1.1.3)

[e.9]

de la estadistica sabemos que al integrar la densidad de probabilidad en todo el espacio
esto da uno, lo cual es cierto para todo tiempo t, [2], [4].
Consideremos los estados estacionarios, utilicemos separacion de variables para abordar

el problema

U= (@) (1) (1.1.4)
al reemplazar en la ecuacion (1) se obtiene
d h? d?
22 = Yy

dx 2m dx?
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Dividiendo la ecuacién anterior entre ¢
th—=—————=+V (1.1.5)

Puede observarse que ambos lados de la ecuacién (1.1.5) son independientes entre si, el
lado derecho depende de z y el izquierdo de t. Lo cual significa que se logré la separacion
de variables y dado eso cada término se iguala a una constante, que precisamente es la
energia total, E. Asi obtenemos dos ecuaciones diferenciales ordinarias una que depende

solo de t y la otra que depende sélo de x.

h——=F
odt
la cual puede escribirse como
dp —iFE
- - 1.1.6
== 7 ¢ (1.1.6)
h? 1 d*y
- E
2m ) dx? v

multiplicando por 1 la ecuacion anterior se obtiene

_h_2‘l2_¢+vw25¢ (1.1.7)

2m dx?
la ecuacién (1.1.6) se resuelve facilmente por separacién de variables

d _ b

gb = h dt+61

B
In¢= —Ft+01

tomando exponenciales en ambos lados de la ecuacién anterior se tiene

eln ¢ _ e—zEt/hecl

donde e es una constante, la cual vamos a darle el valor de 1, asi la solucion de la ecuacion

(6) es:

¢ (t) = e PN (1.1.8)
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La ecuacién (1.1.7) es la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo. Al especificar
V' (z) y resolver la ecuacién diferencial obtenemos los valores de ¢ (z), al hacerlo podemos

escribir la funcion de onda

U (x,t) = 1 (x) e BN (1.1.9)

la cual depende de = y t, calculemos la densidad de probabilidad
T = op* Bl ape M —| o)) (z) |? (1.1.10)

la ecuacion (1.1.10) es independiente del tiempo, y lo mismo pasa al calcular los valores

esperados de cualquier cantidad dinamica, como posiciéon, momento lineal u otra cantidad.

En mecanica clédsica la energia total, la cinética mas potencial en algunos casos se le

llama el Hamiltoniano
2

H(z,p) = §—m+V(x) (1.1.11)

el correspondiente operador Hamiltoniano en mecanica cudntica se obtiene sustituyendo

p = (h/i) (0/0x)
H=————+V(x) (1.1.12)

Entonces la ecuacién (1.1.7) también puede escribirse como
Hiy = Eip (1.1.13)

La solucién general se puede escribir como una combinacién lineal de todas las solu-

ciones

U (z,t) = chw (z) e /M (1.1.14)

Ahora bien las funciones v deben tener las siguientes caracteristicas para que sean

funciones aceptables de la ecuacién de Schrodinger [4].
1. ¢ (x) debe ser finita.

2. 1 (x) debe ser continua.

3. M debe ser finita.
dx
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4. dv (x) debe ser continua.
dx
La versién final de la ecuacién (1.1.7) es
d*>)  2m

La cuantizacion de la energia se presenta al observar que la ecuacién de Schrodinger
independiente del tiempo (1.1.15) tienen soluciones aceptables sélo para ciertos valores de

energia total E, [1], [2].

Es instructivo resolver la ecuacién (1.1.15) de forma analitica para un potencial sencillo.

1.2. Solucion exacta con el potencial de pozo infinito
Consideremos el potencial de pozo infinito

0 st0<z<a
V(z) = (1.2.16)

oo strx<0, z>a

La grafica del potencial es

Vix)

X=a X

Figura 1.1: Potencial pozo infinito
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Al reemplazar el potencial dado por la ecuacion (1.2.16) en la ecuacién (1.1.15) se tiene

R2 d%
— g = B (1.2.17)

la ecuacién (1.2.17) se puede escribir en una forma conocida

d*y
Y e 1.2.18
Y ke (12.18)
donde
2mE
k=
h
La solucion general de la ecuacién (18) es
Y (x) = cysenkx + cocoskx (1.2.19)

Donde ¢; y ¢o son constantes arbitrarias, estas constantes las determinamos por las

condiciones de frontera del problema. La continuidad de v (z) requiere que

Y (0)=1v(a) =0 (1.2.20)
Al evaluar 9 (0) = 0 se tiene

Y (0) = cysen (0) + cocos (0) =0

de lo anterior se llega a la conclusién que ¢, = 0 y llegamos a

Y () = crsen (kx) (1.2.21)
al evaluar ¢ (a) = 0 en la ecuacién (21) tenemos

Y (a) = c1sen (ka) =0

ya que ¢1 no es cero, sen (ka) es cero, y eso va ocurrir solamente en miltiplos enteros de 7

ka =0, £, £27, 37, ...
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pero k = 0 no lo tomamos ya que eso implicarfa que 1 (x) = 0 para toda x, y los valores de
k negativos no aportan soluciones nuevas, ya que sen (—y) = —sen (vy) y el signo negativo

puede ser absorbido por la constante c;, asi las soluciones distintas son
k,=— (1.2.22)

conn=1, 2, 3,..
Reemplazando la definicién de & en la ecuacién (22) obtenemos los posibles valores de

E
k2 n’n?h?

om  2ma2

E, (1.2.23)

Al normalizar la funciéon de onda, podemos encontrar la constante arbitraria c¢;

a

/ | c1 |? sen? (kx)dx =| ¢, |* = =1
0 2

de lo anterior obtenemos

Las soluciones son

Y (x) = \/gsen (?) (1.2.24)

Al graficar las primeras tres funciones asociadas con la Ecuacién (1.2.24) nos damos cuenta
que la paridad de estas funciones cambia de forma alternante con respecto al centro del
pozo (ver Figura 1.2).

Para poder verlo, imagine que traza una recta vertical que pasa por x = 1/2, para 1,
la recta divide en partes idénticas la funcion y claramente es una funcién par, para v, la

recta vertical nos muestra que la funcién es impar y asi sucesivamente [1], [2].

La energia base cuando tenemos paridad par es

w2h?
E = 1.2.25
' 9ma2 ( )
La energia base cuando tenemos paridad impar es
2712 h?
By =" (1.2.26)

ma?
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1 > 1 1
T % \\1 T N T T T
08 - / \ -
0.5 { | - 05 || | | {1
| \ / \ /
/ \ f \ | \ / |
06 - / \ . / \ | | | |
/ \ ‘ | ‘ J u
f | | \
| \ { l
| | { |
. ' | | |
% o4 4% o X ol ‘ | .
= > > | (
| /
| |
\ [
! \ . | 'u 5
02 - [ \ \ / { f
| 1 \ | | |
/ “I ]
05 - \ /= 05| | | -
oL A
0.2 1 | 1 1 1 | | 1 | 1 | [N 1 |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 08 1 0 0.2 04 06 08 1
X x x

Figura 1.2: Funciones de onda para el potencial de pozo infinito

Para realizar la comparacion de los valores exactos de energia con la simulacion numéri-
ca, las energias base de las ecuaciones (1.2.25) y (1.2.26) las vamos a calcular en unidades
reducidas, haciendo que h = m = 1. Al ancho del pozo le podemos asignar cualquier valor,

hagamos a = 2, con lo anterior obtenemos F; = 1.2337 Ey = 4.9348



Capitulo 2

Técnicas numeéricas

2.1. Meétodo matricial

Al escribir la ecuacién de Schrodinger en diferencias finitas se obtiene [5], [7], [3]:

_lwiﬂ — 2 + i

+ Vit = E; 2.1.1
S Ui~ B (21.)

al despejar para 1,1, se obtiene
Yiy1 =20 — i1 — 2 (Aﬂ?)2 (E - Vz’) (0 (2-1-2)

La Ecuacién (2.1.1) la vamos a reescribir como

1 1 1
——+V-FE Y- ——=ti — ———=1ix; =0 2.1.3
((Al’)Q ) w 9 (Ax)ﬂP 1 9 (AI)Qw +1 ( )
Al evaluar nos quedan matrices que cada vez se vuelven mas grandes, veamos un par
de ellas:
— L +V,—F 0 0 P 0
(Az)? 1 ? 1 ?
— —+ V- F =10
2 (Ax)? (Ax)? 1 ’ 2 (Ax)? va
0 — — +V,—F 0
2 (Ax)? (Az)? ! V4
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1 1

T (Ba) +1 ol RIS 01 : "
222 (Aw) tv“ IW 01 Vs | =

0 - 2(Ax)? (Ax)? t Vim B Im Va

0 0 B —W+V5—E ¥y

El problema se convierte en un problema de valores propios, para calcular estos valores
propios existen varias técnicas numéricas, veamos brevemente la teoria al respecto. Dada
una matriz cuadrada A, nos preguntamos como obtener los valores propios, basicamente
estamos interesados en las soluciones de la ecuacion A¥ = A7, la cual es equivalente
(A= X © = 0, ya que estamos interesados en las soluciones distintas de cero de esta
ecuacién, la matriz A — AI, debe ser singular y por lo tanto, det (A — AI) = 0.

En principio podemos hallar los valores propios de A, se construye
P(\) =det(A—\) (2.1.4)

y se hayan los ceros de P. La funcién P () se llama el polinomio caracteristico de A. En
general una matriz de n x n tendra un polinomio caracteristico de grado n y sus raices
son los valores propios de A.

El calculo de ceros de un polinomio es numéricamente desafiante, asi que este sencillo

procedimiento no es recomendable.
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2.1.1. Meétodo de potencias

La motivacién atras de este método iterativo es que la multiplicacién de la matriz por
un vector tiende a mover los vectores directo al vector propio dominante, [7].
El método iterativo de potencias es esencialmente el método de punto fijo iterativo con

normalizacion en cada paso. El algoritmo es el siguiente:

Paso 1: Dado el vector inicial &
Paso 2: Para j =1,2,3, ...

Paso 2.1 wj— =xj1/ || xj-1 |
Paso 2.2 x; = Aujq

Paso 2.3 A= Aujy

Paso 2.4 Fin del ciclo

Paso 3 uj =3/ || @ ||

Donde || z; ||, representa la norma de un vector.

2.1.2. Método de Potencias Inversa

El método de potencias inversa localiza el vector propio con el valor absoluto mas
grande, al aplicar el método de potencias a la matriz inversa [7]. Consideremos el siguiente

lema. Sean los valores propios de la matriz A1, A1, A5 1., A-L asumiendo que la inversa

existe, los vectores propios son los mismos de A. Los valores propios de la matriz con
corrimiento A — sI, son A\ — s, Ay — S,..., Ay — S, ¥ los vectores propios son los mismos de
A, la prueba se puede encontrar en el libro de Sauer. El algoritmo es el siguiente:

Paso 1: Dado el vector inicial 7y y el corrimiento s

Paso 2: Para 7 =1,2,3, ...
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Paso 2.1 wj—1 =xj1/ || zj-1 |2
Paso 2.2 Resolver (A — sI)x; = u;_;
Paso 2.3 Aj = Uz

Paso 2.4 Fin del ciclo

Paso 3 uj =x;/ || % |2

2.1.3. Programa en Octave del método matricial

El siguiente programa en Octave, primera genera las matrices, evaluando la ecuacion
(3), luego calcula los valores propios y funciones de onda y finalmente gréfica las funciones

de onda asociadas, [5], [3].

V= inline(’40*((1/x712)-(1/x"6))’); % el potencial

L =1.0; % ancho

n = 1000; % numero de partes

xL= 0.25%L; % lado izquierdo, donde psi(xL)=0
xR= +5.50%L; % lado derecho, donde psi(xR)=0

dx= (xR-xL)/n;
x = xL;

A = zeros(n-1); % matriz de elementos

for i=1:n-1
for j=1:n-1
if (i==j+1 || i==j-1)
A(i,j) = -0.5/dx"2;
end

end

x = x + dx;
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A(i,i) = 1.0/dx"2 + V(x);

end

[wfn E] = eig(A); % se obtienen los valores propios

x = xL+dx:dx:xR-dx;

fprintf (’**x Nivel de energia ***\n’,n);

for i=1:2
energia(i) = E(i,1);

wfn(:,i) = wfn(:,1i)/max(wfn(:,1)); % se normaliza la funcion de onda

fprintf (’n=%2d --> E=)15.4f\n’,i,energia(i));
plot(x,wfn(:,i) .*wfn(:,i),’*-");

axis([xL xR 0.0 3.0]);

pause (1) ;

end

Podemos calcular el tiempo que tarda el programa en realizar los calculos con la funcién
tic toc, la cudl forma parte de las librerfas de Octave.
El siguiente programa calcula los primeros dos niveles de energia para el potencial de Len-

nard Jones

%V = inline(’0.5%x72’); % el potencial
V = inline (’400%(1/x.712)-400%(1/x.76)’);
L=1.0; % ancho
n = 1200;
tic % numero de partes

xL= -5.00%L; % lado izquierdo, donde psi(xL)=0
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xR= +5.00%L; % lado derecho, donde psi(xR)=0
dx= (xR-xL)/n;
x = xL;

A = zeros(n-1); % matriz de elementos

for i=1:n-1

for j=1:n-1

if (i==j+1 || i==j-1)
A(i,j) = -0.5/dx"2;

end

end

X = x + dx;

A(i,i) = 1.0/dx"2 + V(x);

end

[wfn E] = eig(A); ' se obtienen los valores propios

x = xL+dx:dx:xR-dx;

fprintf (’**x Nivel de energia ***\n’,n);

for i=1:4
energia(i) = E(i,i);
wfn(:,i) = wfn(:,i)/max(wfn(:,1)); % se normaliza la funcion de onda
fprintf (’n=%2d --> E=)15.4f\n’,i,energia(i));
plot(x,wfn(:,i) .*wfn(:,1i),’*-");
axis([xL xR 0.0 3.01);
print energialc.pdf
pause (1) ;

end
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toc

al correr el programa anterior se obtiene

n=1, E=-66.2784
n=2, E=-22.9965

elapsed time 20.03 seg

Como se puede observar el tiempo de 20.03 seg es para dos niveles de energia. El error
asociado al método, proviene del método utilizado para calcular los valores propios, de
acuerdo a Giourdano y Tao Pang, el error es de orden dos con respecto al numero de
operaciones. El principal inconveniente del método es el tiempo de computo que tiende a
ser muy grande al resolver la ecuacién de Schrodinger en dos o tres dimensiones.

Los valores propios y por tanto los niveles de energia, el programa los calcula con la
libreria eig (A), esta parte se puede hacer con los métodos de potencia, potencia inversa y

cociente de Rayleigth.
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2.2. Meétodo de emparejamiento (matching)

El método de emparejamiento (matching) es til en los casos de potenciales no simétri-
cos, como el que se muestra en la figura 2.1, el cual es el potencial de Lennard-Jones, que
es lo esperado para un sistema que consta de dos atomos, con uno localizado en x = 0. Se
espera encontrar de los estados fundamentales los estados ligados en el cual el &tomo tiene
la mas alta probabilidad de ser encontrado cerca del minimo potencial. La funcién de onda
para este estado desaparecera para valores pequenos y grandes de x y sera significativa-
mente diferente de cero para la regién donde V' es grande en magnitud y negativa [5], [3].

Recordemos la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para una particula
en tres dimensiones ,

- ;—mvw + V(") = Ey (2.2.1)
donde A es la constante de Plack, m es la masa de la particula, V es el potencial, £ es
la energia de la particula y ¢ es la funcién de onda. Ahora consideremos, por simplicidad
que la particula se mueve en una dimension, asf 1) = 1)(z) y el operador V? se reduce a la

segunda derivada d?/dz?. La ecuacién de Schrodinger (independiente del tiempo) queda

CcOo1mo

~ T + V(2)y = Ev (2.2.2)

Ahora aproximando a una forma diferencial finita, y por simplicidad se usara el método

de Verlet, obtendremos:

h2 d2_w ~ h2 wn+1 + wnfl - 27%

-5 N - ~(EF—-V, 2.2.3
2m dx? 2m (Az)? ( ) ( )

Resolviendo para 1,41, tomando h=1y m =1,
d}n—i—l = 2¢n - ¢n—1 - Q(Ax)z(E — Vn)wn (224)

Para comenzar, consideremos el calculo de ¢ usando el método de Verlet, comenzando
en la regién donde 1 es muy pequena y siguiendo hacia el medio. Por lo que realizaremos
dos integraciones. Una comenzando en el punto mas a la izquierda de la figura 2.1, en el

punto = 7. En este punto se asigna ¢ = 0 y un valor de di)/dx muy pequeno. Entonces
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Y1

- - - = -

:L:I D

X

Figura 2.1: Ilustracion esquematica del método de emparejamiento para resolver la ecua-
cién de Schrodinger. La curva sélida muestra el potencial, mientras que las curvas dis-
continuas muestran funciones de onda (hipotéticas) calculadas usando la ecuacién 2.2.4,
iniciando la integracién desde la izquierda (¢;) y desde la derecha (1p). En este caso, las
dos funciones de prueba no coinciden con suavidad, y por lo tanto no se pueden combinar

para dar una solucion aceptable de la ecuacion de Schrodinger.

al usar la ecuacién 2.2.4 se obtiene v en x; + Az, r; + 2Ax, etc., asi se determina v
con cada incremento del valor de x. A esta funcion se le llama 17, porque se obtiene por
integracion desde la regiéon mas a la izquierda. Este procedimiento se repite comenzando
en el punto x = xp, el mas alejado a la derecha de la figura 2.1. Nuevamente, en este
punto se asigna ¥ = 0 y un valor de diy/dz pequeno, antes de usar la ecuacién 2.2.4 otra
vez. Entonces se integra hacia valores decrecientes de x, y asi obtener la funcién llamada
Yp. La idea es combinar las funciones ¢; y ¥p para obtener la funcién de onda en todo el

rango.
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La funcion valida debe ser suave y continua. Esto es, 1 y sus derivadas deben ser
continuas. Esto significa que si la combinacién de las dos funciones v; y 1p es para formar
una funcién de onda aceptable, ellas se deben intersectar en algin punto (entonces la
funcién es continua) y deben tener la misma pendiente en el punto que se intersectan
(entonces di/dx es continua). Siempre podemos organizar que ¥y y ©p se intersecten ya
que, podemos escalar la funcion calculada 1 por un factor constante y atin obtener una
soluciénn a la ecuacion de Schrodinger. Es generalmente conveniente y numéricamente
aconsejable escoger un punto en algun lugar cercano al minimo del potencial como el
punto de coincidencia, ya que la funcién de onda tendra un valor grande alli, y luego
escalar 1¥; 0 ¢p o ambas para que sus valores sean iguales en ese punto. Esto todavia nos
deja con el requisito de que las derivadas sean iguales en el punto de coincidencia. El inico
parametro ajustable restante en el calculo es la energia. Para la mayoria de los valores
de E encontramos la situacién representada en la figura 2.1, donde las derivadas di;/dx
y dip/dx no coinciden. Sin embargo, normalmente es posible ajustar el valor de E para
hacer coincidir estas derivadas. Cuando esto ocurre, la de combinacién ; e ¥; nos da la
funcién de onda correcta, y el valor asociado de E es la energia del nivel, [5], [3], [6].

Entonces este es el método de emparejamiento (matching), por obvias razones. La
rutina de busqueda a utilizarse es para obtener una correspondencia cada vez mas exacta
de las derivadas diy;/dx y dip/dx, y por lo tanto mejores y mejores estimaciones para la
funcién de onda y la energia. En primer lugar, puesto que se empezard a calcular ¢ (z)
desde ambos extremos del sistema, debemos tener valores iniciales de las funciones de onda
y sus derivadas en ambos extremos. Es decir, necesitamos comenzar con ¢;(z; — Ax),
Yr(zr), Yp(ep) v ¥p(rp + Ax); donde los dos valores fuera del intervalo (z;,zp) son
necesarios para empezar con la iteracion de la ecuacion 2.2.4. Estos valores se escogen
generalmente de tal forma que las pendientes iniciales sean muy pequenas, por ejemplo
se puede tomar ¢;(x; — Ax) = —0.0001Az. Por conveniencia podemos elegir el mismo
valor en ambos extremos ya que se aplicard el factor de escala de manera diferente para
coincidir con los valores de ¥y y ¥p en el punto central de todos modos. En segundo lugar

y mas importante, debemos tener una estrategia eficiente de variar el valor de E para que
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las derivadas di;/dx y dip/dx se aproximen una a la otra. El método que se uso es el

siguiente:

1. Inicialmente asignar un valor inicial a E, AF y definir una variable de comparacién

de las pendientes, por ejemplo flag, con valor de cero.
2. Asignar un valor de £1 a flag, dependiendo si di;/dx > di)p/dx o viceversa.

3. Si el signo de flag es diferente al valor de la prueba anterior, entonces asignar un

nuevo valor a AE = —AFE/2.
4. Incrementar la E en un valor AFE.

La salida del programa puede darse cuando se alcance un umbral para un valor pequeno
de AFE o después de un numero de iteraciones considerable. Ademads la normalizacién se
realizé en ambas funciones, 1y y 1p, para tomar el valor de la unidad en el punto x de

emparejamiento.

2.2.1. Programa en octave del método de emparejamiento

A continuacion se presenta el programa utilizado en octave. Primero se presentara la
aproximacion finita utilizando el método de Verlet, luego se indicara el cambio utilizando

el método de Numerov.

1 #! Jusr/bin/octave —qf

2

3 clear all;

4 L = 1.0; # ancho

5 N = 2500; # numero de partes

6 e = 10.0; # profundidad del
— potencial

7 s = 1.0; # distancia

— potencial cero
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12
13

14

15

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
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V = inline ("4xex((s./x)."12—(s./x)."6)”); # potencial de
— Lennard—Jones

hr = 1.0; # constante de plack
— reducida

m= 1.0; # masa

E = —6; # valor de energia
— nicial

dE = 0.5; # cambio de energia

t = le—6; # tolerancia de

— energia

xl = 0.5xL; # lado izquierdo ,
— donde psi(xL)=0

xr = 5.0xL; # lado derecho
— donde psi(zR)=0

xm = 1.4xL;

dx = (xm—x1)/(N-1);

xlm = xl—dx:dx:xm;

xrm = xr+dx:—dx:xm;

flag = 0;

n = 0;

function psi = fun_psi(len ,dx,En,fun_V s xsm,m, hr)
psi = zeros(1,len);
psi(1l) = —0.0001xdx;
psi(2) = 0;

for i=3:len
fe = 2sm/hr "2%(En — fun_V(s,xsm(i—1))); #factor de energia
psi(i) = 2kpsi(i—1) — psi(i—2) — fexdx " 2xpsi(i—1);

end
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31 endfunction

32
33

34 while (abs(dE) > t)

35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
o1
52
53
54
95
56
o7
o8
99

psil = fun_psi(length(xlm) ,dx,E,V s xlm ,m, hr);

)
psir = fun_psi(length(xrm) ,dx,E,V s xrm ,m, hr);
psil = abs(psil)/abs(psil(length(xlm)));
psir = abs(psir)/abs(psir(length(xrm)));
dpl = (psil(length(xlm)) — psil(length(xlm)—2))/(2x*dx);
dpr = —(psir (length(xrm)) — psir(length(xrm)—2))/(2xdx);
if (n = 200)
break ;
elseif (dpl > dpr && flag != 0)
if (flag = 1)
dE = —dE / 2;
flag = —1;
endif
elseif (dpl < dpr && flag != 0)
if (flag = —1)
dE = —dE / 2;
flag = 1;
endif
elseif (flag = 0)
if (dpl > dpr)

flag = —1;
elseif (dpl < dpr)
flag = 1;
endif

else



60
61
62
63
64
65
66
67
68

69

70
71
72
73
74

75
76
77

28
29
30
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break ;

endif

E =E + dE;

n++;
endwhile
printf('El_valor._de_energia_es:_%\n’, E);
printf( El_valor.del_.delta_de_energia.es:_.%\n’, dE);
printf(’El_numero_de.iteraciones._es:_.%\n’, n);
printf(’El_valor_de_la_pendiente_de_la_funcion_por._la_izquierda.

— es:.%\n’, dpl);
printf( ’El_valor.de_la_.pendiente_de.la_funcion_por.la_derecha._es

— .%\n’, dpr);

Y

plot (xlm, psil ;| "s—
xlabel ("Eje.x");

: ) 9 .
,Xrm, psir , 'x—");

ylabel (’Funcion._de_onda’);

strl = ’'Funcion.de_onda_para.el_potencial_Lennard_.Jones , _tomando
< .\sigma=";
str2 = ’\epsilon=";

title (sprintf(’'%_%_%_% ", strl, s, str2, e));
axis ([x] xr min(min(psil) min(psir)) max(max(psil) max(psir))

— +0.2]);

Ademas, como se mencioné anteriormente, también se puede utilizar la aproximacién
por el método de Numerov. Bastara con cambiar las lineas 28 y 29 del script anterior por

las lineas siguientes:
kO = 2%m/hr "2+ (En — fun_V (s,xsm(i—2)));
kl = 2sm/hr "2%(En — fun_V(s,xsm(i—1)));
k2 = 2s«m/hr "2%(En — fun_V (s,xsm(i)));



31
32
33
34
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fo =
f1 =
f2 =

psi (

(1 + 1/12xk0*dx"2)*psi(i—2);
2%(1 — 5/12%kl*xdx"2)*psi(i—1);
I + 1/12%k2xdx " 2;

i) = (f1 — f0)/f2;

Para cambiar el potencial a analizar, se cambiara la linea 8 por el potencial de interés.

En ambas situaciones el print de pantalla obtenido es el siguiente:

El
El
El
El
El

valor de energ\’{i}a es: -1.8871

valor del delta de energ\’{i}a es: -9.53674e-07

numero

de iteraciones es: 39

valor de la pendiente de la funci\’{o}n por la izquierda es: -0.531143

valor de la pendiente de la funci\’{o}n por la derecha es: -0.531142

La imagen se presenta en la Figura 2.2.

En la figura se puede observar el color azul de la linea que corresponderia a la funcién

de onda 17, y la linea de color verde corresponde a 1p. En el punto de interseccion de estas

dos curvas la funcion es continua, asi como sus derivadas, obteniendose la funcién deseada

con el correspondiente valor de energia. El error asociado al integrar es de orden cuatro

con el método de Numerov, se puede integrar con el método de Euler el cudl tiene un error

de orden 1 con respeto a Az y obtener los mismos resultados pero con mas iteraciones.

Es interesante obtener el tiempo de corrida, esto lo podemos calcular con la funcion, tic ,

que tiene incorporada Octave, a continuacion el programa incluyendo la funcién tic-toc.

#n=
#n=
#n=
#n=
#n=

#n=

#! /usr/bin/octave -qf

1 -->
2 -—>
3 -->
4 -->
5 -—>
6 -—>

E=-66.2713
E=-22.9846
E= -4.1363
E= 0.1445
E= 1.5989
E= 3.9763



2.2. Método de emparejamiento (matching) 24

Funcion de onda para el potencial Lennard Jones, tomando 0 = 1 y &€ = 10

Funcion de onda
o

Figura 2.2: Funcién de onda para el potencial de Lennard-Jones. Primer nivel de energia

clear all;

L =1.0; # ancho

N = 1000;

tic # numero de partes

e = 100; # profundidad del potencial

s =1.0;

%V=inline(’0.5%*x.72’); # distancia potencial cero

V = inline ("4*ex((s./x)."12-(s./x)."6)"); # potencial
hr = 1.0; # constante de plack reducida
m=1.0; # masa

E = -70.0; # valor de energia inicial
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dE = 0.5; # cambio de energia

t = le-6; # tolerancia de energia

x1 = 0.5%L; # lado izquierdo, donde psi(xL)=0
xr = 5.0%L; # lado derecho, donde psi(xR)=0
xm = 1.4%L;

dx = (xm-x1)/(N-1);

x1lm = x1-dx:dx:xm;
Xrm = xr+dx:-dx:xm;
flag = 0;

n=0;

function psi = fun_psi(len,dx,En,fun_V,s,xsm)

psi = zeros(1,len);

psi(1)
psi(2)

-0.0001*dx;

0;
for i=3:len

psi(i) = 2*psi(i-1) - psi(i-2) - 2*(En - fun_V(s,xsm(i-1)))*dx"2*psi(i-1);
end

endfunction

while (abs(dE) > t)

psil = fun_psi(length(xlm),dx,E,V,s,xlm);

psir = fun_psi(length(xrm),dx,E,V,s,xrm);

psil = abs(psil)/abs(psil(length(x1lm)));

psir = abs(psir)/abs(psir(length(xrm)));

dpl = (psil(length(xlm)) - psil(length(x1lm)-2))/(2xdx);
dpr = -(psir(length(xrm)) - psir(length(xrm)-2))/(2*dx);
if (n == 200)
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break;
elseif (dpl > dpr)
if (flag == 1)

dE = -dE / 2;
endif
flag = -1;

elseif (dpl < dpr)

if (flag == -1)
dE = -dE / 2;

endif
flag = 1;

else
break;

endif

E = E + dE;

n++;

endwhile

E
dE

plOt(le,p31l, ) k=2 ’er,psir, )*_J) ;
axis([x1 xr min(min(psil) ,min(psir)) max(max(psil) ,max(psir))+0.2]);

toc

Al calcular el nivel de energia base con el potencial de Lennard Jones, con ¢ = 100 y
stgma = 1 se obtiene un tiempo de corrida de 10.99 seg con energia de —66.288.

El error asociado depende del método de integracion, el método mas eficiente es el de
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Numerov que es de orden cinco con respecto al tamano de paso.



Capitulo 3

Resultados y conclusiones.

3.1. Niveles de energia

Ahora se reportan los resultados obtenidos para cada potencial, se calculan los niveles
de energia con los dos métodos numéricos variando los valores de los parametros que
caracterizan los potenciales, en cada caso se presentan las gréaficas de las funciones de

onda correspondientes.

28



3.2. Niveles de energia con el potencial de Lennard-Jones

29
3.2. Niveles de energia con el potencial de Lennard-

Jones

Como ya sabemos el potencial de Lennard Jones esta caracterizado por los dos parame-
tros € y 0. Una gréfica tipica de este potencial es:

15— |

05— |

P otencial Vix)

-0.5

|
25
Eje x

Figura 3.1: Potencial Grafica tipica del potencial de Lennard Jones
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Tabla 3.1: Niveles de energia, en unidades reducidas, con el potencial de LJ, con € = 100

yo=1
n, | B, matricial, | E, emparejamiento
1 1-66.2729 -66.288
2 | -22.9872 -22.8720
3 | -4.1377 -4.1065
4 1 0.0790 0.1474

Funcion de onda para n=1, con el potencial Lennard Jones, tomando 0=1 y €=100

Funcion de onda

Eje x

Figura 3.2: Potencial de Lennard Jones, nivel de energian =1con e =100y 0 =1
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Funcion de onda para n=2, con el potencial Lennard Jones, tomando =1y £=100

1.2 T T T T

Funcion de onda

Eje x

Figura 3.3: Potencial de Lennard Jones, nivel de energian =2 con e =100y 0 =1

Funcion de onda para n=3, con el potencial Lennard Jones, tomando =1y £=100

Funcion de onda

Eje x

Figura 3.4: Potencial de Lennard Jones, nivel de energian =3 con e =100y 0 = 1
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Funcion de onda

Funcion de onda para n=4, con el potencial Lennard Jones, tomando g=1y £=100

Eje x

Figura 3.5: Potencial de Lennard Jones, nivel de energian =4 con e =100y 0 = 1
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Tabla 3.2: Niveles de energia, en unidades reducidas, con el potencial de LJ, con e = 75 y

oc=1
n, | F, matricial, | E, emparejamiento
1 | -46.3201 -46.3330
2 | -12.5234 -12.4490
3 | -1.0229 -1.0025
4 | 0.4637 0.6620

Funcion de onda para n=1, con el potencial Lennard Jones, tomando =1y €=75
2.5 T T T T T T T T

Funcion de onda

Eje x

Figura 3.6: Potencial de Lennard Jones, nivel de energian =1cone =75y o =1
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Funcion de onda

Funcion de onda

o
@

=}
o

04

0.2

Funcion de onda para n=2, con el potencial Lennard Jones, tomando 0=1 y e=75

Eje x

Figura 3.7: Potencial de Lennard Jones, nivel de energian =2 cone =75y o =1

Funcion de onda para n=3, con el potencial Lennard Jones, tomando 0=1Yy =75

2 F T T T T T T

Eje x

Figura 3.8: Potencial de Lennard Jones, nivel de energian =3 cone =75y o =1
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Funcion de onda para n=4, con el potencial Lennard Jones, tomando 0=1y €=75

Funcion de onda

Eje x

Figura 3.9: Potencial de Lennard Jones, nivel de energian =4 cone =75y o =1
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Tabla 3.3: Niveles de energia, en unidades reducidas, con el potencial de LJ, con e = 50 y

E,, emparejamiento

c=1
n, | E, matricial,
1 ]-27.2994
2 | -4.4129
3 10.1247
4 | 1.0674

-27.3060
-4.3907
0.1866
1.4497

Funcion de onda para n=1, con el potencial Lennard Jones, tomando o=1 y e=50

Funcion de onda

Eje x

Figura 3.10: Potencial de Lennard Jones, nivel de energian =1cone =50y o =1
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Funcion de onda para n=2, con el potencial Lennard Jones, tomando =1y £=50

18 [~

Funcion de onda

Eje x

Figura 3.11: Potencial de Lennard Jones, nivel de energian =2 cone =50y o =1

Funcion de onda para n=3, con el potencial Lennard Jones, tomando o=1y £=50

Funcion de onda

Eje x

Figura 3.12: Potencial de Lennard Jones, nivel de energian =3 cone =50y o =1
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Funcion de onda para n=2, con el potencial Lennard Jones, tomando =1y £=50

T T T T T T
18

Funcion de onda

Eje x

Figura 3.13: Potencial de Lennard Jones, nivel de energian =4 cone =50y o =1
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Tabla 3.4: Niveles de energia, en unidades reducidas, con el potencial de LJ, con e = 25 y

oc=1
n, | F, matricial, | E, emparejamiento
1 1-1.8901 -1.8801
2 | 0.3004 0.3961
3 | 1.2341 1.2924
4 | 2.7300 2.7206

Funcion de onda para n=1, con el potencial Lennard Jones, tomando 0=1y £=25

12 L T T T T T T

Funcion de onda

Figura 3.14: Potencial de Lennard Jones, nivel de energian =1cone =25y o =1
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Funcion de onda para n=2, con el potencial Lennard Jones, tomando o=1y £=25

Funcion de onda

Eje x

Figura 3.15: Potencial de Lennard Jones, nivel de energian =2 cone =25y o =1

Funcion de onda para n=3, con el potencial Lennard Jones, tomando o=1 y €=25

Funcion de onda

Eje x

Figura 3.16: Potencial de Lennard Jones, nivel de energian =3 cone =25y o =1
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Funcion de onda para n=4, con el potencial Lennard Jones, tomando o=1y =25

Funcicn de onda

Eje x

Figura 3.17: Potencial de Lennard Jones, nivel de energian =4 cone =25y o =1
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3.3. Niveles de energia con el potencial de Morse
El potencial de Morse se puede escribir:
V(r) = D[l — e )] (3.3.1)
Un grafico tipico de este potencial en unidades universales es:

25

15

WD
=

05 4

Figura 3.18: Potencial de Morse en unidades universales
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Al variar los parametros el potencial cambia, a continuacién se muestran algunas grafi-
cas con diferentes D,.

Los niveles de energia son

5000

D =067 =15
- -

D =10r =20
e -

D =157r =25
e e

4000 — D =17.r =30
. A

3000 —

Wix)

2000

1000 —

Eje x

Figura 3.19: Potencial de Morse con diferentes parametros

Tabla 3.5: Niveles de energia, en unidades reducidas, con el potencial de Morse, con D, =

1.5y 7, =0.06,a=1

n, | B, matricial, | E, emparejamiento
1 10.7410 0.7758

2 | 1477 1.4326

3 | 1.6548 2.053

4 | 1.9352 2.8669
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Funcion de onda, n=1, con el potencial de Morse, D=1.5
3 I I \ \ \

2.5

y(x)

15+~

Eje x

Figura 3.20: Potencial de Morse, nivel de energia n =1 con D, = 1.5, r. = 0.06 y

Funcion de onda, n=2, con el potencial de Morse, D.=1.5
T

Figura 3.21: Potencial de Morse, nivel de energia n =2 con D, = 1.5, r. =0.06 y a =1

44
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Funcion de onda, n=3, con el potencial de Morse, D.=1.5

Figura 3.22: Potencial de Morse, nivel de energia n

Funcion de onda, n=4, con el potencial de Morse, D.=1.5

=3con D.=15,7r.=0.06ya=

Figura 3.23: Potencial de Morse, nivel de energia n

-6 -4 -2 0 2

Eje x

=4conD.=15r.=006ya=1
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Tabla 3.6: Niveles de energia, en unidades reducidas, con el potencial de Morse, con D, =

1.0y r. =0.06,a=1

n, | F, matricial, | E, emparejamiento
1 ]0.5821 0.5868
2 | 1.0378 0.9289
3 | 1.2133 1.2434
4 | 1.5030 1.6684

Funcion de onda, n=1, con el potencial de Morse, D.=0.5

Eje x

Figura 3.24: Potencial de Morse, nivel de energia n =1 con D, = 1.0, r. =0.06 y a =1
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Funcion de onda, n=2, con el potencial de Morse, De=0.5

I
-6 -4 -2 0
Eje x

Figura 3.25: Potencial de Morse, nivel de energia n =2 con D, = 1.0, r. =0.06 y a =1

Funcion de onda, n=3, con el potencial de Morse, D.=0.5

1 F
-8 -6 -4 -2 0 2 4
Eje x

Figura 3.26: Potencial de Morse, nivel de energia n =3 con D, = 1.0, r. =0.06 y a =1
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Funcion de onda, n=4, con el potencial de Morse, De=0.5

-8 -6 -4 -2 0
Eje x

Figura 3.27: Potencial de Morse, nivel de energia n =4 con D, = 1.0, r,




3.3. Niveles de energia con el potencial de Morse 49

Tabla 3.7: Niveles de energia, en unidades reducidas, con el potencial de Morse, con D, =

05y7r.=0.06,a=1

n, | F, matricial, | E, emparejamiento
1 |0.3751 0.3889
2 | 0.5786 0.6008
3 | 0.7785 0.8892
4 |1.0734 1.3211

Funcion de onda, n=4, con el potencial de Morse, D.=0.5

T L L ™ L g :

e — - - S . ; ) . . .
Eje x

Figura 3.28: Potencial de Morse, nivel de energia n =4 con D, = 1.0, r. =0.06 y a =1
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Funcion de onda, n=1, con el potencial de Morse, D.=1.0

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
Eje x

Figura 3.29: Potencial de Morse, nivel de energian =1 con D, =0.5, 7. =0.06 y a =1

Funcion de onda, n=2, con el potencial de Marse, D=1.0

-6 -4 -2 0 2 4 6 8

Eje x

Figura 3.30: Potencial de Morse, nivel de energia n =2 con D, = 0.5, r. =0.06 y a =1
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Funcion de onda, n=3, con el potencial de Morse, D.=1.0

Figura 3.31: Potencial de Morse, nivel de energia n =3 con D, = 0.5, r. =0.06 y a =1

Funcion de onda, n=4, con el potencial de Morse, D.=1.0

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Eje x

Figura 3.32: Potencial de Morse, nivel de energian =4 con D, =0.5, 7., =006y a=1
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Tabla 3.8: Niveles de energia, en unidades reducidas, con el potencial de Morse, con D, =

1.7y r. =0.06, a =1

n, | F, matricial, | E, emparejamiento
1 10.7969 0..8021
2 | 1.6426 1.7319
3 | 1.8351 2.1718
4 | 2.1097 2.5046

Funcion de onda, n=1, con el potencial de Morse, D =1.7

Figura 3.33: Potencial de Morse, nivel de energian =1 con D, = 1.7, r. =0.06 y a =1
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Funcion de onda, n=2, con el potencial de Morse, Dg=1.7
3 T \ \ \ \ T T T T

8 6 4 2 0 2 4 6 8
Eje x

Figura 3.34: Potencial de Morse, nivel de energia n =2 con D, = 1.7, r. =0.06 y a =1

Funcion de onda, n=3, con el potencial de Morse, D.=1.7

Figura 3.35: Potencial de Morse, nivel de energia n =3 con D, = 1.7, r. =0.06 y a =1
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Funcion de onda, n=4, con el potencial de Morse, Dg=1.7

Figura 3.36: Potencial de Morse, nivel de energian =4 con D, =1.7,r. =0.06 y a =1

3.4. Potencial coseno hiperbdlico

El potencial coseno hiperbdlico es

Vi) 2 cosh? (z)

(3.4.2)

_h2a2/\2§:—1) [1 1 }

La siguiente grafica muestra como se comporta este potencial al variar la profundidad del

pozo
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Wix)

15

10

-10

-15

-10

Eje x

Figura 3.37: Potencial de coseno hiperbdlico con diferentes lambdas.
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De acuerdo a Tao Pang [6], este potencial tiene solucién analitica, la ecuacién para los

niveles de energia son:

Ra? [A(A—1) )
E, = —(A=1- 4.
=S | T (1= (3.4.3)

En las siguientes tablas estan los niveles de energia para el potencial coseno hiperbdlico,

conm=1h=1,a=1y el valor de )\ se va variar.
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Niveles de energia para A =4

Tabla 3.9: Niveles de energia, en unidades reducidas, con el potencial coseno hiperbdlico,

con A\ =4

n, | E, matricial, | F, emparejamiento | E, tedrico

0 |-1.5001 -1.4679 -1.5000
1 | 0.9997 1.0834 1.0000
2 | 2.4997 2.5230 2.5000
3 |3.0184 3.0349 3.0000

——

Figura 3.38: Potencial Coseno hiperbdlico, nivel de energia n = 0, con A =4



3.4. Potencial coseno hiperbdlico

Funcion de onda para n=1, con &l potencial Coseno hiperbolice, tomando A=4
T (\
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) 5
Eje x

Figura 3.39: Potencial Coseno hiperbdlico, nivel de energia n =1, con A =

Funcion de onda para n=2, con el potencial Coseno hiperbolico, torando A=4
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Figura 3.40: Potencial Coseno hiperbdlico, nivel de energia n = 2, con A =4
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Fundion de anda para n=3. con el potencial Cosena hiperbalico, tomando A=4

Funcion de onda

H
Eje x

Figura 3.41: Potencial Coseno hiperbdlico, nivel de energia n = 3, con A = 4
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Tabla 3.10: Niveles de energia, en unidades reducidas, con el potencial coseno hiperbdlico,

con A =5

n, | E, matricial, | F, emparejamiento | E, tedrico

0 |-3.00021 -2.9499 -3.0000
1 |0.4994 0.6467 0.5000
2 | 2.9991 3.0560 3.0000
3 | 4.4994 4.5608 4.5000

Las graficas de las funciones de onda son

Figura 3.42: Potencial Coseno hiperbdlico, nivel de energia n =0, con A =5
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Funcion de onda para n=1. on &l potancial Cosano hiperbolico, tomanda =5
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Figura 3.43: Potencial Coseno hiperbélico, nivel de energia n =1, con A =5

Funcion de onda para n=2, con el potencial Coseno hiperbolico, tornando A=5
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Figura 3.44: Potencial Coseno hiperbdlico, nivel de energia n = 2, con A =5
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Funcion de onda, n=3, con el potencial Coseno hiperbolico, k=5

25—

0.5

-10 5 0 E)
Eje x

Figura 3.45: Potencial Coseno hiperbélico, nivel de energia n = 3, con A
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Tabla 3.11: Niveles de energia, en unidades reducidas, con el potencial coseno hiperbdlico,

con A =06

n, | E, matricial, | F, emparejamiento | E, tedrico
0 | -5.0003 -4.9295 -5.0000
1 ]-0.5010 -0.2792 -0.5000
2 | 2.9982 3.0966 3.0000
3 | 5.4981 5.6441 5.5000
| |

Figura 3.46:

Potencial Coseno hiperbdlico, nivel de energia n =0, con A =6
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Funcion de andla para n=L1, con &l potencial Coseno hiperbolico, tomanda =6
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Figura 3.47: Potencial Coseno hiperbdlico, nivel de energia n =1, con A = 6

Funcion de onda para n=2, con el petendial Ceseno hiperbolico, temando A=6
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Figura 3.48: Potencial Coseno hiperbdlico, nivel de energia n = 2, con A =6
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Funcion de onda para n=3, can &l potencial Coseno hiperbalico, tomando A=6
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Figura 3.49:

Potencial Coseno hiperbdlico, nivel de energia n = 3, con A
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3.5.

Conclusiones

En base a los calculos realizados se llega a las siguientes conclusiones

1.

En todos los casos al aumentar el parametro que caracteriza la profundidad del pozo,

se obtienen valores de energia ligados méas grandes.

. Los métodos numéricos seleccionados nos dan resultados muy buenos, se pudo com-

parar el resultado analitico conocido del potencial coseno hiperbdlico con los numéri-

cos y son muy parecidos.

. El método matricial presenta algunas ventajas sobre el método de emparejamiento

uno de ellos que genera todos los niveles de energia deseados en una sola corrida a
diferencia del método de emparejamiento que calcula un nivel de energia a la vez.
Ademas el método matricial es mas preciso, los resultados obtenidos con este método

son casi idénticos a los valores exactos obtenidos de manera analitica.

. El método matricial muestra mayor exactitud, como se observd con el potencial

coseno hiperbdlico, para n = 0, el método matricial presenta un error porcentual de

0.00066 % y el de emparejamiento 2.14 %.

. El error numérico asociado depende del método de integracién, en la técnica de

emparejamiento. Se integro con dos métodos, el método de Euler que es de orden
1 y el método de Numerov que es de orden 4 respecto al paso de integracion. Por

mucho se prefiere el método de Numerov.
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