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PRESENTADA POR:

HERMES PAÚL BAUTISTA SOTO

ASESOR:

BRYAN OBED LARIOS, Ph.D.

JUNIO DEL 2022

Ciudad Universitaria Tegucigalpa M.D.C., Honduras C.A.



Esta tesis esta dedicada a mis padres



Agradecimientos
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§3.4.2 Álgebra de vectores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

§3.4.3 Subir y bajar ı́ndices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

§3.5 Agujero negro de Schwarzschild . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

§3.6 Agujero negro de Kerr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

§3.7 Gravedad Modificada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4 Cálculos 26

iii
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los agujeros negros son los objetos mas impresionantes y exóticos del universo, estos extraños y

complejos cuerpos surgen al resolver las ecuaciones de campo de Einstein [1], y son de interés tanto

para el público en general como para los cient́ıficos, pero ¿por qué son tan interesantes?, la respuesta

es clara; el sueño de los f́ısicos a lo largo del tiempo siempre ha sido unificar todas las interacciones de

la naturaleza en una sola teoŕıa del todo, esto ha sido intentado por las grandes mentes de la ciencia

[2], y al parecer los agujeros negros son una de las principales razones que impulsan la búsqueda de esa

unificación, ya que la teoŕıa de la relatividad general no basta para explicar lo que ocurre en el interior

del agujero negro, se debe aplicar la mecánica cuántica también [3].

El concepto de agujero negro no nace con la relatividad general de Einstein, la primera suposición

de su existencia data del siglo XVIII, con las especulaciones de John Michell en el Reino Unido, y Pierre

Simón de Laplace en Francia [2]. John Michell, un geólogo ingles se preguntaba de que tamaño tendŕıa

que ser una estrella con una cierta masa para que su velocidad de escape fuera tal que ni la luz pueda

escapar, la velocidad de la luz es de 300,000 km/s [4].

Se sabe que todos los cuerpos, todos los cuerpos tienen una velocidad de escape, por ejemplo para

escapar de la Tierra se debe lanzar un objeto a 11 km/s, de manera que en un agujero negro la gravedad

es tal que ni la luz puede escapar [2].

Estos objetos que imagino John Michell y Laplace permanecieron como una simple curiosidad, no fue

sino hasta el siglo XX cuando el joven Albert Einstein publicara su teoŕıa general de la relatividad en 1915

[2]. La teoŕıa general de la relatividad viene a reemplazar la teoŕıa de la gravitación de Newton, según

Newton el tiempo y el espacio son absolutos, y la gravedad es una fuerza que aparece instantáneamente,

a pesar de que Newton logro una gran hazaña al unificar la mecánica celeste con la mecánica terrestre,
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

su teoŕıa era incompleta [5]. El universo mecánico de Newton deb́ıa ser modificado, hubo que esperar

mucho tiempo hasta que apareció Einstein y revoluciono nuestra forma de ver el universo. Según Einstein

la gravedad no es una fuerza, sino el resultado del movimiento de un cuerpo que se mueve en un espacio-

tiempo que ha sido curvado por la presencia de otro cuerpo. Einstein pudo llegar a esta idea gracias al

principio de equivalencia, la teoŕıa general de la relatividad es la teoŕıa moderna de la gravitación [6].

Las soluciones de campo de Einstein son muy complejas, de hecho Einstein créıa que nunca seŕıan re-

sueltas, pero unos meses después fueron encontradas las primeras soluciones exactas por el f́ısico alemán

Karl Schwarzschild en 1916 [7].

Las soluciones de Schwarzschild son para un objeto esférico y estático, y en el vaćıo lo que simplifica el

problema, los agujeros negros de Schwarzschild fueron los primeros en conocerse.

Hubo que esperar hasta el año de 1963 cuando Roy Kerr, un f́ısico neozelandés encontró una solución

exacta de las ecuaciones de campo de Einstein. Un agujero negro de Kerr a diferencia de uno de Sch-

warzschild tiene rotación y los parámetros que lo caracterizan son su masa M y momento angular a

[8].

Figura 1.1: Órbitas de estrellas alrededor de Sgr A*

En los últimos 20 años se ha trabajado muy fuerte para poder caracterizar los parámetros de un

agujero negro, investigaciones de la Nasa sugieren que hay un agujero negro supermasivo en el centro

de nuestra galaxia, recientemente se pudo fotografiar uno de estos objetos por primera vez, pero aun

con todos estos esfuerzos, calcular los parámetros de un agujero negro sigue siendo tarea muy dif́ıcil.

En este trabajo de tesis vamos a brindar un método para calcular estos parámetros en términos de los

desplazamientos al rojo y al azul tal como se explica en el capitulo 4, motivados por evidencias obser-

vacionales hechas recientemente [9], en la figura 1 podemos ver las orbitas de varias estrellas girando
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en torno al agujero negro supermasivo Sagitario A* el cual está alojado en el centro de nuestra galaxia

la Vı́a Láctea, existen datos experimentales sobre la orbita de la estrella SO-2 los cuales nos serán de

mucha ayuda en este trabajo [8]. La idea de nuestro trabajo se enfoca en utilizar part́ıculas geodésicas

(estrellas) orbitando un agujero negro, estas estrellas emiten luz, la cual sera detectada por instrumentos

en la Tierra, pero debido al movimiento orbital de la estrella habrá un desplazamiento al rojo y al azul

zr y zb respectivamente [9], los parámetros que caracterizan el agujero negro finalmente serán expresados

en función de estos desplazamientos.

El orden de esta tesis es el siguiente: Caṕıtulo 1: Introducción, caṕıtulo 2: Justificación, caṕıtulo 3:

Marco teórico, caṕıtulo 4: Cálculos, caṕıtulo 5: Conclusiones y caṕıtulo 6: Apéndice.



Caṕıtulo 2

Justificación y objetivo de investigación

2.1. Justificación

En este trabajo de tesis se presenta un método para calcular los parámetros de un de un agujero

negro de Kerr con gravedad modificada, la cual es una pequeña perturbación en la teoŕıa General de la

Relatividad de Einstein, el estudio de estos objetos astrof́ısicos es de suma importancia ya que en nuestro

universo no existe algo mas incomprendido y que haga ver insuficiente a cualquier teoŕıa cient́ıfica, todo

esfuerzo encaminado a su comprensión no puede ser menospreciado. Hemos escogido en este trabajo el

agujero negro de Kerr ya que este tiene rotación y en el universo todos los objetos rotan, por tanto el

parámetro a que caracteriza dicha rotación debe destacar en el estudio de los agujeros negros de Kerr,

por otro lado está la masa M , la cual además de influir en la rotación es la cantidad que determina

el ciclo de vida de las estrellas [10], su evolución y su final, de manera que investigar cuales son los

parámetros de un agujero negro (a y M) no es una mera demostración de pericia matemática sino una

entera necesidad por conocer estos objetos astrof́ısicos.

Nuestro esfuerzo por calcular estos parámetros es más ambicioso pero realista que trabajos realizados

con anterioridad, ya que asumimos órbitas circulares fuera del plano ecuatorial. La idea central de nuestro

trabajo se basa en que como no podemos detectar el agujero negro ya que la luz queda atrapada en el

[11], debemos sacar ventaja de los cuerpos que lo orbitan(estrellas en este caso) y detectar la luz que

emiten estas estrellas con desplazamientos al rojo y al azul zr y zb respectivamente, la detección de estos

desplazamientos por instrumentos ubicados en la Tierra es crucial ya que con ellos vamos a calcular los

parámetros a y M , el propósito es que las ecuaciones para a y M puedan expresarse en función de los

desplazamientos al rojo y al azul y aśı ofrecer un método para tal fin.
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2.2. Objetivos Generales

Los objetivos Generales de este trabajo de tesis son los siguientes:

1. Implementar la Relatividad General de Einstein para el estudio de un agujero negro caracterizado

por su masa y momento angular.

2. Construir un modelo teórico que permita determinar los parámetros que definen un agujero negro

en términos de posibles observables experimentales.

3. Utilizar los cálculos obtenidos para probar la teoŕıa de la Relatividad General en el ĺımite de campo

gravitacional fuerte.

2.3. Objetivos espećıficos

1. Calcular las geodésicas de una estrella y de los fotones emitidos por esta alrededor de un agujero

negro de Kerr con MOG.

2. Utilizar las geodésicas para calcular la masa M y el parámetro de rotación a en términos del

corrimiento al rojo y al azul de los fotones emitidos por las part́ıculas geodésicas.

3. Demostrar que los resultado obtenidos para los desplazamientos al rojo y al azul coinciden con los

ya establecidos cuando estamos sobre el plano ecuatorial θ “ π
2
.

4. Realizar el análisis numérico mediante Wolfram Mathematica de los resultados ya que las expre-

siones para M y a no pueden ser resueltas anaĺıticamente.



Caṕıtulo 3

Marco Teórico

3.1. Relatividad General

La Relatividad General estudia la curvatura del espacio-tiempo, es la teoŕıa moderna de la gravedad

[5].

Comenzaremos haciendo una breve reseña histórica sobre la gravedad, desde sus inicios con Newton

quien formula la gravedad como una fuerza descrita por una ley del cuadrado inverso [7].

~F “ ´
GMm

r2
r̂. (3.1)

Esta fuerza actúa sobre una part́ıcula de masa m y le imparte una aceleración dada por la segunda ley

del movimiento

~F “ m~a. (3.2)

Es conveniente expresar este escenario en función de un potencial gravitacional Φ, y la densidad de

masa ρ, es decir

∇2Φ “ 4πGρ. (3.3)

Esta es la famosa ecuación de Poisson, y la aceleración viene dada en función del potencial gravita-

cional

~a “ ´∇φ. (3.4)

Este conjunto de cuatro ecuaciones gobiernan la gravedad, según Newton la gravedad es una fuerza

6



CAPÍTULO 3. MARCO TEÓRICO 7

que aparece instantáneamente en presencia de una masa [12].

Las cosas parecen muy simples y elegantes, hasta ese entonces esto causo una gran revolución en el

pensamiento cient́ıfico, pero a inicios del siglo XX, Einstein propuso una nueva teoŕıa de la gravedad

[13], en esta nueva teoŕıa se relacionaba la gravedad con la geometŕıa, las cosas ya no son tan simples

como antes, la ecuación de campo de Einstein toma la siguiente forma:

Rµν ´
1

2
Rgµν “ 8πGTµν . (3.5)

La expresión en el lado izquierdo es una medida de la curvatura del espacio-tiempo, mientras el lado

derecho es una medida de la masa y la enerǵıa [7]. En el lado izquierdo tenemos el tensor de Ricci Rµν

que se obtiene a partir de una contracción del tensor de Riemann, que refleja la geometŕıa del espacio

[12], también aparece el escalar de Ricci que es la traza del tensor de Ricci, y la métrica que es lo que

se busca encontrar al resolver las ecuaciones de campo, en el lado derecho aparece el tensor de enerǵıa-

momento, en el cual esta toda la información del contenido energético, estos objetos de la ecuación de

campo están relacionados a través de la conexión el cual es un objeto no tensorial [13] que nos dice como

cambia un vector de un espacio tangente a otro al realizar el transporte paralelo

Γρµν “
1

2
gρµrBµgλν ` Bνgµλ ´ Bλgµνs. (3.6)

Esta conexión la construimos a partir de la métrica y es expresada en un objeto llamado śımbolo de

Christoffel, el uso fundamental de la conexión es tomar una derivada covariante ∇µ la cual es

∇µV
ν
“ BµV

ν
` ΓνµσV

σ (3.7)

la cual es una generalización de una derivada parcial, la conexión aparece también en la definición de

las geodésicas (una generalización de una linea recta)[14].

Una curva parametrizada xµpλq es una geodésica si obedece

d2xµ

dλ2
` Γµρσ

dxρ

dλ

dxσ

dλ
“ 0 (3.8)

conocida como la ecuación de las geodésicas, las part́ıculas libres se mueven a lo largo de geodésicas,

cuando la curvatura es cero nos queda la ecuación de una linea recta, los dos tipos de geodésicas que

vamos a considerar son [13]:
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Geodésicas nulas Son trayectorias que siguen los rayos luminosos, la norma de sus vectores tangentes

es nula [8], lo que equivale a decir que

gµν 9xµ 9xν “ 0 (3.9)

Geodésicas temporales Son las trayectorias que siguen las part́ıculas materiales [8], la norma de sus

vectores tangentes es la unidad

gµν 9xµ 9xν “ 1 (3.10)

3.2. Simetŕıas y vectores de Killing

Ya sabemos que en la f́ısica las simetŕıas están relacionadas con leyes de conservación, es de suponer

que hay una simetŕıa oculta cuando la métrica no cambia de un punto a otro en el espacio, si te mueves

de un lado a otro y la métrica no cambia, existe una simetŕıa [15].

Existe una manera de descifrar las simetŕıas y es a través de los vectores de Killing [13]. Un vector de

Killing x satisface la ecuación de Killing, la cual en términos de la derivada covariante es ∇bxa`∇axb “ 0

Esta ecuación también se cumple para componentes contravariantes ∇bx
a `∇ax

b “ 0. Los vectores de

Killing se relacionan con las simetŕıas de la siguiente forma: Si x es un vector de campo y un conjunto

de puntos se desplaza por xadxa, y toda la distancia se relaciona de la misma forma, entonces x es un

vector de Killing. En resumen, si nos movemos a lo largo de un vector de Killing la métrica no cambia,

esto deja una cantidad conservada, si una part́ıcula se mueve en la dirección en la cual una métrica no

cambia, no experimenta fuerzas, esto lleva a la conservación del momento.

Si x es un vector de Killing [12], entonces

x¨u “ constante (3.11)

x¨ p “ constante (3.12)

a lo largo de una geodésica, donde u es la cuadrivelocidad, y p es el cuadrimomento de la part́ıcula [16].
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3.3. La métrica

El tensor métrico es un objeto muy importante ya que en el esta codificada toda la información del

espacio-tiempo, a este le asignamos el simbolo gµν mientras que el simbolo ηµν lo utilizamos para la

métrica de Minkowski, el tensor métrico es un tensor simétrico de segundo rango. [7]

La distancia entre dos puntos P1 y P2 en un espacio eucĺıdeo de tres dimensiones la podemos definir

mediante aplicación del teorema de Pitágoras [17]. Si P1px1, y1, z1q y P2px2, y2, z2q

d “
a

px1 ´ x2q
2 ` py1 ´ y2q

2 ` pz1 ´ z2q
2. (3.13)

Esta noción la podemos extender a un espacio de cuatro dimensiones, como el resultado en la relati-

vidad especial, si nombramos dos eventos de la siguiente manera pt1, x1, y1, z1q y pt2, x2, y2, z2q podemos

definir la distancia entre dos eventos como

p∆Sq2 “ pt1 ´ t2q
2
´ px1 ´ x2q

2
´ py1 ´ y2q

2
´ pz1 ´ z2q

2. (3.14)

Si la distancia entre dos eventos es infinitesimal debemos tener un evento dado por las coordenadas

pt, x, y, zq, entonces el segundo evento debe estar dado como pt` dt, x` dx, y` dy, z` dzq, aśı podemos

notar que la diferencia entre cada termino es pdt, dx, dy, dzq, de modo que podemos escribir el elemento

de ĺınea como[18]

ds2
“ dt2 ´ dx2

´ dy2
´ dz2. (3.15)

Como podemos notar, en el elemento de ĺınea esta descrita la geometŕıa del espacio [7]

De alguna manera estamos familiarizados con ds2 en los cursos de cálculo se le conoce como elemento

de ĺınea, generalmente el elemento de ĺınea es escrito como

ds2
“ gµν dx

µ dxν . (3.16)

Donde gµν son las componentes de un tensor de segundo rango, esto también se puede escribir como

una matriz, llamada la métrica [17], las componentes de la matriz son los coeficientes que multiplican

los diferenciales en el elemento de ĺınea.
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En un espacio eucĺıdeo de tres dimensiones la métrica es

gµν “

»

—

—

—

–

g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33

fi

ffi

ffi

ffi

fl

(3.17)

Por ejemplo en tres dimensiones

ds2
“ dx2

` dy2
` dz2. (3.18)

La métrica quedará de la siguiente manera

gµν “

»

—

—

—

–

1 0 0

0 1 0

0 0 1

fi

ffi

ffi

ffi

fl

(3.19)

Cuando trabajamos en el espacio de 4-dimensiones de la relatividad usamos las coordenadas gene-

ralizadas px0, x1, x2, x3q donde x0 “ t , x1 “ x , x2 “ y , x3 “ z

de esta manera las componentes de la métrica son

gµν “

»

—

—

—

—

—

—

–

g00 g01 g02 g03

g10 g11 g12 g13

g20 g21 g22 g23

g30 g31 g32 g33

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(3.20)

El factor gµν el cual esta especificado completamente en un espacio de 4 dimensiones por 16 com-

ponentes, es mejor conocido como el tensor métrico [13], la distancia ds2 sobre la cual esta definido el

tensor métrico es conocida como el elemento de ĺınea [19] y más frecuentemente como la métrica, la

métrica es todo lo que necesitamos ver para saber si el espacio tiempo en el que estamos trabajando es

un espacio-tiempo plano propio de la teoŕıa especial de la relatividad o un espacio-tiempo curvo propio

de la relatividad general [2].

Por ejemplo

La métrica euclidiana en coordenadas polares

ds2
“ pdxq2 ` pdyq2 (3.21)
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en coordenadas polares pr, θq las relaciones entre coordenadas son:

x “ r sen θ (3.22)

y “ r cos θ (3.23)
$

’

&

’

%

dx “ pr cos θqdθ ` psen θqdr

dy “ p´r sen θqdθ ` pcos θqdr

(3.24)

entonces

ds2
“rpr cos θqdθ ` psen θqdrs2 ` rp´r sen θqdθ ` pcos θqdrs2 (3.25)

ds2
“r2 cos2 θ2 dθ ` 2r sen θ cos θ dr dθ ` sen2 θ dr2

` r2 sen2 θ dθ2
´ 2r sen θ cos θ dθ dr

` cos2 θ dr2 (3.26)

ds2
“ psen2 θ ` cos2 θqdr2

` r2
psen2 θ ` cos2 θqdθ2 (3.27)

ds2
“dr2

` r2dθ2 (3.28)

Y es aśı como tenemos la métrica en coordenadas polares

ds2
“ dr2

` r2dθ2 (3.29)

El elemento de ĺınea puede ser escrito como:

ds2
“ 1pdrqpdrq ` 0 ¨ pdrqpdθq ` 0 ¨ pdθqpdrq ` r2

¨ pdθqpdθq (3.30)

ds2
“ grrpdrqpdrq ` grθpdrqpdθq ` gθrpdθqpdrq ` gθθpdθqpdθq (3.31)

La representación matricial de la métrica es la siguiente:

gµν “

»

–

grr grθ

gθr gθθ

fi

fl (3.32)

gµν “

»

–

1 0

0 r2

fi

fl (3.33)

La métrica euclidiana en coordenadas esféricas
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El elemento de ĺınea es:

ds2
“ pdxq2 ` pdyq2 ` pdzq2 (3.34)

Las coordenadas esféricas son pr, θ, ϕq y la relación entre las coordenadas son

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

x “ r sen θ cosϕ

y “ r sen θ senϕ

z “ r cos θ

(3.35)

De manera que:

dx “ sen θ cosϕdr ` r cos θ cosϕdθ ´ r sen θ cosϕdϕ, (3.36)

dy “ sen θ senϕdr ` r cos θ senϕdθ ` r sen θ cosϕdϕ, (3.37)

dz “ cos θ dr ´ r sen θ dθ. (3.38)

Sustituyendo en el elemento de ĺınea

ds2
“psen θ cosϕdr ` r cos θ cosϕdθ ´ r sen θ cosϕdϕq2

` psen θ senϕdr ` r cos θ senϕdθ ` r sen θ cosϕdϕq2

` pcos θ dr ´ r sen θ dθq2 (3.39)

Después de simplificar el elemento de ĺınea se reduce a:

ds2
“ dr2

` r2dθ2
` r2 sen2 θ dϕ2 (3.40)
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Podemos escribir el elemento de ĺınea en la siguiente forma:

ds2
“1 ¨ pdrqpdrq ` 0 ¨ pdrqpdθq ` 0 ¨ pdrqpdϕq

` 0 ¨ pdθqpdrq ` r2
¨ pdθqpdθq ` 0 ¨ pdθqpdϕq

` 0 ¨ pdϕqpdrq ` 0 ¨ pdϕqpdθq ` r2 sen2 θpdϕqpdϕq (3.41)

ds2
“grrdr

2
` grθdr dθ ` grϕdr dϕ` gθrdθ dr

` gθθdθ
2
` gθϕdθ dϕ` gϕrdϕ dr ` gϕθdϕ dθ ` gϕϕdϕ

2 (3.42)

De esta forma la representación matricial de la métrica es:

gµν “

»

—

—

—

–

grr grθ grϕ

gθr gθθ gθϕ

gϕr gϕθ gϕϕ

fi

ffi

ffi

ffi

fl

(3.43)

gµν “

»

—

—

—

–

1 0 0

0 r2 0

0 0 r2 sen2 θ

fi

ffi

ffi

ffi

fl

(3.44)

La métrica euclidiana sobre la superficie de una esfera de radio r

Si tomamos la métrica del ejemplo anterior y bajo la condición que r=constante, de esta forma

dr “ 0 y el elemento de ĺınea queda como:

ds2
“�

��>
0

dr2
` r2 dθ2

` r2 sen2 θ dϕ2 (3.45)

ds2
“ r2 dθ2

` r2 sen2 θ dϕ2 (3.46)

De esta manera el elemento de ĺınea se convierte en:

ds2
“ r2

¨ dθ2
` 0 ¨ dθ dϕ` 0 ¨ dϕ dθ ` r2 sen2 θ dϕ2 (3.47)

ds2
“ gθθdθ

2
` gθϕdθ dϕ` gϕθ ` gϕϕdϕ

2 (3.48)
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Y aśı la representación matricial

gµν “

»

–

gθθ gθϕ

gϕθ gϕϕ

fi

fl (3.49)

gµν “

»

–

r2 0

0 r2 sen2 θ

fi

fl (3.50)

3.4. Cálculo tensorial y la geometŕıa Riemanniana

La nueva idea fundamental introducida por Einstein en la teoŕıa general de la Relatividad es que en

la presencia de un campo gravitacional [19]

ds2
“ c2dt2 ´ dx2

´ dy2
´ dz2 (3.51)

No es un invariante, existe un invariante el cual es una expresión cuadrática homogénea en las 4 coor-

denadas diferenciales, escribimos esto como

ds2
“ gµνdx

µ dxν . (3.52)

Es importante notar que los indices repetidos se pueden cambiar arbitrariamente,

ds2 “ gµνdx
µ dxν “ gαβdx

α dxβ o AαBα “ AσBσ. Los coeficientes gµν son llamados componentes del

tensor métrico y representan al campo gravitacional [12].

En un espacio n-dimensional, xα pα “ 1, 2, . . . , nq representa un sistema de coordenadas. Podemos

transformarlo a otro sistema de coordenadas x1α donde tenemos la relación de la forma

x1µ “ fµpxαq (3.53)

La condición que x1µ
1

s son independientes implica que el Jacobiano de la transformación no desaparece

[19]

J “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Bx11

Bx1
Bx11

Bx2
. . . Bx11

Bxn

...
...

. . .
...

Bx1n

Bx1
Bx1n

Bx2
. . . Bx1n

Bxn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (3.54)
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Las coordenadas diferenciales se transforman de la siguiente manera:

dxα “
Bxα

Bx1β
dx1β (3.55)

3.4.1. Vectores y tensores

Comenzamos discutiendo las propiedades de transformación de algunas entidades f́ısica comunes

[19]. Los objetos más simples son escalares, los cuales no sufren cambio ante una transformación de

coordenadas [12]. Los ejemplos más comunes son la masa de un cuerpo, volumen, temperatura y presión.

La magnitud de la velocidad es también una cantidad escalar, pero si tomamos en cuenta la dirección

de la velocidad, entonces la velocidad se define por tres componentes dx
dt
, dy
dt

y dz
dt

. Después de una

transformación a otro sistema de coordenadas cartesianas rectangulares, las nuevas componentes de

velocidad son:

dx̄

dt
“
Bx̄

Bx
¨
dx

dt
`
Bx̄

By
¨
dy

dt
`
Bx̄

Bz
¨
dz

dt
(3.56)

dȳ

dt
“
Bȳ

Bx
¨
dx

dt
`
Bȳ

By
¨
dy

dt
`
Bȳ

Bz
¨
dz

dt
(3.57)

dz̄

dt
“
Bz̄

Bx
¨
dx

dt
`
Bz̄

By
¨
dy

dt
`
Bz̄

Bz
¨
dz

dt
(3.58)

Que también se pueden escribir usando el convenio de suma

dx̄i

dt
“
Bx̄i

Bxk
¨
dxk

dt
(3.59)

lo cual es equivalente a:

vi “
Bxi

Bx1k
¨ v1k (3.60)

Ahora vamos a considerar el gradiente de un escalar φ [12]. Esto tiene 3 componentes y la relación de

transformación es:
Bφ

Bx1i
“
Bφ

Bxk
¨
Bxk

Bx1i
(3.61)

Para transformar de un sistema de coordenadas rectangular a otro Bx1i

Bxk
“ Bxk

Bx1i
. Si consideramos una
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transformación a un sistema de coordenadas polares esférica, hacemos

vr “
Br

Bx
¨
dx

dt
`
Br

By
¨
dy

dt
`
Br

Bz
¨
dz

dt
(3.62)

vθ “
Bθ

Bx
¨
dx

dt
`
Bθ

By
¨
dy

dt
`
Bθ

Bz
¨
dz

dt
(3.63)

vϕ “
Bϕ

Bx
¨
dx

dt
`
Bϕ

By
¨
dy

dt
`
Bϕ

Bz
¨
dz

dt
(3.64)

dr “
Br

Bx
dx`

Br

By
dy `

Br

Bz
dz (3.65)

y

Bφ

Br
“
Bφ

Bx
¨
Bx

Br
`
Bθ

By
¨
By

Br
`
Bϕ

Bz
¨
Bz

Br
(3.66)

Podemos notar que

ˆ

Br

Bx

˙

y,z

‰

ˆ

Bx

Br

˙

θ,ϕ

,

ˆ

Bθ

Bx

˙

y,z

{ ‰

ˆ

Bx

Bθ

˙

r,ϕ

(3.67)

Para distinguir entre estos 2 tipos de objetos, introducimos las siguientes definiciones, considerando

un espacio de n-dimensiones:

a) Un conjunto de n cantidades Aα pα “ 1, 2, 3, . . . , nq los cuales se transforman de la siguiente manera

Āβ “
Bx̄β

Bxα
Aα. (3.68)

Constituyen un vector contravariante[19]

b) Un conjunto de n cantidades Aα pα “ 1, 2, 3, . . . , nq las cuales se transforman como el gradiente de

un escalar se dice que constituye un vector covariante [19]

Āβ “ Aα
Bxα

Bx̄β
(3.69)

Por ejemplo, la ecuación de movimiento

m:r “ ´∇V (3.70)
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de la mecánica clásica es valida en coordenadas cartesianas rectangulares, pero no en general [19], la

razón es que el lado izquierdo es un vector contravariante y el lado derecho es un vector covariante. sin

embargo en la ecuación de Lagrange ambos términos son vectores covariantes en el espacio q []

d

dL

ˆ

BL

B 9qk

˙

´
BL

Bqk
“ 0 (3.71)

3.4.2. Álgebra de vectores

La suma de dos vectores Aα y Bβ son definidos como Cγ donde

Cγ
“ Aγ `Bγ (3.72)

y Cγ es un vector. De igual forma Dγ es la diferencia de dos vectores, lo cual se define como:

Dγ
“ Aγ ´Bγ (3.73)

Un producto de las componentes de 2 vectores debe producir n2 elementos

Donde δµσ se llama la delta de Kronecker. Donde gµν se puede definir de manera alternativa como la

menor gµν dividido por el determinante }gµν}.

Vamos a mostrar que las cantidades gµν se transforman como un tensor contravariante de rango 2[17].

g1αβ g
µν Bx

1α

Bxµ
Bx1λ

Bxν
“ gρσ

Bxρ

Bx1α
Bxσ

Bx1β
gµν

Bx1α

Bxµ
Bx1λ

Bxν
(3.74)

“ gρσ g
µν δρµ

Bxσ

Bx1β
Bx1λ

Bxν
(3.75)

“ gµσ g
µν Bx

σ

Bx1β
Bx1λ

Bxν
(3.76)

“ δλβ (3.77)

Ahora contrayendo esto con g1βσ tenemos:

g1αβ g
1βσ gµν

Bx1α

Bxµ
Bx1λ

Bxν
“ δλβ g

1βσ (3.78)

gµν
Bx1σ

Bxµ
Bx1λ

Bxν
“ g1λσ (3.79)

El tensor métrico y su rećıproco son usados para subir y bajar los ı́ndices de vectores y tensores.
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De manera que

AαBα
“A1µ

Bxα

Bx1µ
(3.80)

B1ν
Bxβ

Bx1ν
“A1µB1µ

Bxα

Bx1µ
Bxβ

Bx1µ
(3.81)

Donde hemos escrito AαBα “ Cαβ

Cαβ
“C 1µν

Bxα

Bx1µ
Bxβ

Bx1µ
(3.82)

3.4.3. Subir y bajar ı́ndices

Sabemos que gµν dx
µ dxν es un invariante que determina la información gµν :

gµν dx
µ dxν “ g1αβ dx

1α dx1β (3.83)

gµν “ g1αβ
Bx1α

Bxµ
Bx1β

Bxν
(3.84)

De manera que es claro que gµν es un tensor covariante de rango 2 [7]. Su rećıproco es definido por gµν

donde []

gµν gνσ “ δµσ (3.85)

donde

δµσ “

$

’

&

’

%

0 si µ ‰ σ

1 si µ “ σ

(3.86)

Por tanto, definimos que Aα y Aα representan el mismo vector en forma covariante y contravariante

si

Aα “ gαβAβ o Aβ “ gαβA
α (3.87)
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3.5. Agujero negro de Schwarzschild

Las ecuaciones de campo de la relatividad general postuladas por Einstein y Hilbert a fines de 1915

son ecuaciones muy complejas. Aún aśı, la primera solución exacta de dichas ecuaciones fue encontrada

unos meses después por Karl Schwarzschild en 1916 [2].

Schwarzschild consideró el campo gravitacional externo a un objeto esférico y estático. Dado que se

buscaba el campo externo al objeto, la solución de Schwarzschild corresponde a una solución en el vaćıo,

en la cual Tµν “ 0, lo que simplifica considerablemente el problema. La suposición de simetŕıa esférica

aśı como buscar una solución estática, lo simplifican aún más. [7]

En relatividad general la única solución de vaćıo esféricamente simétrica es la métrica de Schwarzschild,

esta métrica solo es superada por el espacio de Minkowski en la lista de espacio-tiempo importantes.

En coordenadas esféricas tt, r, θ, ϕu, la métrica es [7]

ds2
“ ´

ˆ

1´
2GM

r

˙

dt2 `

ˆ

1´
2GM

r

˙´1

dr2
` r2dΩ2, (3.88)

donde M es la masa del objeto, y dΩ2 es el llamado .elemento del ángulo sólido”, que mide distancias

sobre la superficie de una esfera (2 esfera) [13]

dΩ2
“ dθ2

` sen2 θdϕ2, (3.89)

Esta forma de intervalo encontrada por Schwarzschild representa el campo gravitacional externo a cual-

quier objeto esférico y estático, y como tal es una excelente aproximación al campo gravitacional de la

Tierra, el Sol y las estrellas [12].

Ya que estamos interesados en la solución fuera del cuerpo esférico, consideramos la ecuación de Einstein

en el vaćıo

Rµν “ 0 (3.90)

Para poder derivar la métrica usamos un método de prueba y error. El hecho que la solución sea estática

requiere dos condiciones:

1. Que todas las componentes de la métrica sean independientes del tiempo, y

2. Que no existan terminos cruzados de espacio-tiempo pdtdxi ` dxidtq en la métrica
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Comenzamos escribiendo la métrica en el espacio de Minkowski en coordenadas polares

xµ “ pt, r, θ, ϕq

ds2
“ ´dt2 ` dr2

` r2dΩ2 (3.91)

Escribimos los coeficientes de la métrica en terminos de exponenciales

ds2
“ ´e´2αprqdt2 ` e2βprqdr2

` e2γprqr2dΩ2 (3.92)

Para poder simplificar el cálculo hacemos una simplificación introduciendo una nueva coordenada

r̄ “ eγprqr (3.93)

de manera que

dr̄ “ eγdr ` eγrdγ “

ˆ

1` r
dγ

dr

˙

eγdr (3.94)

de modo que en función de esta nueva variable la métrica es

ds2
“ ´e2αprqdt2 `

ˆ

1` r
dγ

dr

˙´2

e2βprq´2γprqdr̄2
` r̄2dΩ2 (3.95)

hacemos una nueva suposición

r̄ Ñ r
ˆ

1` r
dγ

dr

˙´2

e2βprq´2γprq
Ñ e2β (3.96)

introduciendo esto en la métrica

ds2
“ ´e2αprqdt2 ` e2βprqdr2

` r2dΩ2 (3.97)
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Ahora usaremos la ecuación de Einstein con esta métrica para encontrar las funciones αprq y βprq [13].

Usamos los simbolos de Christoffel de modo que

Γttr “Brα Γrtt “e
2pα´βq

Brα Γrrr “Brβ

Γθrθ “
1

r
Γrθθ “´ re

´2β Γϕrϕ “
1

r

Γrϕϕ “´ re
´2β sen2 θ Γθϕϕ “´ sen θ cos θ Γϕθϕ “

cos θ

sen θ

Todo lo que no este escrito explicitamente debe ser cero, a partir de esto obtenemos las componentes

del tensor de Riemann

Rt
rtr “BrαBrβ ´ B

2
rα ´ pBrαq

2 (3.98)

Rt
θtθ “´ re

´2β
Brα (3.99)

Rt
ϕtϕ “´ re

´2β sen2 θBrα (3.100)

Rr
θrθ “re

´2β
Brβ (3.101)

Rr
ϕrϕ “re

´2β sen2 θBrβ (3.102)

Rθ
ϕθϕ “p1´ e

´2β
q sen2 θ (3.103)

al realizar la contracción obtenemos el tensor de Ricci

Rtt “e
2pα´βq

„

B
2
rα ` pBrαq

2
´ BrαBrβ `

2

r
Brα



(3.104)

Rrr “´ B
2
rα ´ pBrαq

2
` BrαBrβ `

2

r
Brβ (3.105)

Rθθ “e
´2β
rrpBrβ ´ Brαq ´ rs ` 1 (3.106)

Rϕϕ “ sen2 θRθθ (3.107)

el escalar de Ricci es

R “´ 2e´2β

„

B
2
rα ` pBrαq

2
´ BrαBrβ `

2

r
pBrα ´ Brβq `

1

r2
p1´ e2β

q



(3.108)
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esto se convierte en

0 “e2pβ´αqRtt `Rrr “
2

r
pBrα ` Brβq (3.109)

Esto implica que α “ ´β ` c, donde c es una constante. Esta constante la hacemos cero y tÑ e´ct,

después de esto

α “ ´β (3.110)

Como Rθθ “ 0, lo cual resulta en

e2α
p2rBrα ` rq “ 1 (3.111)

Esto es equivalente a

Br
`

re2α
˘

“ 1 (3.112)

Al resolver esto obtenemos

e2α
“ 1´

Rs

r
(3.113)

Donde Rs es una constante indeterminada, nuestra métrica se vuelve

ds2
“ ´

ˆ

1´
Rs

r

˙

dt2 `

ˆ

1´
Rs

r

˙´1

dr2
` r2dΩ2 (3.114)

solo queda interpretar la constante Rs [12], llamada la constante de Schwarzschild (radio). Como ya

sabemos

gtt “

ˆ

1´
2GM

r

˙

(3.115)

Para campo débil r " 2GM , de modo que Rs “ 2GM . Lejos de la fuente la geometŕıa es la de

Minkowski, pues el campo gravitacional se hace muy débil [2], el intervalo se vuelve singular en r “ 0 y

r “ 2GM . El radioRs “ 2GM se conoce como radio de Schwarzschild. Como la solución de Schwarzschild

es solo válida en el exterior del objeto, las singularidades en r “ 0 y r “ 2GM no tienen importancia

en esos casos [13] . Si por otro lado, queremos considerar la solución de Schwarzschild como asociada a

una part́ıcula puntual, entonces debemos considerar las singularidades en r “ 0 y r “ Rs. Al radio de

Schwarzschild se le conoce también como el ”horizonte de eventos”.

Esto se debe a que es posible demostrar que para radios mayores siempre existen trayectorias nulas, es

decir asociadas a rayos de luz, que pueden escapar hasta el infinito. Pero para radios menores todas las

trayectorias nulas caen hacia el centro.
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3.6. Agujero negro de Kerr

El agujero negro asociado a la solución de Schwarzschild corresponde al caso de simetŕıa esférica,

y como tal es la solución que uno no espera encontrar en la naturaleza. Los objetos astrof́ısicos reales

tienen momento angular, por lo que no son completamente esféricos [2].

La primera solución para un agujero negro más general que la de Schwarzschild fue la asociada a

un agujero negro esférico pero con carga eléctrica, encontrada poco después de la de Schwarzschild, y

conocida como la solución de Reissner-Nordstrom [7]. La solución para un agujero negro con rotación

fue encontrada por Kerr en 1963 [13]. La métrica de Kerr tiene la siguiente forma:

ds2
“´

ˆ

1´
2GMr

ρ2

˙

dt2 ´
2GMar sen2 θ

ρ2
pdt dϕ` dϕ dtq `

ρ2

∆
dr2

` ρ2dθ2

`
sen2 θ

ρ2

“

pr2
` a2

q
2
´ a2∆ sen2 θ

‰

dϕ2 (3.116)

donde

∆prq “r2
´ 2GMr ` a2 (3.117)

y

|ρ2
pr, θq| “r2

` a2 cos2 θ (3.118)

Donde M es la masa del agujero, y a es el parámetro de rotación que esta relacionado con el momento

angular J del agujero negro de la forma[9]

a “ J{M (3.119)

La solución de Kerr resulta considerablemente más compleja que la de Schwarzschild, y tiene algunas

propiedades muy interesantes. En particular, para a ąM el horizonte de eventos desaparece y la solución

corresponde a lo que se conoce como ”singularidad desnuda”[9], es decir, una singularidad que no está

protegida por un horizonte de eventos. De la métrica de Kerr también podemos observar que existe una

región externa al horizonte de eventos de donde es posible escapar, pero no está permitido permanecer

en reposo, a dicha región se le conoce como ergósfera [20].
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Figura 3.1: Ergósfera entorno al horizonte de sucesos.

3.7. Gravedad Modificada

La gravedad modificada satisface unas ecuaciones de campo que son más generales que las de Einstein,

estas incluyen campos escalares y vectoriales y se promueve la constante gravitacional de Newton a un

campo escalar en lugar de una constante, MOG no es empleado en este trabajo como una alternativa

a la materia oscura, la importancia del parámetro α es que altera las órbitas de las estrellas, cuando

α “ 0 recuperamos la métrica de Kerr. La ecuación escalar para MOG tiene una solución estática y

esféricamente simétrica para agujero negros determinada por la masa M con dos horizontes, la constante

gravitacional es G “ GNp1` αq donde α es un parámetro [21].

Además de la masa m, nosotros incluimos en nuestra solución el espin J “Ma.

ds2
“

∆

ρ2
pdt´ a sen2 θ dϕq ´

sen2 θ

ρ2
rpr2

` a2
qdϕ´ a dts2 ´

ρ2

∆
dr2

´ ρ2 dθ2 (3.120)
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donde

∆ “r2
´ 2GMr ` a

2
` αGNGM

2 (3.121)

ρ2
“r2

` a2 cos2 θ (3.122)

La geometŕıa del espacio-tiempo es axialmente simétrica alrededor del eje z. Los horizontes son

determinados por las ráıces de ∆ “ 0 [21]

r˘ “GNp1` αqM

«

1˘

d

1´
a2

G2
Np1` αq

2M2
´

α

1` α

ff

, (3.123)

y el horizonte de la ergosfera es determinado por g00 “ 0

rE “GNp1` αqM

«

1`

d

1´
a2 cos2 θ

G2
Np1` αq

2M2
´

α

1` α

ff

. (3.124)

La gravedad modificada esta basada en un principio de acción, y toma la siguiente forma [22]:

S “SGrav ` Sφ ` SS ` SM , (3.125)

donde

SGrav “
1

16π

ż

d4x
?
´g

„

1

G
pR ` 2Λq



, (3.126)

Sφ “´

ż

d4x
?
´g

„

ω

ˆ

1

4
BµνBµν ` V pφq

˙

, (3.127)

y

SS “

ż

d4x
?
´g

„

1

G3

ˆ

1

2
gµν∇µG∇νG´ V pGq

˙

`
1

G

ˆ

1

2
gµν∇µω∇νω ´ V pωq

˙

`
1

µ2G
`

ˆ

1

2
gµν∇µµ∇νµ´ V pµq

˙

. (3.128)



Caṕıtulo 4

Cálculos

4.1. Calculo para determinar los parámetros M y a de un

agujero negro

Para dar inicio a nuestros cálculos, tomamos la métrica de Kerr y le agregamos un parámetro

de deformación adimensional α, el cual introduce una pequeña perturbación en las soluciones de las

ecuaciones de campo de Einstein osea a la metrica de Kerr [21], esto permite el estudio de gravedad

modificada. Las componentes del tensor métrico con gravedad modificada (MOG) son las siguientes:

gtt “´

„

∆´ a2 sen2 θ

Σ



, (4.1)

grr “
Σ

∆
, (4.2)

gtϕ “´ 2

ˆ

r2 ` a2 ´∆

Σ

˙

a sen2 θ, (4.3)

gθθ “Σ, (4.4)

gϕϕ “

„

pr2 ` a2q2 ´∆a2 sen2 θ

Σ



sen2 θ. (4.5)

En estas componentes está codificada toda la información del espacio tiempo que necesitamos co-

nocer, las cuales a diferencia de la métrica de Schwarzschild incluyen la rotación del cuerpo, el cual

aparece reflejado en el parámetro a que se define como a “ J
M

y representa el esṕın ó momento angular

del agujero negro de Kerr, con la pequeña modificación que es el parámetro de deformación α que está

impĺıcito en ellas [21].

26
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Las componentes del tensor métrico están en función de las siguiente cantidades:

∆ “r2
´ 2GMr ` a2

` αM2GGN
loooomoooon

Mβ

, (4.6)

Σ “r2
` a2 cos2 θ, (4.7)

G “GNp1` αq, (4.8)

α “
G´GN

GN

parámetro de deformación. (4.9)

Donde GN es la constante gravitacional de Newton y M es la masa del agujero negro [23], el siguiente

gráfico gtt vs r muestra como cambia gtt al variar el parámetro de deformación α, el caso especial ocurre

cuando α “ 0 ya que recuperamos la relatividad general.

Figura 4.1: Variación de gtt para diferentes valores de α .

En la figura 4.1 se muestra como varia gtt con respecto a α, la curva color naranja es el caso cuando

estamos trabajando sin gravedad modificada (α “ 0) y las curvas color azul, rojo y verde son casos con

gravedad modificada, podemos notar lo altamente sensible que es gtt a los valore de α los cuales son muy

pequeños oscilando entre cero y 10, por ejemplo para la curva azul α “ 0.2, para la curva roja α “ 0.3

y para la verde α “ 0.4.
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Figura 4.2: El gráfico nos muestra la variación de las orbitas para diferentes valores de α, imagen
corteśıa de Bryan Larios.

El parámetro de deformación α tiene un efecto sobre el tamaño de las orbitas, como podemos apreciar

cuando el valor de α incrementa la órbita reduce su tamaño, por ejemplo para un α “ 1 tenemos la

órbita más pequeña de todas.

Las geodésicas para part́ıculas masivas (estrellas) son las siguientes:

Σ2
pU r

q
2
“T 2

´∆rr2
` pL´ aEq2 ` ks “ V 2

prq (4.10)

T “Epr2
` a2

q ´ La (4.11)

V prq “rEpr2
` a2

q ´ Las2 ´ pr2
´ 2GMr ` a2

`Mβq ˚ rr
2
` pL´ aEq2 ` ks (4.12)

hacemos x “ L´aE (Shandrashekhar) [13] en donde V prq es el potencial gravitacional, el cual depende

de r, E es la enerǵıa y L el momento angular orbital de la estrella que gira en torno al agujero negro de

Kerr [24], aqúı aparece en la expresión del potencial gravitacional una cantidad de suma importancia

llamada constante de Carter k la cual es una medida de que tan alejado del plano ecuatorial orbita un

cuerpo(en este caso una estrella), cuando θ “ π
2

esta cantidad desaparece [25].

V prq “rEr2
` a2E ´ Las2 ´ pr2

´ 2GMr ` a2
`Mβq ˚ rr

2
` pL´ aEq2 ` ks (4.13)
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De modo que el potencial gravitacional queda expresado en términos de la enerǵıa, el momento angular,

los parámetros del agujero negro a y M y el parámetro de deformación α, ˚ denota el producto [20].

V prq “rEr2
´ apL´ aEqs2 ´ pr2

´ 2GMr ` a2
`Mβq ˚ rr

2
` pL´ aEq2 ` ks (4.14)

V prq “ pEr2
´ axq2 ´ pr2

´ 2GMr ` a2
`Mβq ˚ pr

2
` x2

` kq (4.15)

Derivando V prq tenemos V 1prq con respecto a r

V 1prq “
dV prq

dr
(4.16)

“ 2pEr2
´ axqp2Erq ´ p2r ´ 2GMqpr2

` x2
` kq ´ pr2

´ 2GMr ` a2
`Mβq ˚ p2rq (4.17)

V 1prq “ 2rp2qpr2E2
´ aExq ´ 2r

ˆ

1´
GM

r

˙

pr2
` x2

` kq ´ 2rpr2
´ 2GMr ` a2

`Mβq (4.18)

V 1prq “ 2r

„

2pr2E2
´ aExq ´

ˆ

1´
GM

r

˙

pr2
` x2

` kq ´ pr2
´ 2GMr ` a2

`Mβq



(4.19)

Las condiciones para que las órbitas sean estables [20] son las siguientes:

1. V prq “ 0

2. V 1prq “ 0

3. V 2prq ă 0

Estas ecuaciones nos van a servir para calcular la enerǵıa E y el momento angular L que son

cantidades conservadas [13].

E2r4
´ 2axEr2

` a2x2
´ pr2

´ 2GMr ` a2
`Mβq ˚ pr

2
` x2

` kq “0 (4.20)

2pr2E2
´ aExq ´

ˆ

1´
GM

r

˙

pr2
` x2

` kq ´ pr2
´ 2GMr ` a2

`Mβq “0 (4.21)

La ecuación (4.21) la multiplicamos por 1/2

pr2E2
´ aExq ´

1

2

ˆ

1´
GM

r

˙

pr2
` x2

` kq ´
1

2
pr2
´ 2GMr ` a2

`Mβq “0 (4.22)
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hacemos cambio de variable r “
1

u

E2u´4
´ 2axEu´2

` a2x2
´ pu´2

´ 2GMu´1
` a2

`Mβqpu
´2
` x2

` kq “0 (4.23)

pE2u´2
´ aExq ´

1

2
p1´GMuqpu´2

` x2
` kq ´

1

2
pu´2

´ 2GMu´1
` a2

`Mβq “0 (4.24)

Multiplicamos la ecuación (4.24) por u´2 y por -2

´ 2E2u´4
` 2axEu´2

` u´2
p1´GMuqpu´2

` x2
` kq ` u´2

pu´2
´ 2GMu´1

` a2
`Mβq “ 0 (4.25)

Luego sumamos la ecuación (4.24) y la (4.23)

´ E2u´4
` a2x2

` u´2
p1´GMuqpu´2

` x2
` kq ` u´2

pu´2
´ 2GMu´1

` a2
`Mβq

´ pu´2
´ 2GMu´1

` a2
`Mβqpu

´2
` x2

` kq “ 0 (4.26)

´ E2u´4
` a2x2

` u´2
p1´GMuqpu´2

` x2
` kq ` u´2

pu´2
´���

��
2GMu´1

` a2
`Mβq

´ u´2
pu´2

´���
��

2GMu´1
` a2

`Mβq ´ pu
´2
´ 2GMu´1

` a2
`Mβqpx

2
` kq “ 0 (4.27)

´ E2u´4
` a2x2

` u´2
p1´GMuqpu´2

` x2
` kq

´ pu´2
´ 2GMu´1

` a2
`Mβqpx

2
` kq “ 0 (4.28)

Despejando para E

E2u´4
“a2x2

` u´2
p1´GMuqpu´2

` x2
` kq ´ pu´2

´ 2GMu´1
` a2

`Mβqpx
2
` kq (4.29)

E2
“ra2x2

` u´2
p1´GMuqpu´2

` x2
` kq ´ pu´2

´ 2GMu´1
` a2

`Mβqpx
2
` kqsu4 (4.30)

“r��
�

a2x2
` u´4

`��
��

x2u´2
`��

�
ku´2

´GMu´3
´GMx2u´1
loooomoooon

0

´GMku´1
loooomoooon

0

´��
��

u´2x2
` 2GMx2u´1
looooomooooon

0

´��
�

a2x2
´Mβx

2
´��

�
ku´2

` 2GMku´1
loooomoooon

0

´a2k ´Mβksu
4 (4.31)
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Hacemos G “ 1

E2
“ ru´4

´GMu´3
`GMx2u´1

`GMku´1
´Mβx

2
´ a2k ´Mβksu

4 (4.32)

E2
“ pu´4

´Mu´3
`Mx2u´1

`Mku´1
´Mβx

2
´ a2k ´Mβkqu

4 (4.33)

E2
“ 1´Mu`Mx2u3

`Mku3
´Mβx

2u4
´ a2ku4

´Mβku
4 (4.34)

E2
“ p1´Muq ` x2

pM ´Mβuqu
3
` rM ´ pMβ ` a

2
qusku3 (4.35)

E2
“ p1´Muq ` x2

pM ´Mβuqu
3
` rM ´ pMβ ` a

2
qusku3 (4.36)

Expresamos V prq y V 1prq en términos de u , r “ 1
u

V prq “pEr2
´ axq2 ´ pr2

´ 2Mr ` a2
`Mβqpr

2
` x2

` kq (4.37)

“E2r4
´ 2Er2ax` a2x2

´ pr2
´ 2Mr ` a2

`Mβqpr
2
` x2

` kq (4.38)

V prqr´4
“E2

´ 2Er´2ax` a2x2r´4
´ r´2

p1´ 2Mr´1
` a2r´2

`Mβr
´2
qpr2

` x2
` kq (4.39)

V puqu4
“E2

´ 2Eaxu2
` ax2u4

´ u2
p1´ 2Mu` a2u2

`Mβu
2
qpu2

` x2
` kq (4.40)

V puqu4
“E2

´ 2Eaxu2
` a2x2u4

´ u2
p1´ 2Mu` a2u2

`Mβu
2
qu´2

r1` px2
` kqu2

s (4.41)

V puqu4
“E2

´ 2Eaxu2
` a2x2u4

´ p1´ 2Mu` a2u2
`Mβu

2
qr1` px2

` kqu2
s (4.42)

V puqu4
“E2

´ 2Eaxu2
` a2x2u4

´ 1´ x2u2
´ u2k ` 2Mu` 2Mu3x2

` 2Mu3k

´ a2u2
´ a2u4x2

´ a2ku4
´Mβu

2
´Mβu

4x2
´Mβu

4k (4.43)

V puqu4
“´ pa2u2

´ 2Mu` 1q ` E2
` 2Mx2u3

` 2Mku3
´ px2

` 2Eaxqu2

´ ku2
´ a2ku4

´Mβu
2
´Mβpx

2
` kqu4 (4.44)

V puqu4
“´ pa2u´2

´ 2Mu` 1q ` E2
` 2Mx2u3

´ px2
` 2xaEqu2

´ pk `Mβqu
2
` 2Mku3

´ ra2k `Mβpx
2
` kqsu4 (4.45)
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derivamos respecto a u

pV puqu4
q
1
“´ p2ua2

´ 2Mq ` 6Mx2u2
´ 2px2

` 2xaEqu´ 2pk `Mβqu` 6Mku2

´ 4ra2k `Mβpx
2
` kqsu3

“0 (4.46)

´pua2
´Mq ` 3Mx2u2

´ px2
` 2xaEqu´ pk `Mβqu` 3Mku2

´ 2ra2k `Mβpx
2
` kqsu3

“ 0 (4.47)

Al restar las ecuaciones (4.45) y (4.47) llegamos a lo mismo

E2
“ p1´Muq ` x2

pM ´Mβuqu
3
` rM ´ pMβ ` a

2
qusku3 (4.48)

Ahora de la ecuación (4.47) vamos a tratar de encontrar k y E

2ra2k `Mβpx
2
` kqsu3

´ 3Mku2
` pk `Mβqu` px

2
` 2xaEqu

´ 3Mx2u2
` pua2

´Mq “ 0 (4.49)

2xaEu “ ´2ra2k `Mβpx
2
` kqsu3

` 3Mku2
´ pk `Mβqu` 3Mx2u2

´ pua2
´Mq ´ ux2 (4.50)

2aEpxuq “ x2up3Mu´ 1´ 2Mβu
2
q ´ pua2

´Mq ´ 2a2ku3
´ 2Mβku

3
´ pk `Mβqu (4.51)

2aEpxuq “ rp3M ´ 2Mβuqu´ 1sux2
´ pua2

´Mq

` kp´2a2u3
´ 2Mβu

3
` 3Mu2

´ uq ´Mβu (4.52)

E2axu “ rp3M ´ 2Mβuqu´ 1sux2
´ pua2

´M `Mβuq ` kp3Mu2
´ 2a2u3

´ 2Mβu
3
´ uq (4.53)

2aEpxuq “ ux2
rp3M ´ 2Mβuqu´ 1s ´ rupa2

`Mβq ´M s

` krp3Mu´ 1qu´ 2u3
pa2
`Mβqs (4.54)
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hacemos lo siguiente para simplificar

A “p3M ´ 2Mβuqu´ 1 (4.55)

B “upa2
`Mβq ´M (4.56)

C “p3Mu´ 1qu´ 2u3
pa2
`Mβq (4.57)

2aEpxuq “ux2A´B ` kc (4.58)

elevando al cuadrado ambos lados

4a2E2
pxuq2 “pux2A´B ` kCq2 (4.59)

“rux2A` p´B ` kCqs2 (4.60)

“pux2
q
2A2

` 2ux2ApkC ´Bq ` pkC ´Bq2 (4.61)

“pux2
q
2A2

` 2ux2AkC ´ 2ux2AB ` k2C2
´ 2BkC `B2 (4.62)

“pux2
q
2A2

´ r2ApB ´ Ckqspux2
q ` k2c2

´ 2BkC `B2 (4.63)

Para simplificar hacemos lo siguiente

T “ B2
` k2C2

´ 2BCk (4.64)

4a2E2
pxuq2 “ pux2

q
2A2

´ r2ApB ´ Ckqspux2
q ` T (4.65)

como ya sabemos que

E2
“p1´Muq ` rpM ´Mβuqu

2
spux2

q ` trM ´ pMβ ` a
2
qusu3

loooooooooooomoooooooooooon

´Pu

uk (4.66)

hay un termino que se repite

upa2
`Mβq ´M (4.67)

Pu “upa
2
`Mβq ´M (4.68)
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ùñ sustituimos E2 en 4a2uE2px2uq

4a2uE2
px2uq “4a2upux2

qrp1´Muq ` rpM ´Mβuqu
2
sux2

´ Puu
3ks (4.69)

4a2uE2
px2uq “ux2

r4a2up1´Muq ´ 4a2u4Puks ` 4a2u3
pM ´Mβuqpux

2
q
2 (4.70)

Restando las ecuaciones (4.65) y (4.70), e igualando a cero

4a2E2
pxuq2 “pux2

q
2A2

´ r2ApB ´ Ckqspux2
q ` T (4.71)

4a2E2
pxuq2 “ux2

r4a2up1´Muq ´ 4a2u4Puks ` 4a2u3
pM ´Mβuqpux

2
q
2 (4.72)

Si restamos las ecuaciones (4.71) y (4.72) e igualamos a cero

pux2
q4a2up1´Muq ´ pux2

q4a2u4Puk ` pux
2
q
24a2u3

pM ´Mβuq ´ pux
2
q
2A2

` r2ApB ´ Ckqspux2
q ´ T (4.73)

pux2
q
2
r4a2u3

pM ´Mβuq ´ A
2
s

` pux2
qr4a2up1´Muq ` 2ApB ´ Ckq ´ 4a2u4Puks ´ T “ 0 (4.74)

Hacemos ay2 ` by ` c “ 0

$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

ux2 “ y

a “ 4a2u3pM ´Mβuq ´ A
2

b “ 4a2up1´Muq ` 2ApB ´ Ckq ´ 4a2u4Puk

c “ ´T

(4.75)

ay2
` by ` c “ 0 (4.76)
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Las soluciones son las siguientes:

y1,2 “´
´b˘

?
b2 ´ 4ac

2a
(4.77)

?
∆ “

?
b2 ´ 4ac (4.78)

“2

c

b2

4
´ ac (4.79)

“2

d

ˆ

b

2

˙2

´ ac (4.80)

Lo cual podemos escribir como:

y1,2 “
´b˘ 2

b

`

b
2

˘2
´ ac

2a
(4.81)

y1,2 “

´b
2
˘

b

`

b
2

˘2
´ ac

a
(4.82)

Para simplificar aún más hacemos lo siguiente:

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

a “ 4a2u3pMα ´Mβuq ´ A
2

b “ 4a2up1´Mαuq ` 2AB ´ p2AC ` 4a2u4Puqk

c “ B2 ´ 2BCk ` C2k2

(4.83)

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

a “ f1u

b “ f2puq ´ f3puqk

c “ f4puq ´ f5puqk ` f6puqk
2

(4.84)
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donde para hacer más compacta la ecuacion hacemos:

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

f1puq “ 4a2u3pMα ´Mβuq ´ A
2

f2puq “ 4a2up1´Mαuq ` 2AB

f3puq “ 2AC ` 4a2u4Pu

f4puq “ B2

f5puq “ 2BC

f6puq “ C2

(4.85)

ˆ

b

2

˙2

“

„

f2puq ´ f3puqk

2

2

(4.86)

“
f 2

2 puq ´ 2f2puqf3puqk ` f
2
3 puqk

2

4
(4.87)

ac “f1puqrf4puq ´ f5puqk ` f6puqk
2
s (4.88)

“f1puqf4puq ´ f1puqf5puqk ` f1puqf6puqk
2 (4.89)

b

2
“
f2puq ´ f3puqk

2
(4.90)

a “f1puq (4.91)

Sustituyendo en y1,2 tenemos lo siguiente:

y1,2 “
´1

2
f2puq ´

1
2
f3puqk˘

f1puq

˘
“

1
4
f 2

2 puq ´
1
2
f2puqf3puqk `

1
4
f 2

3 puqk
2 ´ f1puqf4puq ` f1puqf5puqk

f1puq

´f1puqf6puqk
2s

1{2

f1puq
(4.92)

x2
“´

´1
2
f2puq ´

1
2
f3puqk˘

2f1puqu

˘trf 2
2 puq ´ 4f1puqf4puqs ` 2r2f1puqf5p5q ´ f2puqf3puqsk ` rf

2
3 puq ´ 4f1puqf6puqsk

2u

2f1puqu
(4.93)
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Como y “ ux2, hacemos podemos simplificar nuestros cálculos aún más si usamos las siguientes variables:

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

α1 “ ´
1
2
f2puq

α2 “ ´
1
2
f3puq

α3 “ f 2
2 puq ´ 4f1puqf4puq

α4 “ 2r2f1puqf5puq ´ f2puqf3puqs

α5 “ f 2
3 puq ´ 4f1puqf6puq

α2 “ 2f1puqu

(4.94)

ùñ x2
“
α1 ` α2k ˘

1
2
pα3 ` α4k ` α5k

2q1{2

α6

(4.95)

x “ ˘

b

α1 ` α2k ˘
1
2
pα3 ` α4k ` α5k2q1{2

?
α6

(4.96)

Encontramos el momento angular, el cual se calcula a partir de la siguiente ecuación:

x “ L´ aE (4.97)

L “ x` aE (4.98)

L “ ˘

b

α1 ` α2k ˘
1
2
pα3 ` α4k ` α5k2q1{2

?
α6

(4.99)

Ahora debemos encontrar la constante de Carter k la cual nos indica que tanto se alejan del plano

ecuatorial las part́ıculas geodésicas [25], esta constante tiene un valor positivo y es cero en el plano

ecuatorial , esta se calcula a partir de:

T 2
´∆rr2

` pL´ aEq2 ` ks “ 0 (4.100)

T 2
´∆pr2

` x` kq “ 0 (4.101)
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T se puede escribir de la siguiente forma donde a es el parámetro de rotación

T “Epr2
` a2

q ´ La (4.102)

“Er2
` Ea2

´ La (4.103)

“Er2
´ apL´ aEq (4.104)

“Er2
´ ax (4.105)

ùñ T 2
“pEr2

´ axq2 (4.106)

T 2
“E2r4

` a2x2
´ 2Er2ax. (4.107)

No hay manera de despejar para k, las soluciones no son anaĺıticas, solo se puede resolver numérica-

mente

T 2
´∆pr2

` x` kq “ 0 (4.108)

T 2
´∆r2

´∆x´ k∆ “ 0 (4.109)

k “
T 2

∆
´ r2

´ x soluciones numéricas (4.110)

$

’

&

’

%

T 2 no depende de k

x depende de k

(4.111)

Expresamos E de una manera mas compacta

E2
“ p1´Muq ` x2

pM ´Mβuqu
3
` rM ´ pMβ ` a

2
qusku3 (4.112)

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

γ1 “ 1´Mu

γ2 “ pM ´Mβuqu
3

γ3 “ rM ´ pMβ ` a
2qusu3

(4.113)

E2
“ γ1 ` γ2x

2
` γ3k (4.114)

E2
“ γ2x

2
` γ3k ` γ1 (4.115)

Aśı que E queda en términos de k ya que x esta en términos de k, la constante de Carter Las
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siguientes expresiones describen las velocidades de part́ıculas masivas son [8]:

∆ΣU t
“rpr2

` a2
q
2
´∆a2 sen2 θsE ´ pr2

` a2
´∆qaL (4.116)

Σ2
pU r

q
2
“T 2

´∆rr2
` pL´ aEq2 ` ks (4.117)

Σ2
pU θ

q
2
“k ´

„

a2
p1´ E2

q `
L2

sen2 θ



cos2 θ (4.118)

p∆Σ sen2 θqUϕ
“a sen2 θpr2

` a2
´∆qE ` p∆´ a2 sen2 θqL (4.119)

Donde T ” Epr2 ` a2q ´ La, para orbitas cerradas la enerǵıa debe ser negativa E ă 1 lo cual indica

que el cuerpo permanece ligado [20],como la orbita es circular U r “ 0 [24].

En nuestro caso la orbita no es ecuatorial θ ‰ π
2
, y las expresiones para las velocidades de las part́ıculas

geodésicas son:

U t
“ rpr2

` a2
q
2
´∆a2 sen2 θsE ´ pr2

` a2
´∆qaL (4.120)

$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

U t “

„

pr2 ` a2q2

∆
´ a2 sen2 θ



E

Σ
`

„

a´
pr2 ` a2q

∆



aL

Σ

U θ
“

˘

d

k ´

„

a2p1´ E2q `
L2

sen2 θ



cos2 θ

Σ

Uϕ “
aT

∆Σ
´
aE

Σ
`

L

Σ sen2 θ

(4.121)

4.2. Geodésicas de fotones

Los fotones a diferencia de las part́ıculas masivas pueden escapar del horizonte de sucesos y viajar por

el espacio siguiendo geodésicas nulas en un plano no ecuatorial [13], para los fotones debemos expresar

los momentos en lugar de las velocidades, la componente kr del momento no es cero ya que los fotones

no siguen orbitas circulares [8], estas son:

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

∆Σkt “ rpr2 ` a2q2 ´∆a2 sen2 θsEγ ´ pr
2 ` a2 ´∆qaLγ

Σ2pkrq2 “ T 2
γ ´∆rpLγ ´ aEγq

2 ` kγs

Σ2
pkθq2 “ kγ ´

„

´a2E2
γ `

L2
γ

sen2 θ



cos2 θ

p∆Σ sen2 θqkϕ “ a sen2 θpr2 ` a2 ´∆qEγ ` p∆´ a2 sen2 θqLγ

(4.122)

Tγ “ pr
2
` a2

qEγ ´ aLγ (4.123)
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De modo que, para orbitas no ligadas E ě 1 las componentes del momento son las siguientes:

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

kt “

„

pr2 ` a2q2

∆
´ a2 sen2 θ



Er
2
`

„

a´
pr2 ` a2q2

∆



aL´ γ

Σ

kr “ ˘

c

T 2
γ ´∆rpLγ ´ aEγq2s ` kγ

Σ

kθ “ ˘

d

k ´

„

´a2E2
γ `

L2

sen2 θ



Σ

kϕ “
aTγ
∆Σ

´
aEγ
Σ
`

L

sen2 θ

(4.124)

Tγ “ pr
2
` a2

qEγ ´ aLγ (4.125)

4.3. Geodésicas de part́ıculas masivas en plano no ecuatorial

Hemos llegado al momento cumbre de nuestro trabajo, vamos a buscar expresiones para los despla-

zamientos al rojo y al azul zr y zb, luego en términos de estos encontrar los parámetros del agujero negro

a y M que es nuestro objetivo principal. La frecuencia es νe{d “ ´KiU
i, las velocidades y momentos

son:

U i
e “pU

t, U r, U θ, Uϕ
q (4.126)

U i
d “pU

t, U r, U θ, Uϕ
q (4.127)

Ki
e “pK

t, Kr, Kθ, Kϕ
q (4.128)

Ki
d “pK

t, Kr, Kθ, Kϕ
q (4.129)

El redshift de los fotones se calcula en base al efecto Doppler[8] a partir de la siguiente expresión:

z “
νe ´ νd
νd

“
νe
νd
´ 1 (4.130)

1` z “
pEkt ´ Lkϕ ´ grrU

rkr ´ gθθU
θKθq

pEkt ´ Lkϕ ´ grrU rkr ´ gθθU θKθq
(4.131)

1` z “
pEγU

t ´ LγU
ϕ ´ grrU

rkr ´ gθθU
θkθq

pEγU t ´ LγUϕ ´ grrU rkr ´ gθθU θkθq
(4.132)

En la figura 4.2 se ilustran los desplazamientos al rojo(punto e) y al azul(punto a) que son los puntos

donde el parámetro de impacto b logra su máximo valor [8], estos son los puntos de interés ya que nos
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Figura 4.3: Desplazamiento al rojo y al azul, tomado de [9]

permitirán calcular dichos desplazamientos que serán medidos por un detector situado en la Tierra.

Cuando r Ñ 8 U r se hace cero, Como la órbita es circular entonces pU r “ 0q

1` z “
pEkt ´ LKϕ ´ gθθU

θkθq

pEKt ´ Lkϕ ´ gθθU θKθq
(4.133)

1` z “
EγU

t ´ LγU
ϕ ´ gθθU

θkθq{e

EγU t ´ LγUϕ ´ gθθU θKθq{d
(4.134)

Como el parámetro de impacto es b “ L{E podemos manipular la expresión a fin de introducir este en

los desplazamientos al rojo y al azul

1` z “�
�EγpU

t
e ´ pLγ{EγqU

ϕ
e ´ pgθθ{EγqU

θ
e k

θ
eq

�
�EγpU t

d ´ pLγ{EγqU
ϕ
d ´ pgθθ{EγqU

θ
dk

θ
dq

(4.135)

1` z “
U t
e ´ beU

ϕ
e ´ pgθθ{EγqU

θ
e k

θ
eq

U t
d ´ bdU

ϕ
d ´ pgθθ{EγqU

θ
dk

θ
dq

(4.136)

en la cinemática del desplazamiento al rojo, el valor central del parámetro de impacto es b “ 0 lo cual

permite expresar lo siguiente:

ùñ 1` ze “
U t
e ´ pgθθ{EγqU

θ
e k

θ
e

U t
d ´ pgθθ{EγqU

θ
dk

θ
d

(4.137)
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Si restamos (4.136) y (4.137) obtenemos lo siguiente:

zk “p1` zq ´ p1` zeq “ z ´ ze (4.138)

zk “

bdU
ϕ
d U

t
e ´ beU

ϕ
e U

t
d `

ˆ

gθθ
Eγ

˙

“

beU
ϕ
e U

θ
dk

θ
d ´ bdU

ϕ
d U

θ
e k

θ
e

‰

U t
dpU

t
d ´ bdU

ϕ
d q `

ˆ

gθθ
Eγ

˙

U θ
dk

θ
d

„

bdU
ϕ
d ´ U

t
d `

ˆ

gθθ
Eγ

˙

U θ
dk

θ
d

 (4.139)

A fin de tomar en cuenta la curvatura de la luz debido al campo gravitacional alrededor de un objeto

masivo [9], debemos encontrar la correlación entre el parámetro de impacto b y el radio r de el emisor

(o detector). Asumimos que la órbita del detector es circular.

Recordamos que Mα “ GM , Mβ “ αM2GGN .

b˘ “
Lγ
Eγ

(4.140)

Debemos tomar en cuenta que be “ bd a lo largo de las trayectorias de los fotones [8], estos dos valores

dan dos desplazamientos diferentes los cuales son:

zr “

Uϕ
d U

t
ebd´ ´ U

ϕ
e U

t
dbe´ `

ˆ

gθθ
Eγ

˙

“

Uϕ
e U

θ
dk

θ
dbe´ ´ U

ϕ
d U

θ
e k

θ
ebd´

‰

U t
dpU

t
d ´ U

ϕ
d bd´q `

ˆ

gθθ
Eγ

˙„

Uϕ
d bd´ ´ 2U t

d `

ˆ

gθθ
Eγ

˙

U θ
dk

θ
d



U θ
dk

θ
d

(4.141)

zb “

Uϕ
d U

t
ebd` ´ U

ϕ
e U

t
dbe` `

ˆ

gθθ
Eγ

˙

“

Uϕ
e U

θ
dk

θ
dbe` ´ U

ϕ
d U

θ
e k

θ
ebd`

‰

U t
dpU

t
d ´ U

ϕ
d bd`q `

ˆ

gθθ
Eγ

˙„

Uϕ
d bd` ´ 2U t

d `

ˆ

gθθ
Eγ

˙

U θ
dk

θ
d



U θ
dk

θ
d

(4.142)

De esta manera hemos llegado a las expresiones finales que son los desplazamientos al rojo y al azul en

función de los parámetros del agujero negro de Kerr, las ecuaciones 4.142 y 4.143 son los resultados más

importantes de este trabajo de tesis ya que en estas ecuaciones se considera una orbita no ecuatorial, en

el siguiente capitulo vamos a entender un poco más en detalle lo que está ocurriendo con los parametros

M y a.
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para simplificar hacemos lo siguiente:

α´ “U
ϕ
d U

t
ebd´ ´ U

ϕ
e U

t
dbe´ (4.143)

β´ “U
ϕ
e U

θ
dk

θ
dbe´ ´ U

ϕ
d U

θ
e k

θ
ebd´ (4.144)

γ´ “U
t
dpU

t
d ´ U

ϕ
d bd´q (4.145)

δ´ “

„

Uϕ
d bd´ ´ 2U t

d `

ˆ

gθθ
Eγ

˙

U θ
dk

θ
d



U θ
dk

θ
d (4.146)

α` “U
ϕ
d U

t
ebd` ´ U

ϕ
e U

t
dbe` (4.147)

β` “U
ϕ
e U

θ
dk

θ
dbe` ´ U

ϕ
d U

θ
e k

θ
ebd` (4.148)

γ` “U
t
dpU

t
d ´ U

ϕ
d bd`q (4.149)

δ` “

„

Uϕ
d bd` ´ 2U t

d `

ˆ

gθθ
Eγ

˙

U θ
dk

θ
d



U θ
dk

θ
d (4.150)

Con las expresiones anteriores los desplazamientos al rojo y al azul se pueden expresar de forma más

compacta quedando de la siguiente manera:

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

zr “

α´ `

ˆ

gθθ
Eγ

˙

β´

γ´ `

ˆ

gθθ
Eγ

˙

δ´

zb “

α` `

ˆ

gθθ
Eγ

˙

β`

γ` `

ˆ

gθθ
Eγ

˙

δ`

(4.151)
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4.4. Región Kerr MOG para un campo gravitacional fuerte

Si en las ecuaciones para los desplazamientos al rojo y al azul, ecuaciones (4.142) y (4.143) conside-

ramos limites para el parámetro a podemos establecer un intervalo de valores para los zr y zb. El limite

inferior para el parámetro a ocurre cuando a “ 0 y el limite superior ocurre cuando |a| “
Mα

?
1` α

, de

esta manera los intervalos para los desplazamientos al rojo y al azul son los siguientes:

zmı́n
r ď zr ď zmáx

r y zmı́n
b ď zb ď zmáx

b (4.152)

Los zmı́n
r y zmı́n

b tienen la misma magnitud pero diferente signo, si los datos obtenidos experimental-

mente caen dentro de este intervalo nuestra aproximación mediante gravedad modificada es adecuada.

4.5. Región para relatividad general en un campo gravitacio-

nal fuerte

De la misma forma, si consideramos las expresiones para los desplazamientos al rojo y al azul,

ecuaciones (4.142) y (4.143) y hacemos el parámetro de deformación igual a cero (α “ 0), con lo cual

estamos en el régimen de la Relatividad General, esto nos permite establecer un intervalo de valores

para los desplazamientos al rojo y al azul los cuales son:

Zmı́n
r ď zkerr

r ď Zmáx
r y Zmı́n

b ď zkerr
b ď Zmáx

b (4.153)

De manera que si el conjunto de datos obtenidos experimentalmente para los desplazamientos al rojo

y al azul están dentro de estos intervalos, implica que el agujero negro es de Kerr.
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4.6. Análisis numérico

Escenario para una órbita circular en el plano ecuatorial

Los resultados obtenidos en las ecuaciones (4.141) y (4.142) que dan los desplazamientos al rojo y al

azul son para órbitas circulares no ecuatoriales pU r “ 0q, para comprobar que nuestros cálculos de los

desplazamientos al rojo y al azul (zr y zb) son correctos hacemos el caso especial para el plano ecuatorial

pθ “ π{2q en donde U θ y Kθ son cero pU θ “ 0 , Kθ “ 0q

zr “

Uϕ
d U

t
ebd´ ´ U

ϕ
e U

t
dbe´ `

ˆ

gθθ
Eγ

˙„

��
���

��: 0

Uϕe U θdK
θ
dbe´ ´���

��
��: 0

Uϕd U
θ
eK

θ
dbd´



U t
dpU

t
d ´ U

ϕ
d bd´q `

ˆ

gθθ
Eγ

˙„

Uϕ
d bd´ ´ 2U t

d `���
���

��: 0

`

ˆ

gθθ
Eγ

˙

U θdK
θ
d



¨�
��
�* 0

U θdK
θ
d

(4.154)

zr “
Uϕ
d U

t
ebd´ ´ U

ϕ
e U

t
dbe´

U t
dpU

t
d ´ U

ϕ
d bd´q

(4.155)

Y para el zb tenemos al hacer U θ “ 0 y Kθ “ 0

zb “

Uϕ
d U

t
ebd` ´ U

ϕ
e U

t
dbe` `

ˆ

gθθ
Eγ

˙

“

���
��: 0

Uϕe U
θ
dK

θ
dbe`

´���
���: 0

U
ϕ
d
UθeK

θ
e bd`

‰

U t
dpU

t
d ´ U

ϕ
d bd`q `

ˆ

gθθ
Eγ

˙„

Uϕ
d bd` ´ 2U t

d `
��

��
�* 0

˜

gθθ

Eγ

¸

UθdK
θ
d



¨���:
0

UθdK
θ
d

(4.156)

zb “
Uϕ
d U

t
ebd` ´ U

ϕ
e U

t
dbe`

U t
dpU

t
d ´ U

ϕ
d bd`q

(4.157)

De esta manera nuestros cálculos coinciden con los resultados ya publicados (Herrera et al, 2018),

en los cuales se consideran órbitas circulares en el plano ecuatorial, en donde la constante de Carter k

es igual a cero.

Cuando estamos en el plano ecuatorial donde θ “ π
2

y la constante de Carter k es igual a cero, las

expresiones para los desplazamientos al rojo y al azul son:

zr “
Uϕ
d U

t
ebd´ ´ U

ϕ
e U

t
dbe´

U t
dpU

t
d ´ U

ϕ
d bd´q

, (4.158)

zb “
Uϕ
d U

t
ebd` ´ U

ϕ
e U

t
dbe`

U t
dpU

t
d ´ U

ϕ
d bd`q

. (4.159)

De este modo las expresiones para los desplazamientos al rojo y al azul quedan de forma más compacta
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y a partir de ellos se pueden encontrar los parámetros del agujero negro de forma anaĺıtica. Aśı mismo la

enerǵıa que antes obtuvimos fuera del plano ecuatorial se simplifica al resultado ya publicado haciendo

k “ 0.

E2
“p1´Mαuq ` x

2
pMα ´Mβuqu

3
` rMα ´ pMβ ` a

2
qus¨��

�*0
ku3. (4.160)

E2
“p1´Mαuq ` x

2
pMα ´Mβuqu

3. (4.161)

Expresiones para M y a en términos de zr y zb

A partir de las ecuaciones (4.158) y (4.159) para los desplazamientos al rojo y al azul podemos

resolver para encontrar la masa M y el parámetro de rotación a del agujero negro de Kerr, y tomando

las siguientes definiciones:
$

’

&

’

%

Mα “ p1` αqM,

Mβ “
α

p1`αq
M2

α.

(4.162)

La expresión para a es:

a2
“
λr4

epr
2
0 ´ 2Mαre `Mβq

p2Mαre `Mβq
2η ´ λr4

e

(4.163)

Donde η “ pzr ´ zrq
2 y λ “ pzr ` zbq

2 y re es el radio de la estrella orbitando el agujero negro [9].

La ecuación para la masa Mα se puede calcular a partir de las ecuaciones (4.158), (4.159) y (4.163)

dando como resultado:

 

pr2
e ` 2Mβ ´ 3Mαreqpr

2
e ´ 2Mαre `Mβq ˆ rp2Mαre `Mβq

2η ´ λr4
es

´4r3
e ω̄ep2Mαre `Mβq

2
(2

“ 4λr5
e ω̄epr

2
e ´ 2Mαr `Mβq

3
rp2Mαre ´Mβq

2η ´ λr4
es (4.164)

Donde ω̄e “ Mα ´
Mβ

r
es la velocidad angular del emisor que en este caso es la estrella orbitando el

agujero negro, esta ecuación para M es un polinomio de orden 16 y no puede resolverse anaĺıticamente

[9]. Cuando resolvemos para M obtenemos 16 ráıces de las cuales algunas son complejas y otras negativas,

de manera que tomamos una ráız positiva para poder obtener un valor para el parámetro de rotación a.
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Grafica de M vs α

Figura 4.4: Gráfico de M vs α.

En la figura 4.4 podemos ver la variación de la masa M del agujero negro en función del parámetro

de deformación α para los desplazamientos zr “ 1.55 y zb “ 8.5. Cuando el parámetro α crece la masa

disminuye.

Gráfico de a vs α

Figura 4.5: Gráfico de a vs α
.

De la figura 4.5 representa la variación de el esṕın a vs el parámetro de deformación α, cuando el

parámetro α crece a disminuye.
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Gráfico de a vs α para diferentes valores de zr y zb

Figura 4.6: Gráfico de a vs α.

La figura 4.7 muestra la variacion de a vs α para diferentes valores de los desplazamientos al rojo

y al azul, podemos observar como a medida estos desplazamientos aumentan su valor el parámetro a

tiende a reducir su valor.

Gráfico de a vs zr y zb para diferentes valores de α

Figura 4.7: Gráfico de a vs α.

En el gráfico tridimensional 4.7 podemos observar la variación del parámetro a conforme cambian los

valores de los desplazamientos zr y zb y también el parámetro de deformación α, el valor de a aumenta

a medida los desplazamientos disminuyen su valor.
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Diferentes ángulos del gráfico de a vs zr y zb

(a)

.
(b)

.

(c)

.
(d)

.

Figura 4.8: Gráfico en 3 dimensiones de a vs zr y zb para diferentes valores de α manteniendo r constante.

En la figura (4.10) podemos apreciar como varia el parámetro de rotación a para rangos de los

desplazamientos al rojo y al azul y para distintos valores de α.
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Conclusiones

1. Hemos calculado expresiones algebraicas para la masa y el parámetro de rotación de un agujero

negro de Kerr MOG en términos del corrimiento al rojo y al azul de fotones emitidos por part́ıculas

geodésicas masivas. Nuestro resultado es válido para órbitas circulares fuera del plano ecuatorial.

2. Los métodos implementados en este trabajo de tesis son validos para cualquier métrica, incluso

para aquellas que son perturbaciones de las soluciones clásicas.

3. Partiendo de nuestro resultado general, si se considera el escenario de órbitas circulares y plano

ecuatorial, obtenemos resultados que han sido publicados (Herrera et al, 2018).

Trabajo a futuro

En el futuro cuando se tenga Data experimental de los corrimientos al rojo y al azul de estrellas

orbitando el agujero negro, nuestros resultados para zr y zb pueden ser útiles para probar la teoŕıa de la

relatividad general para campos gravitacionales fuertes, o bien, para predecir pequeñas desviaciones de

esta que impliquen una teoŕıa de gravedad modificada.

Como trabajo a futuro, nos gustaŕıa resolver al menos numéricamente el caso de órbitas eĺıpticas y

fuera del plano ecuatorial.

También como trabajo a futuro intentaremos derivar una expresión para el parámetro de impacto

b en términos de la masa M , el parámetro de rotación a, la distancia r y la constante de Carter k del

agujero negro de Kerr-MOG.

50
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Apéndice

En este caṕıtulo mostramos todos los cálculos desarrollados con el programa Wolfram Mathematica,

todos los códigos empleados para realizar las gráficas mostradas en la sección de análisis numérico son

mostrados a continuación.

Definimos las siguientes cantidades que aparecen en la enerǵıa y las

componentes del tensor métrico

(*G “ 6.67 ˚ 10´11; *)(*G “ 6.67 ˚ 10´11; *)(*G “ 6.67 ˚ 10´11; *)

(*α=0.02*)(*α=0.02*)(*α=0.02*)

(*r “ 1.79 ˚ 1013*)(*r “ 1.79 ˚ 1013*)(*r “ 1.79 ˚ 1013*)

(*θ “ π
3 ; *)(*θ “ π
3 ; *)(*θ “ π
3 ; *)

(*Q “ 0.1; *)(*Q “ 0.1; *)(*Q “ 0.1; *)

M1 “ G ˚M ;M1 “ G ˚M ;M1 “ G ˚M ;

M2 “ α ˚M ˚M ˚G;M2 “ α ˚M ˚M ˚G;M2 “ α ˚M ˚M ˚G;

u “ 1
r ;u “ 1
r ;u “ 1
r ;

Σ1 “ r2 ` a2 ˚ Cosrθs2;Σ1 “ r2 ` a2 ˚ Cosrθs2;Σ1 “ r2 ` a2 ˚ Cosrθs2;

∆ “ r2 ´ 2 ˚M1 ˚ r ` a2 `M2;∆ “ r2 ´ 2 ˚M1 ˚ r ` a2 `M2;∆ “ r2 ´ 2 ˚M1 ˚ r ` a2 `M2;

51
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Definimos las componentes del tensor métrico

gtt “ ´
´

∆´a2˚Sinrθs2

Σ1

¯

;gtt “ ´
´

∆´a2˚Sinrθs2

Σ1

¯

;gtt “ ´
´

∆´a2˚Sinrθs2

Σ1

¯

;

grr “ Σ1
∆ ;grr “ Σ1
∆ ;grr “ Σ1
∆ ;

gθθ “ Σ1;gθθ “ Σ1;gθθ “ Σ1;

Definimos las variables f y α las cuales se emplean para simplificar las

expresiones

P1 “ u
`

a2 `M1
˘

´M ;P1 “ u
`

a2 `M1
˘

´M ;P1 “ u
`

a2 `M1
˘

´M ;

A “ p3 ˚M ´ 2 ˚M2 ˚ uqu´ 1;A “ p3 ˚M ´ 2 ˚M2 ˚ uqu´ 1;A “ p3 ˚M ´ 2 ˚M2 ˚ uqu´ 1;

B “ u
`

a2 `M2
˘

´M ;B “ u
`

a2 `M2
˘

´M ;B “ u
`

a2 `M2
˘

´M ;

C1 “ p3 ˚M ˚ u´ 1qu´ 2 ˚ u3
`

a2 `M2
˘

;C1 “ p3 ˚M ˚ u´ 1qu´ 2 ˚ u3
`

a2 `M2
˘

;C1 “ p3 ˚M ˚ u´ 1qu´ 2 ˚ u3
`

a2 `M2
˘

;

f1 “ 4 ˚ a2 ˚ u3pM1´M2 ˚ uq ´ A ˚ A;f1 “ 4 ˚ a2 ˚ u3pM1´M2 ˚ uq ´ A ˚ A;f1 “ 4 ˚ a2 ˚ u3pM1´M2 ˚ uq ´ A ˚ A;

f2 “ 4 ˚ a2 ˚ up1´M1 ˚ uq ` 2 ˚ A ˚B;f2 “ 4 ˚ a2 ˚ up1´M1 ˚ uq ` 2 ˚ A ˚B;f2 “ 4 ˚ a2 ˚ up1´M1 ˚ uq ` 2 ˚ A ˚B;

f3 “ 2 ˚ A ˚ C1` 4 ˚ a2 ˚ u4 ˚ P1;f3 “ 2 ˚ A ˚ C1` 4 ˚ a2 ˚ u4 ˚ P1;f3 “ 2 ˚ A ˚ C1` 4 ˚ a2 ˚ u4 ˚ P1;

f4 “ B ˚B;f4 “ B ˚B;f4 “ B ˚B;

f5 “ 2 ˚B ˚ C1;f5 “ 2 ˚B ˚ C1;f5 “ 2 ˚B ˚ C1;

f6 “ C1 ˚ C1;f6 “ C1 ˚ C1;f6 “ C1 ˚ C1;

α1 “ ´1
2f2;α1 “ ´1
2f2;α1 “ ´1
2f2;

α2 “ ´1
2 f3;α2 “ ´1
2 f3;α2 “ ´1
2 f3;
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α3 “ f2 ˚ f2´ 4 ˚ f1 ˚ f4;α3 “ f2 ˚ f2´ 4 ˚ f1 ˚ f4;α3 “ f2 ˚ f2´ 4 ˚ f1 ˚ f4;

α4 “ 2 ˚ p2 ˚ f1 ˚ f5´ f2 ˚ f3q;α4 “ 2 ˚ p2 ˚ f1 ˚ f5´ f2 ˚ f3q;α4 “ 2 ˚ p2 ˚ f1 ˚ f5´ f2 ˚ f3q;

α5 “ f3 ˚ f3´ 4 ˚ f1 ˚ f6;α5 “ f3 ˚ f3´ 4 ˚ f1 ˚ f6;α5 “ f3 ˚ f3´ 4 ˚ f1 ˚ f6;

α6 “ 2 ˚ f1 ˚ u;α6 “ 2 ˚ f1 ˚ u;α6 “ 2 ˚ f1 ˚ u;

Definimos x en términos de la constante de Carter

xplus “
`

b

α1`α2˚Q` 1
2 pα3`α4˚Q`α5˚Q˚Qq

1
2

?
α6

;xplus “
`

b

α1`α2˚Q` 1
2 pα3`α4˚Q`α5˚Q˚Qq

1
2

?
α6

;xplus “
`

b

α1`α2˚Q` 1
2 pα3`α4˚Q`α5˚Q˚Qq

1
2

?
α6

;

xmenos “
´

b

α1`α2˚Q´ 1
2 pα3`α4˚Q`α5˚Q˚Qq

1
2

?
α6

;xmenos “
´

b

α1`α2˚Q´ 1
2 pα3`α4˚Q`α5˚Q˚Qq

1
2

?
α6

;xmenos “
´

b

α1`α2˚Q´ 1
2 pα3`α4˚Q`α5˚Q˚Qq

1
2

?
α6

;

Gráfico de la componente gtt para diferentes valores de α

Plotrtgtt/.M Ñ 3.7 ˚ 10^6 ˚ 1.98 ˚ 10^30/.αÑ 0/.aÑ 0.3, gtt/.M Ñ 3.7 ˚ 10^6 ˚ 1.98 ˚ 10^30/.

αÑ 0.2/.aÑ 0.3,

gtt/.M Ñ 3.7 ˚ 10^6 ˚ 1.98 ˚ 10^30/.αÑ 0.3/.aÑ 0.3, gtt/.M Ñ 3.7 ˚ 10^6 ˚ 1.98 ˚ 10^30/.

αÑ 0.4/.aÑ 0.3u,

 

r, 0, 1.79 ˚ 1013
(

,PlotTheme Ñ “Scientific”,

FrameLabel Ñ tStylerr, Italic,Black, 15s, Styler“gtt”, Italic,Black, 13su,

PlotStyle Ñ tOrange,Blue,Red,Greenu,

BaseStyle Ñ tFontSize Ñ 11u,LabelStyle Ñ DirectiverThick,FontFamily Ñ “Helvetica”s,

LabelStyle Ñ Thick,

PlotLegends Ñ Placedrt“α=0”, “α=0.2”, “α=0.3”, “α=0.4”u, t.77, .45us,Frame Ñ Trues
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Exportr“T1.png”,

Plotrtgtt/.M Ñ 3.7 ˚ 10^6 ˚ 1.98 ˚ 10^30/.αÑ 0/.aÑ 0.3, gtt/.M Ñ 3.7 ˚ 10^6 ˚ 1.98 ˚ 10^30/.

αÑ 0.2/.aÑ 0.3,

gtt/.M Ñ 3.7 ˚ 10^6 ˚ 1.98 ˚ 10^30/.αÑ 0.3/.aÑ 0.3, gtt/.M Ñ 3.7 ˚ 10^6 ˚ 1.98 ˚ 10^30/.

αÑ 0.4/.aÑ 0.3u,

 

r, 0, 1.79 ˚ 1013
(

,PlotTheme Ñ “Scientific”,

FrameLabel Ñ tStylerr, Italic,Black, 15s,Styler“gtt”, Italic,Black, 13su,

PlotStyle Ñ tOrange,Blue,Red,Greenu,

BaseStyle Ñ tFontSize Ñ 11u,LabelStyle Ñ DirectiverThick,FontFamily Ñ “Helvetica”s

LabelStyle Ñ Thick,

PlotLegends Ñ Placedrt“α=0”, “α=0.2”, “α=0.3”, “α=0.4”u, t.77, .45uss, ImageResolution Ñ 200s

T1.png

Energia1 “ p1´M ˚ uq ` xplus2
pM ´M1 ˚ uq ˚ u3 `

`

M ´
`

M1` a2
˘

˚ u
˘

˚Q ˚ u3;Energia1 “ p1´M ˚ uq ` xplus2
pM ´M1 ˚ uq ˚ u3 `

`

M ´
`

M1` a2
˘

˚ u
˘

˚Q ˚ u3;Energia1 “ p1´M ˚ uq ` xplus2
pM ´M1 ˚ uq ˚ u3 `

`

M ´
`

M1` a2
˘

˚ u
˘

˚Q ˚ u3;

Energia2 “ p1´M ˚ uq ` xmenos2pM ´M1 ˚ uq ˚ u3 `
`

M ´
`

M1` a2
˘

˚ u
˘

˚Q ˚ u3;Energia2 “ p1´M ˚ uq ` xmenos2pM ´M1 ˚ uq ˚ u3 `
`

M ´
`

M1` a2
˘

˚ u
˘

˚Q ˚ u3;Energia2 “ p1´M ˚ uq ` xmenos2pM ´M1 ˚ uq ˚ u3 `
`

M ´
`

M1` a2
˘

˚ u
˘

˚Q ˚ u3;

SolverEnergia2 ““ 0,M sSolverEnergia2 ““ 0,M sSolverEnergia2 ““ 0,M s

ttM Ñ 1.98599ˆ 1013u, tM Ñ 1.76022ˆ 1025u, tM Ñ 2.09024ˆ 1025uu
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Lplus “
`

b

α1`α2˚Q` 1
2 pα3`α4˚Q`α5˚Q˚Qq

1
2

?
α6

` a ˚ Energia2;Lplus “
`

b

α1`α2˚Q` 1
2 pα3`α4˚Q`α5˚Q˚Qq

1
2

?
α6

` a ˚ Energia2;Lplus “
`

b

α1`α2˚Q` 1
2 pα3`α4˚Q`α5˚Q˚Qq

1
2

?
α6

` a ˚ Energia2;

Lmenos “
´

b

α1`α2˚Q´ 1
2 pα3`α4˚Q`α5˚Q˚Qq

1
2

?
α6

` a ˚ Energia2;Lmenos “
´

b

α1`α2˚Q´ 1
2 pα3`α4˚Q`α5˚Q˚Qq

1
2

?
α6

` a ˚ Energia2;Lmenos “
´

b

α1`α2˚Q´ 1
2 pα3`α4˚Q`α5˚Q˚Qq

1
2

?
α6

` a ˚ Energia2;

Definimos T en función de la enerǵıa y el momento angular

T “ Energia2 ˚
`

r2 ` a2
˘

´ Lplus ˚ a;T “ Energia2 ˚
`

r2 ` a2
˘

´ Lplus ˚ a;T “ Energia2 ˚
`

r2 ` a2
˘

´ Lplus ˚ a;

Ut “

ˆ

pr2`a2q
2

∆ ´ a2Sinrθs2
˙

˚
Energia2

Σ1 `

ˆ

a´
pr2`a2q

∆

˙

˚
a˚Lplus

Σ1 ;Ut “

ˆ

pr2`a2q
2

∆ ´ a2Sinrθs2
˙

˚
Energia2

Σ1 `

ˆ

a´
pr2`a2q

∆

˙

˚
a˚Lplus

Σ1 ;Ut “

ˆ

pr2`a2q
2

∆ ´ a2Sinrθs2
˙

˚
Energia2

Σ1 `

ˆ

a´
pr2`a2q

∆

˙

˚
a˚Lplus

Σ1 ;

Uθplus “

c

Q´
´

a2p1´Energia2˚Energia2q` Lplus2

Sinrθs2

¯

˚Cosrθs2

Σ1 ;Uθplus “

c

Q´
´

a2p1´Energia2˚Energia2q` Lplus2

Sinrθs2

¯

˚Cosrθs2

Σ1 ;Uθplus “

c

Q´
´

a2p1´Energia2˚Energia2q` Lplus2

Sinrθs2

¯

˚Cosrθs2

Σ1 ;

Uθmenos “
´

c

Q´
´

a2p1´Energia2˚Energia2q` Lplus2

Sinrθs2

¯

˚Cosrθs2

Σ1 ;Uθmenos “
´

c

Q´
´

a2p1´Energia2˚Energia2q` Lplus2

Sinrθs2

¯

˚Cosrθs2

Σ1 ;Uθmenos “
´

c

Q´
´

a2p1´Energia2˚Energia2q` Lplus2

Sinrθs2

¯

˚Cosrθs2

Σ1 ;

Uφ “ a˚T
∆˚Σ1 ´

a˚Energia2
Σ1 `

Lplus
Σ1˚Sinrθs2 ;Uφ “ a˚T

∆˚Σ1 ´
a˚Energia2

Σ1 `
Lplus

Σ1˚Sinrθs2 ;Uφ “ a˚T
∆˚Σ1 ´

a˚Energia2
Σ1 `

Lplus
Σ1˚Sinrθs2 ;

kθplus “
`

c

Q´
´

´a2˚Energia2˚Energia2` Lplus2

Sinrθs2

¯

˚Cosrθs2

Σ1 ;kθplus “
`

c

Q´
´

´a2˚Energia2˚Energia2` Lplus2

Sinrθs2

¯

˚Cosrθs2

Σ1 ;kθplus “
`

c

Q´
´

´a2˚Energia2˚Energia2` Lplus2

Sinrθs2

¯

˚Cosrθs2

Σ1 ;

kθmenos “
´

c

Q´
´

´a2˚Energia2˚Energia2` Lplus2

Sinrθs2

¯

˚Cosrθs2

Σ1 ;kθmenos “
´

c

Q´
´

´a2˚Energia2˚Energia2` Lplus2

Sinrθs2

¯

˚Cosrθs2

Σ1 ;kθmenos “
´

c

Q´
´

´a2˚Energia2˚Energia2` Lplus2

Sinrθs2

¯

˚Cosrθs2

Σ1 ;

bplus “ Lplus
Energia2 ;bplus “ Lplus
Energia2 ;bplus “ Lplus
Energia2 ;

bmenos “ Lmenos
Energia2 ;bmenos “ Lmenos
Energia2 ;bmenos “ Lmenos
Energia2 ;
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wφ “ 3.33;wφ “ 3.33;wφ “ 3.33;

wθ “ 0.45;wθ “ 0.45;wθ “ 0.45;

kθd “ 1.1;kθd “ 1.1;kθd “ 1.1;

Utd “ 0.85;Utd “ 0.85;Utd “ 0.85;

ZR “ 0.01;ZR “ 0.01;ZR “ 0.01;

ZB “ 0.02;ZB “ 0.02;ZB “ 0.02;

Definimos 4 desplazamientos, 2 al rojo y 2 al azul para incluir las dos ráıces de las

velocidades del emisor

Desplazamientos al rojo

ZR1 “
´

Ut ˚ wφ ˚ bmenos´Uφ ˚ bmenos`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ pUφ ˚ wθ ˚ kθd´ wφ ˚Uθplus ˚ kθplus ˚ bmenosq
¯M

ZR1 “
´

Ut ˚ wφ ˚ bmenos´Uφ ˚ bmenos`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ pUφ ˚ wθ ˚ kθd´ wφ ˚Uθplus ˚ kθplus ˚ bmenosq
¯M

ZR1 “
´

Ut ˚ wφ ˚ bmenos´Uφ ˚ bmenos`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ pUφ ˚ wθ ˚ kθd´ wφ ˚Uθplus ˚ kθplus ˚ bmenosq
¯M

´

Utd ˚ p1´ wφ ˚ bmenosq `Utd ˚
´

gθθ
Energia2

¯

˚

´

wφ ˚ bmenos´ 2`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

˚ wθ ˚ kθd
¯´

Utd ˚ p1´ wφ ˚ bmenosq `Utd ˚
´

gθθ
Energia2

¯

˚

´

wφ ˚ bmenos´ 2`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

˚ wθ ˚ kθd
¯´

Utd ˚ p1´ wφ ˚ bmenosq `Utd ˚
´

gθθ
Energia2

¯

˚

´

wφ ˚ bmenos´ 2`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

ZR2 “
´

Ut ˚ wφ ˚ bmenos´Uφ ˚ bmenos`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ pUφ ˚ wθ ˚ kθd´ wφ ˚Uθmenos ˚ kθmenos ˚ bmenosq
¯M

ZR2 “
´

Ut ˚ wφ ˚ bmenos´Uφ ˚ bmenos`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ pUφ ˚ wθ ˚ kθd´ wφ ˚Uθmenos ˚ kθmenos ˚ bmenosq
¯M

ZR2 “
´

Ut ˚ wφ ˚ bmenos´Uφ ˚ bmenos`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ pUφ ˚ wθ ˚ kθd´ wφ ˚Uθmenos ˚ kθmenos ˚ bmenosq
¯M

´

Utd ˚ p1´ wφ ˚ bmenosq `Utd ˚
´

gθθ
Energia2

¯

˚

´

wφ ˚ bmenos´ 2`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

;
´

Utd ˚ p1´ wφ ˚ bmenosq `Utd ˚
´

gθθ
Energia2

¯

˚

´

wφ ˚ bmenos´ 2`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

;
´

Utd ˚ p1´ wφ ˚ bmenosq `Utd ˚
´

gθθ
Energia2

¯

˚

´

wφ ˚ bmenos´ 2`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

;

Desplazamientos al azul

ZB1 “
´

Ut ˚ wφ ˚ bplus´Uφ ˚ bplus`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ pUφ ˚ wθ ˚ kθd´ wφ ˚Uθplus ˚ kθplus ˚ bplusq
¯M

ZB1 “
´

Ut ˚ wφ ˚ bplus´Uφ ˚ bplus`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ pUφ ˚ wθ ˚ kθd´ wφ ˚Uθplus ˚ kθplus ˚ bplusq
¯M

ZB1 “
´

Ut ˚ wφ ˚ bplus´Uφ ˚ bplus`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ pUφ ˚ wθ ˚ kθd´ wφ ˚Uθplus ˚ kθplus ˚ bplusq
¯M

´

Utd ˚ p1´ wφ ˚ bplusq `Utd ˚
´

gθθ
Energia2

¯

˚

´

wφ ˚ bplus´ 2`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

;
´

Utd ˚ p1´ wφ ˚ bplusq `Utd ˚
´

gθθ
Energia2

¯

˚

´

wφ ˚ bplus´ 2`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

;
´

Utd ˚ p1´ wφ ˚ bplusq `Utd ˚
´

gθθ
Energia2

¯

˚

´

wφ ˚ bplus´ 2`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

;

ZB2 “
´

Ut ˚ wφ ˚ bplus´Uφ ˚ bplus`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ pUφ ˚ wθ ˚ kθd´ wφ ˚Uθmenos ˚ kθmenos ˚ bplusq
¯M

ZB2 “
´

Ut ˚ wφ ˚ bplus´Uφ ˚ bplus`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ pUφ ˚ wθ ˚ kθd´ wφ ˚Uθmenos ˚ kθmenos ˚ bplusq
¯M

ZB2 “
´

Ut ˚ wφ ˚ bplus´Uφ ˚ bplus`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ pUφ ˚ wθ ˚ kθd´ wφ ˚Uθmenos ˚ kθmenos ˚ bplusq
¯M

´

Utd ˚ p1´ wφ ˚ bplusq `Utd ˚
´

gθθ
Energia2

¯

˚

´

wφ ˚ bplus´ 2`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

;
´

Utd ˚ p1´ wφ ˚ bplusq `Utd ˚
´

gθθ
Energia2

¯

˚

´

wφ ˚ bplus´ 2`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

;
´

Utd ˚ p1´ wφ ˚ bplusq `Utd ˚
´

gθθ
Energia2

¯

˚

´

wφ ˚ bplus´ 2`
´

gθθ
Energia2

¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

˚ wθ ˚ kθd
¯

;

Expandimos el desplazamiento al rojo ZR1 para mostrar la magnitud

del cálculo
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¨

˝´

¨

˝

¨

˝

¨

˝´

¨

˝

¨

˝

‘

¨

˝

1
2
Q

¨

˝´
4a2

ˆ

´M` a
2`GM
r

˙

r4
´ 2

ˆ

´1` 3M
r

r
´

2pa2`GM2αq
r3

˙

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸

˛

‚

` 1
2

˜

´
4a2p1´GMr q

r
´ 2

´

´M ` a2`GM2α
r

¯

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸¸

´ 1
2

‘

ˆˆ

4a2p1´GMr q
r

` 2
´

´M ` a2`GM2α
r

¯

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸2

´ 4
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`

¨

˝wφ

¨

˝´

¨

˝

¨

˝

‘

¨

˝

1
2
Q

¨

˝´
4a2

ˆ

´M` a
2`GM
r

˙

r4
´ 2

ˆ

´1` 3M
r

r
´

2pa2`GM2αq
r3

˙

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸

˛

‚

` 1
2

˜

´
4a2p1´GMr q

r
´ 2

´

´M ` a2`GM2α
r

¯

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸¸

´ 1
2

‘

ˆˆ

4a2p1´GMr q
r

` 2
´

´M ` a2`GM2α
r

¯

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸2

´ 4
´

´M ` a2`GM2α
r

¯2

¨

˝

4a2
ˆ

GM´GM
2α
r

˙

r3
´

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸2
˛

‚

`Q2

¨

˚

˝

¨

˝

4a2
ˆ

´M` a
2`GM
r

˙

r4
` 2

ˆ

´1` 3M
r

r
´

2pa2`GM2αq
r3

˙

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸

˛

‚

2

´ 4

ˆ

´1` 3M
r

r
´

2pa2`GM2αq
r3

˙2
¨

˝

4a2
ˆ

GM´GM
2α
r

˙

r3
´

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸2
˛

‚

` 2Q

¨

˝´

¨

˝

4a2
ˆ

´M` a
2`GM
r

˙

r4
` 2

ˆ

´1` 3M
r

r
´

2pa2`GM2αq
r3

˙

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸

˛

‚

˜

4a2p1´GMr q
r

` 2
´

´M ` a2`GM2α
r

¯

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸¸

` 4

ˆ

´1` 3M
r

r
´

2pa2`GM2αq
r3

˙

´

´M ` a2`GM2α
r

¯

¨

˝

4a2
ˆ

GM´GM
2α
r

˙

r3
´

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸2O

¨

˚

˚

˚

˝

?
2

g

f

f

e

4a2
ˆ

GM´GM2α
r

˙

r3
´

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸2

r

˛

‹

‹

‹

‚

` a

¨

˝1`
Q

ˆ

M´ a
2`GM
r

˙

r3
´ M

r
`

¨

˝

´

M ´ GM
r

¯

¨

˝

1
2
Q

¨

˝´
4a2

ˆ

´M` a
2`GM
r

˙

r4
´ 2

ˆ

´1` 3M
r

r
´

2pa2`GM2αq
r3

˙

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸

` 1
2

˜

´
4a2p1´GMr q

r
´ 2

´

´M ` a2`GM2α
r

¯

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸¸

´ 1
2

‘

¨

˝

˜

4a2p1´GMr q
r

` 2
´

´M ` a2`GM2α
r

¯

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸¸2

´ 4
´

´M ` a2`GM2α
r

¯2

¨

˝

4a2
ˆ

GM´GM
2α
r

˙

r3
´

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸2
˛

‚`Q2

¨

˚

˝

¨

˝

4a2
ˆ

´M` a
2`GM
r

˙

r4
` 2

ˆ

´1` 3M
r

r
´

2pa2`GM2αq
r3

˙

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸

˛

‚

2

´ 4

ˆ

´1` 3M
r

r
´

2pa2`GM2αq
r3

˙2
¨

˝

4a2
ˆ

GM´GM
2α
r

˙

r3
´

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸2
˛

‚

` 2Q

¨

˝´

¨

˝

4a2
ˆ

´M` a
2`GM
r

˙

r4
` 2

ˆ

´1` 3M
r

r
´

2pa2`GM2αq
r3

˙

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸

˛

‚

ˆ

4a2p1´GMr q
r

` 2
´

´M ` a2`GM2α
r

¯

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸

` 4

ˆ

´1` 3M
r

r
´

2pa2`GM2αq
r3

˙

´

´M ` a2`GM2α
r

¯

¨

˝

4a2
ˆ

GM´GM
2α
r

˙

r3
´

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸2
˛

‚

O

¨

˝2r2

¨

˝

4a2
ˆ

GM´GM
2α
r

˙

r3
´

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸2
˛

‚

´

1
r2`a2Cosrθs2

a
´

a´ a2`r2

a2´2GMr`r2`GM2α

¯

¨

˝

¨

˝

‘

¨

˝

1
2
Q

¨

˝´
4a2

ˆ

´M` a
2`GM
r

˙

r4
´ 2

ˆ

´1` 3M
r

r
´

2pa2`GM2αq
r3

˙

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸

˛

‚

` 1
2

˜

´
4a2p1´GMr q

r
´ 2

´

´M ` a2`GM2α
r

¯

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸¸

` 1
2

‘

ˆˆ

4a2p1´GMr q
r

` 2
´

´M ` a2`GM2α
r

¯

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸2

´ 4
´

´M ` a2`GM2α
r

¯2

¨

˝

4a2
ˆ

GM´GM
2α
r

˙

r3
´

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸2
˛

‚

`Q2

¨

˚

˝

¨

˝

4a2
ˆ

´M` a
2`GM
r

˙

r4
` 2

ˆ

´1` 3M
r

r
´

2pa2`GM2αq
r3

˙

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸

˛

‚

2

´ 4

ˆ

´1` 3M
r

r
´

2pa2`GM2αq
r3

˙2
¨

˝

4a2
ˆ

GM´GM
2α
r

˙

r3
´

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸2
˛

‚
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r

˙

r3
´

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸2
˛

‚

` 2Q

¨

˝´

¨

˝

4a2
ˆ

´M` a
2`GM
r

˙

r4
` 2

ˆ

´1` 3M
r

r
´

2pa2`GM2αq
r3

˙

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸

˛

‚

ˆ

4a2p1´GMr q
r

` 2
´

´M ` a2`GM2α
r

¯

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸

` 4

ˆ

´1` 3M
r

r
´

2pa2`GM2αq
r3

˙

´

´M ` a2`GM2α
r

¯

¨

˝

4a2
ˆ

GM´GM
2α
r

˙

r3
´

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸2
˛

‚

O

¨

˝2r2

¨

˝

4a2
ˆ

GM´GM
2α
r

˙

r3
´

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸2
˛

‚

˛

‚

O

¨

˝1`
Q

ˆ

M´ a
2`GM
r

˙

r3
´ M

r
`

¨

˝

´

M ´ GM
r

¯

¨

˝

1
2
Q

¨

˝´
4a2

ˆ

´M` a
2`GM
r

˙

r4
´ 2

ˆ

´1` 3M
r

r
´

2pa2`GM2αq
r3

˙

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸

` 1
2

˜

´
4a2p1´GMr q

r
´ 2

´

´M ` a2`GM2α
r

¯

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸¸

´ 1
2

‘

¨

˝

˜

4a2p1´GMr q
r

` 2
´

´M ` a2`GM2α
r

¯

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸¸2

´ 4
´

´M ` a2`GM2α
r

¯2

¨

˝

4a2
ˆ

GM´GM
2α
r

˙

r3
´

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸2
˛

‚`Q2

¨

˝

¨

˝

4a2
ˆ

´M` a
2`GM
r

˙

r4
` 2

ˆ

´1` 3M
r

r
´

2pa2`GM2αq
r3

˙

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸2

´ 4

ˆ

´1` 3M
r

r
´

2pa2`GM2αq
r3

˙2
¨

˝

4a2
ˆ

GM´GM
2α
r

˙

r3
´

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸2
˛

‚

` 2Q

¨

˝´

¨

˝

4a2
ˆ

´M` a
2`GM
r

˙

r4
` 2

ˆ

´1` 3M
r

r
´

2pa2`GM2αq
r3

˙

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸

˛

‚

˜

4a2p1´GMr q
r

` 2
´

´M ` a2`GM2α
r

¯

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸¸

` 4

ˆ

´1` 3M
r

r
´

2pa2`GM2αq
r3

˙

´

´M ` a2`GM2α
r

¯

¨

˝

4a2
ˆ

GM´GM
2α
r

˙

r3
´

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸2
˛

‚

O

¨

˝2r2

¨

˝

4a2
ˆ

GM´GM
2α
r

˙

r3
´

˜

´1`
3M´ 2GM2α

r
r

¸2
˛

‚

˛

‚
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Caso especial (plano ecuatorial)

Definimos algunas constantes de importancia

G “ 6.67 ˚ 10´11;G “ 6.67 ˚ 10´11;G “ 6.67 ˚ 10´11;

α “ 0.02;α “ 0.02;α “ 0.02;

r “ 1.79 ˚ 1013;r “ 1.79 ˚ 1013;r “ 1.79 ˚ 1013;

θ “ π
3 ;θ “ π
3 ;θ “ π
3 ;

Q “ 0.1;Q “ 0.1;Q “ 0.1;

M1 “ G ˚M ;M1 “ G ˚M ;M1 “ G ˚M ;

M2 “ α ˚M ˚M ˚G;M2 “ α ˚M ˚M ˚G;M2 “ α ˚M ˚M ˚G;

u “ 1
r ;u “ 1
r ;u “ 1
r ;

Σ1 “ r2 ` a2 ˚ Cosrθs2;Σ1 “ r2 ` a2 ˚ Cosrθs2;Σ1 “ r2 ` a2 ˚ Cosrθs2;

∆ “ r2 ´ 2 ˚M1 ˚ r ` a2 `M2;∆ “ r2 ´ 2 ˚M1 ˚ r ` a2 `M2;∆ “ r2 ´ 2 ˚M1 ˚ r ` a2 `M2;

Definimos las componentes del tensor métrico

gtt “ ´
´

∆´a2˚Sinrθs2

Σ1

¯

;gtt “ ´
´

∆´a2˚Sinrθs2

Σ1

¯

;gtt “ ´
´

∆´a2˚Sinrθs2

Σ1

¯

;

grr “ Σ1
∆ ;grr “ Σ1
∆ ;grr “ Σ1
∆ ;

gθθ “ Σ1;gθθ “ Σ1;gθθ “ Σ1;

Definimos las masas Mα y Mβ
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Mα “Mp1` αq;Mα “Mp1` αq;Mα “Mp1` αq;

Mβ “ α
1`α ˚Mα2;Mβ “ α
1`α ˚Mα2;Mβ “ α
1`α ˚Mα2;

ZR “ 22.5;ZR “ 22.5;ZR “ 22.5;

ZB “ ´22.501;ZB “ ´22.501;ZB “ ´22.501;

r “ 1.79 ˚ 1013;r “ 1.79 ˚ 1013;r “ 1.79 ˚ 1013;

Definimos las variables λ y η en términos de los desplazamientos al rojo

y al azul.

w “ Mα ´ Mβ
r ;w “ Mα ´ Mβ
r ;w “ Mα ´ Mβ
r ;

λ “ pZR` ZBq^2;λ “ pZR` ZBq^2;λ “ pZR` ZBq^2;

η “ pZR´ ZBq^2;η “ pZR´ ZBq^2;η “ pZR´ ZBq^2;

(*G “ 6.67 ˚ 10´11*)(*G “ 6.67 ˚ 10´11*)(*G “ 6.67 ˚ 10´11*)

(*C “ 3.0 ˚ 10^8*)(*C “ 3.0 ˚ 10^8*)(*C “ 3.0 ˚ 10^8*)

α “ 10;α “ 10;α “ 10;

Esta es la expresión para la masa, un polinomio de orden 16.

ppr^2` 2 ˚Mβ ´ 3 ˚Mα ˚ rqpr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβq ˚ pp2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2η ´ λpr^4qq´ppr^2` 2 ˚Mβ ´ 3 ˚Mα ˚ rqpr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβq ˚ pp2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2η ´ λpr^4qq´ppr^2` 2 ˚Mβ ´ 3 ˚Mα ˚ rqpr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβq ˚ pp2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2η ´ λpr^4qq´

4 ˚ r^3w ˚ p2 ˚Mα ˚ r ´Mβq2
˘

^2´ p4 ˚ λ ˚ r^5w ˚ ppr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβq^3q˚4 ˚ r^3w ˚ p2 ˚Mα ˚ r ´Mβq2
˘

^2´ p4 ˚ λ ˚ r^5w ˚ ppr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβq^3q˚4 ˚ r^3w ˚ p2 ˚Mα ˚ r ´Mβq2
˘

^2´ p4 ˚ λ ˚ r^5w ˚ ppr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβq^3q˚

ppp2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2qη ´ λ ˚ r^4qqppp2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2qη ´ λ ˚ r^4qqppp2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2qη ´ λ ˚ r^4qq
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´4r5
`

r2 ´ 2Mrp1` αq `M2αp1` αq
˘3

ˆ

Mp1` αq ´
M2αp1` αq

r

˙

λ´4r5
`

r2 ´ 2Mrp1` αq `M2αp1` αq
˘3

ˆ

Mp1` αq ´
M2αp1` αq

r

˙

λ´4r5
`

r2 ´ 2Mrp1` αq `M2αp1` αq
˘3

ˆ

Mp1` αq ´
M2αp1` αq

r

˙

λ

´

`

2Mrp1` αq ´M2αp1` αq
˘2
η ´ r4λ

¯´

`

2Mrp1` αq ´M2αp1` αq
˘2
η ´ r4λ

¯´

`

2Mrp1` αq ´M2αp1` αq
˘2
η ´ r4λ

¯

`

ˆ

´4r3
`

2Mrp1` αq ´M2αp1` αq
˘2

ˆ

Mp1` αq ´
M2αp1` αq

r

˙

`
`

r2 ´ 2Mrp1` αq `M2αp1` αq
˘

˙

`

ˆ

´4r3
`

2Mrp1` αq ´M2αp1` αq
˘2

ˆ

Mp1` αq ´
M2αp1` αq

r

˙

`
`

r2 ´ 2Mrp1` αq `M2αp1` αq
˘

˙

`

ˆ

´4r3
`

2Mrp1` αq ´M2αp1` αq
˘2

ˆ

Mp1` αq ´
M2αp1` αq

r

˙

`
`

r2 ´ 2Mrp1` αq `M2αp1` αq
˘

˙

`

r2 ´ 3Mrp1` αq ` 2M2αp1` αq
˘

´

`

2Mrp1` αq ´M2αp1` αq
˘2
η ´ r4λ

¯2
`

r2 ´ 3Mrp1` αq ` 2M2αp1` αq
˘

´

`

2Mrp1` αq ´M2αp1` αq
˘2
η ´ r4λ

¯2
`

r2 ´ 3Mrp1` αq ` 2M2αp1` αq
˘

´

`

2Mrp1` αq ´M2αp1` αq
˘2
η ´ r4λ

¯2

Resolvemos para calcular las ráıces de M y obtenemos 16 soluciones

SolverSolverSolver

pppr^2` 2 ˚Mβ ´ 3 ˚Mα ˚ rqpr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβq ˚ pηp2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2´ λ ˚ r^4q´pppr^2` 2 ˚Mβ ´ 3 ˚Mα ˚ rqpr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβq ˚ pηp2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2´ λ ˚ r^4q´pppr^2` 2 ˚Mβ ´ 3 ˚Mα ˚ rqpr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβq ˚ pηp2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2´ λ ˚ r^4q´

4 ˚ r^3w ˚ p2 ˚Mα ˚ r ´Mβq2
˘

^2
˘

´4 ˚ r^3w ˚ p2 ˚Mα ˚ r ´Mβq2
˘

^2
˘

´4 ˚ r^3w ˚ p2 ˚Mα ˚ r ´Mβq2
˘

^2
˘

´

p4 ˚ λ ˚ r^5w ˚ ppr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβq^3q ˚ pηpp2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2q ´ λ ˚ r^4qq ““ 0,p4 ˚ λ ˚ r^5w ˚ ppr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβq^3q ˚ pηpp2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2q ´ λ ˚ r^4qq ““ 0,p4 ˚ λ ˚ r^5w ˚ ppr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβq^3q ˚ pηpp2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2q ´ λ ˚ r^4qq ““ 0,

M sM sM s

ttM Ñ ´1.80803ˆ 107u, tM Ñ ´1.80799ˆ 107u, tM Ñ 1.80805ˆ 107u, tM Ñ 1.80809ˆ 107u,ttM Ñ ´1.80803ˆ 107u, tM Ñ ´1.80799ˆ 107u, tM Ñ 1.80805ˆ 107u, tM Ñ 1.80809ˆ 107u,ttM Ñ ´1.80803ˆ 107u, tM Ñ ´1.80799ˆ 107u, tM Ñ 1.80805ˆ 107u, tM Ñ 1.80809ˆ 107u,

tM Ñ 7.51927ˆ 1011u, tM Ñ 7.51967ˆ 1011u, tM Ñ 1.25561ˆ 1012u, tM Ñ 1.25561ˆ 1012u,tM Ñ 7.51927ˆ 1011u, tM Ñ 7.51967ˆ 1011u, tM Ñ 1.25561ˆ 1012u, tM Ñ 1.25561ˆ 1012u,tM Ñ 7.51927ˆ 1011u, tM Ñ 7.51967ˆ 1011u, tM Ñ 1.25561ˆ 1012u, tM Ñ 1.25561ˆ 1012u,

tM Ñ 1.93308ˆ 1012u, tM Ñ 1.93314ˆ 1012u, tM Ñ 2.32428ˆ 1012u, tM Ñ 2.32443ˆ 1012u,tM Ñ 1.93308ˆ 1012u, tM Ñ 1.93314ˆ 1012u, tM Ñ 2.32428ˆ 1012u, tM Ñ 2.32443ˆ 1012u,tM Ñ 1.93308ˆ 1012u, tM Ñ 1.93314ˆ 1012u, tM Ñ 2.32428ˆ 1012u, tM Ñ 2.32443ˆ 1012u,

tM Ñ 3.57518ˆ 1012u, tM Ñ 3.5783ˆ 1012u, tM Ñ 3.58174ˆ 1012u, tM Ñ 3.58569ˆ 1012uutM Ñ 3.57518ˆ 1012u, tM Ñ 3.5783ˆ 1012u, tM Ñ 3.58174ˆ 1012u, tM Ñ 3.58569ˆ 1012uutM Ñ 3.57518ˆ 1012u, tM Ñ 3.5783ˆ 1012u, tM Ñ 3.58174ˆ 1012u, tM Ñ 3.58569ˆ 1012uu

Tomamos la ráız # 5 la cual nos da una masa positiva

M “M “M “

Root
“

r16ZB4
` 4r16ZB3ZR` 6r16ZB2ZR2

` 4r16ZBZR3
` r16ZR4

`Root
“

r16ZB4
` 4r16ZB3ZR` 6r16ZB2ZR2

` 4r16ZBZR3
` r16ZR4

`Root
“

r16ZB4
` 4r16ZB3ZR` 6r16ZB2ZR2

` 4r16ZBZR3
` r16ZR4

`

`

´6r15ZB4
´ 24r15ZB3ZR´ 36r15ZB2ZR2

´ 24r15ZBZR3
´ 6r15ZR4

´ 6r15ZB4α´
`

´6r15ZB4
´ 24r15ZB3ZR´ 36r15ZB2ZR2

´ 24r15ZBZR3
´ 6r15ZR4

´ 6r15ZB4α´
`

´6r15ZB4
´ 24r15ZB3ZR´ 36r15ZB2ZR2

´ 24r15ZBZR3
´ 6r15ZR4

´ 6r15ZB4α´

24r15ZB3ZRα´ 36r15ZB2ZR2α´ 24r15ZBZR3α´ 6r15ZR4α
˘

#1`24r15ZB3ZRα´ 36r15ZB2ZR2α´ 24r15ZBZR3α´ 6r15ZR4α
˘

#1`24r15ZB3ZRα´ 36r15ZB2ZR2α´ 24r15ZBZR3α´ 6r15ZR4α
˘

#1`
`

5r14ZB4
` 52r14ZB3ZR` 94r14ZB2ZR2

` 52r14ZBZR3
` 5r14ZR4

` 12r14ZB4α`
`

5r14ZB4
` 52r14ZB3ZR` 94r14ZB2ZR2

` 52r14ZBZR3
` 5r14ZR4

` 12r14ZB4α`
`

5r14ZB4
` 52r14ZB3ZR` 94r14ZB2ZR2

` 52r14ZBZR3
` 5r14ZR4

` 12r14ZB4α`

112r14ZB3ZRα` 200r14ZB2ZR2α` 112r14ZBZR3α` 12r14ZR4α` 7r14ZB4α2`112r14ZB3ZRα` 200r14ZB2ZR2α` 112r14ZBZR3α` 12r14ZR4α` 7r14ZB4α2`112r14ZB3ZRα` 200r14ZB2ZR2α` 112r14ZBZR3α` 12r14ZR4α` 7r14ZB4α2`

60r14ZB3ZRα2 ` 106r14ZB2ZR2α2 ` 60r14ZBZR3α2 ` 7r14ZR4α2
˘

#12`60r14ZB3ZRα2 ` 106r14ZB2ZR2α2 ` 60r14ZBZR3α2 ` 7r14ZR4α2
˘

#12`60r14ZB3ZRα2 ` 106r14ZB2ZR2α2 ` 60r14ZBZR3α2 ` 7r14ZR4α2
˘

#12`
`

32r13ZB2
` 52r13ZB4

` 64r13ZBZR´ 48r13ZB3ZR` 32r13ZR2
´ 200r13ZB2ZR2

´
`

32r13ZB2
` 52r13ZB4

` 64r13ZBZR´ 48r13ZB3ZR` 32r13ZR2
´ 200r13ZB2ZR2

´
`

32r13ZB2
` 52r13ZB4

` 64r13ZBZR´ 48r13ZB3ZR` 32r13ZR2
´ 200r13ZB2ZR2

´

48r13ZBZR3
` 52r13ZR4

` 96r13ZB2α` 156r13ZB4α` 192r13ZBZRα´ 176r13ZB3ZRα`48r13ZBZR3
` 52r13ZR4

` 96r13ZB2α` 156r13ZB4α` 192r13ZBZRα´ 176r13ZB3ZRα`48r13ZBZR3
` 52r13ZR4

` 96r13ZB2α` 156r13ZB4α` 192r13ZBZRα´ 176r13ZB3ZRα`
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96r13ZR2α´ 664r13ZB2ZR2α´ 176r13ZBZR3α` 156r13ZR4α` 96r13ZB2α2`96r13ZR2α´ 664r13ZB2ZR2α´ 176r13ZBZR3α` 156r13ZR4α` 96r13ZB2α2`96r13ZR2α´ 664r13ZB2ZR2α´ 176r13ZBZR3α` 156r13ZR4α` 96r13ZB2α2`

156r13ZB4α2 ` 192r13ZBZRα2 ´ 208r13ZB3ZRα2 ` 96r13ZR2α2 ´ 728r13ZB2ZR2α2´156r13ZB4α2 ` 192r13ZBZRα2 ´ 208r13ZB3ZRα2 ` 96r13ZR2α2 ´ 728r13ZB2ZR2α2´156r13ZB4α2 ` 192r13ZBZRα2 ´ 208r13ZB3ZRα2 ` 96r13ZR2α2 ´ 728r13ZB2ZR2α2´

208r13ZBZR3α2 ` 156r13ZR4α2 ` 32r13ZB2α3 ` 52r13ZB4α3 ` 64r13ZBZRα3´208r13ZBZR3α2 ` 156r13ZR4α2 ` 32r13ZB2α3 ` 52r13ZB4α3 ` 64r13ZBZRα3´208r13ZBZR3α2 ` 156r13ZR4α2 ` 32r13ZB2α3 ` 52r13ZB4α3 ` 64r13ZBZRα3´

80r13ZB3ZRα3 ` 32r13ZR2α3 ´ 264r13ZB2ZR2α3 ´ 80r13ZBZR3α3 ` 52r13ZR4α3
˘

#13`80r13ZB3ZRα3 ` 32r13ZR2α3 ´ 264r13ZB2ZR2α3 ´ 80r13ZBZR3α3 ` 52r13ZR4α3
˘

#13`80r13ZB3ZRα3 ` 32r13ZR2α3 ´ 264r13ZB2ZR2α3 ´ 80r13ZBZR3α3 ` 52r13ZR4α3
˘

#13`
`

´160r12ZB2
´ 180r12ZB4

´ 320r12ZBZR´ 48r12ZB3ZR´ 160r12ZR2
` 520r12ZB2ZR2

´
`

´160r12ZB2
´ 180r12ZB4

´ 320r12ZBZR´ 48r12ZB3ZR´ 160r12ZR2
` 520r12ZB2ZR2

´
`

´160r12ZB2
´ 180r12ZB4

´ 320r12ZBZR´ 48r12ZB3ZR´ 160r12ZR2
` 520r12ZB2ZR2

´

48r12ZBZR3
´ 180r12ZR4

´ 704r12ZB2α´ 806r12ZB4α´ 1408r12ZBZRα´48r12ZBZR3
´ 180r12ZR4

´ 704r12ZB2α´ 806r12ZB4α´ 1408r12ZBZRα´48r12ZBZR3
´ 180r12ZR4

´ 704r12ZB2α´ 806r12ZB4α´ 1408r12ZBZRα´

152r12ZB3ZRα´ 704r12ZR2α` 2332r12ZB2ZR2α´ 152r12ZBZR3α´ 806r12ZR4α´152r12ZB3ZRα´ 704r12ZR2α` 2332r12ZB2ZR2α´ 152r12ZBZR3α´ 806r12ZR4α´152r12ZB3ZRα´ 704r12ZR2α` 2332r12ZB2ZR2α´ 152r12ZBZR3α´ 806r12ZR4α´

1152r12ZB2α2 ´ 1339r12ZB4α2 ´ 2304r12ZBZRα2 ´ 164r12ZB3ZRα2 ´ 1152r12ZR2α2`1152r12ZB2α2 ´ 1339r12ZB4α2 ´ 2304r12ZBZRα2 ´ 164r12ZB3ZRα2 ´ 1152r12ZR2α2`1152r12ZB2α2 ´ 1339r12ZB4α2 ´ 2304r12ZBZRα2 ´ 164r12ZB3ZRα2 ´ 1152r12ZR2α2`

3886r12ZB2ZR2α2 ´ 164r12ZBZR3α2 ´ 1339r12ZR4α2 ´ 832r12ZB2α3 ´ 980r12ZB4α3´3886r12ZB2ZR2α2 ´ 164r12ZBZR3α2 ´ 1339r12ZR4α2 ´ 832r12ZB2α3 ´ 980r12ZB4α3´3886r12ZB2ZR2α2 ´ 164r12ZBZR3α2 ´ 1339r12ZR4α2 ´ 832r12ZB2α3 ´ 980r12ZB4α3´

1664r12ZBZRα3 ´ 64r12ZB3ZRα3 ´ 832r12ZR2α3 ` 2856r12ZB2ZR2α3´1664r12ZBZRα3 ´ 64r12ZB3ZRα3 ´ 832r12ZR2α3 ` 2856r12ZB2ZR2α3´1664r12ZBZRα3 ´ 64r12ZB3ZRα3 ´ 832r12ZR2α3 ` 2856r12ZB2ZR2α3´

64r12ZBZR3α3 ´ 980r12ZR4α3 ´ 224r12ZB2α4 ´ 267r12ZB4α4 ´ 448r12ZBZRα4´64r12ZBZR3α3 ´ 980r12ZR4α3 ´ 224r12ZB2α4 ´ 267r12ZB4α4 ´ 448r12ZBZRα4´64r12ZBZR3α3 ´ 980r12ZR4α3 ´ 224r12ZB2α4 ´ 267r12ZB4α4 ´ 448r12ZBZRα4´

4r12ZB3ZRα4 ´ 224r12ZR2α4 ` 782r12ZB2ZR2α4 ´ 4r12ZBZR3α4 ´ 267r12ZR4α4
˘

#14`4r12ZB3ZRα4 ´ 224r12ZR2α4 ` 782r12ZB2ZR2α4 ´ 4r12ZBZR3α4 ´ 267r12ZR4α4
˘

#14`4r12ZB3ZRα4 ´ 224r12ZR2α4 ` 782r12ZB2ZR2α4 ´ 4r12ZBZR3α4 ´ 267r12ZR4α4
˘

#14`
`

64r11ZB2
` 128r11ZB4

` 640r11ZBZR` 640r11ZB3ZR` 64r11ZR2
´ 1536r11ZB2ZR2

`
`

64r11ZB2
` 128r11ZB4

` 640r11ZBZR` 640r11ZB3ZR` 64r11ZR2
´ 1536r11ZB2ZR2

`
`

64r11ZB2
` 128r11ZB4

` 640r11ZBZR` 640r11ZB3ZR` 64r11ZR2
´ 1536r11ZB2ZR2

`

640r11ZBZR3
` 128r11ZR4

` 736r11ZB2α` 1012r11ZB4α` 4032r11ZBZRα`640r11ZBZR3
` 128r11ZR4

` 736r11ZB2α` 1012r11ZB4α` 4032r11ZBZRα`640r11ZBZR3
` 128r11ZR4

` 736r11ZB2α` 1012r11ZB4α` 4032r11ZBZRα`

3312r11ZB3ZRα` 736r11ZR2α´ 8712r11ZB2ZR2α` 3312r11ZBZR3α` 1012r11ZR4α`3312r11ZB3ZRα` 736r11ZR2α´ 8712r11ZB2ZR2α` 3312r11ZBZR3α` 1012r11ZR4α`3312r11ZB3ZRα` 736r11ZR2α´ 8712r11ZB2ZR2α` 3312r11ZBZR3α` 1012r11ZR4α`

2344r11ZB2α2 ` 2814r11ZB4α2 ` 9808r11ZBZRα2 ` 6840r11ZB3ZRα2`2344r11ZB2α2 ` 2814r11ZB4α2 ` 9808r11ZBZRα2 ` 6840r11ZB3ZRα2`2344r11ZB2α2 ` 2814r11ZB4α2 ` 9808r11ZBZRα2 ` 6840r11ZB3ZRα2`

2344r11ZR2α2 ´ 19596r11ZB2ZR2α2 ` 6840r11ZBZR3α2 ` 2814r11ZR4α2`2344r11ZR2α2 ´ 19596r11ZB2ZR2α2 ` 6840r11ZBZR3α2 ` 2814r11ZR4α2`2344r11ZR2α2 ´ 19596r11ZB2ZR2α2 ` 6840r11ZBZR3α2 ` 2814r11ZR4α2`

3256r11ZB2α3 ` 3650r11ZB4α3 ` 11632r11ZBZRα3 ` 7048r11ZB3ZRα3`3256r11ZB2α3 ` 3650r11ZB4α3 ` 11632r11ZBZRα3 ` 7048r11ZB3ZRα3`3256r11ZB2α3 ` 3650r11ZB4α3 ` 11632r11ZBZRα3 ` 7048r11ZB3ZRα3`

3256r11ZR2α3 ´ 21876r11ZB2ZR2α3 ` 7048r11ZBZR3α3 ` 3650r11ZR4α3`3256r11ZR2α3 ´ 21876r11ZB2ZR2α3 ` 7048r11ZBZR3α3 ` 3650r11ZR4α3`3256r11ZR2α3 ´ 21876r11ZB2ZR2α3 ` 7048r11ZBZR3α3 ` 3650r11ZR4α3`

2104r11ZB2α4 ` 2266r11ZB4α4 ` 6768r11ZBZRα4 ` 3624r11ZB3ZRα4`2104r11ZB2α4 ` 2266r11ZB4α4 ` 6768r11ZBZRα4 ` 3624r11ZB3ZRα4`2104r11ZB2α4 ` 2266r11ZB4α4 ` 6768r11ZBZRα4 ` 3624r11ZB3ZRα4`

2104r11ZR2α4 ´ 12132r11ZB2ZR2α4 ` 3624r11ZBZR3α4 ` 2266r11ZR4α4`2104r11ZR2α4 ´ 12132r11ZB2ZR2α4 ` 3624r11ZBZR3α4 ` 2266r11ZR4α4`2104r11ZR2α4 ´ 12132r11ZB2ZR2α4 ` 3624r11ZBZR3α4 ` 2266r11ZR4α4`

520r11ZB2α5 ` 546r11ZB4α5 ` 1552r11ZBZRα5 ` 744r11ZB3ZRα5 ` 520r11ZR2α5´520r11ZB2α5 ` 546r11ZB4α5 ` 1552r11ZBZRα5 ` 744r11ZB3ZRα5 ` 520r11ZR2α5´520r11ZB2α5 ` 546r11ZB4α5 ` 1552r11ZBZRα5 ` 744r11ZB3ZRα5 ` 520r11ZR2α5´

2676r11ZB2ZR2α5 ` 744r11ZBZR3α5 ` 546r11ZR4α5
˘

#15`2676r11ZB2ZR2α5 ` 744r11ZBZR3α5 ` 546r11ZR4α5
˘

#15`2676r11ZB2ZR2α5 ` 744r11ZBZR3α5 ` 546r11ZR4α5
˘

#15`
`

256r10 ` 640r10ZB2
` 432r10ZB4

´ 1280r10ZBZR´ 2368r10ZB3ZR` 640r10ZR2
`

`

256r10 ` 640r10ZB2
` 432r10ZB4

´ 1280r10ZBZR´ 2368r10ZB3ZR` 640r10ZR2
`

`

256r10 ` 640r10ZB2
` 432r10ZB4

´ 1280r10ZBZR´ 2368r10ZB3ZR` 640r10ZR2
`

3872r10ZB2ZR2
´ 2368r10ZBZR3

` 432r10ZR4
` 1536r10α` 3616r10ZB2α`3872r10ZB2ZR2

´ 2368r10ZBZR3
` 432r10ZR4

` 1536r10α` 3616r10ZB2α`3872r10ZB2ZR2
´ 2368r10ZBZR3

` 432r10ZR4
` 1536r10α` 3616r10ZB2α`

2256r10ZB4α´ 9664r10ZBZRα´ 15872r10ZB3ZRα` 3616r10ZR2α` 27232r10ZB2ZR2α´2256r10ZB4α´ 9664r10ZBZRα´ 15872r10ZB3ZRα` 3616r10ZR2α` 27232r10ZB2ZR2α´2256r10ZB4α´ 9664r10ZBZRα´ 15872r10ZB3ZRα` 3616r10ZR2α` 27232r10ZB2ZR2α´

15872r10ZBZR3α` 2256r10ZR4α` 3840r10α2 ` 8088r10ZB2α2 ` 4511r10ZB4α2´15872r10ZBZR3α` 2256r10ZR4α` 3840r10α2 ` 8088r10ZB2α2 ` 4511r10ZB4α2´15872r10ZBZR3α` 2256r10ZR4α` 3840r10α2 ` 8088r10ZB2α2 ` 4511r10ZB4α2´

29904r10ZBZRα2 ´ 43932r10ZB3ZRα2 ` 8088r10ZR2α2 ` 78858r10ZB2ZR2α2´29904r10ZBZRα2 ´ 43932r10ZB3ZRα2 ` 8088r10ZR2α2 ` 78858r10ZB2ZR2α2´29904r10ZBZRα2 ´ 43932r10ZB3ZRα2 ` 8088r10ZR2α2 ` 78858r10ZB2ZR2α2´

43932r10ZBZR3α2 ` 4511r10ZR4α2 ` 5120r10α3 ` 8984r10ZB2α3 ` 4116r10ZB4α3´43932r10ZBZR3α2 ` 4511r10ZR4α2 ` 5120r10α3 ` 8984r10ZB2α3 ` 4116r10ZB4α3´43932r10ZBZR3α2 ` 4511r10ZR4α2 ` 5120r10α3 ` 8984r10ZB2α3 ` 4116r10ZB4α3´

48592r10ZBZRα3 ´ 64368r10ZB3ZRα3 ` 8984r10ZR2α3 ` 120568r10ZB2ZR2α3´48592r10ZBZRα3 ´ 64368r10ZB3ZRα3 ` 8984r10ZR2α3 ` 120568r10ZB2ZR2α3´48592r10ZBZRα3 ´ 64368r10ZB3ZRα3 ` 8984r10ZR2α3 ` 120568r10ZB2ZR2α3´

64368r10ZBZR3α3 ` 4116r10ZR4α3 ` 3840r10α4 ` 4984r10ZB2α4 ` 1362r10ZB4α4´64368r10ZBZR3α3 ` 4116r10ZR4α3 ` 3840r10α4 ` 4984r10ZB2α4 ` 1362r10ZB4α4´64368r10ZBZR3α3 ` 4116r10ZR4α3 ` 3840r10α4 ` 4984r10ZB2α4 ` 1362r10ZB4α4´

43792r10ZBZRα4 ´ 52712r10ZB3ZRα4 ` 4984r10ZR2α4 ` 102796r10ZB2ZR2α4´43792r10ZBZRα4 ´ 52712r10ZB3ZRα4 ` 4984r10ZR2α4 ` 102796r10ZB2ZR2α4´43792r10ZBZRα4 ´ 52712r10ZB3ZRα4 ` 4984r10ZR2α4 ` 102796r10ZB2ZR2α4´

52712r10ZBZR3α4 ` 1362r10ZR4α4 ` 1536r10α5 ` 1128r10ZB2α5 ´ 268r10ZB4α5´52712r10ZBZR3α4 ` 1362r10ZR4α4 ` 1536r10α5 ` 1128r10ZB2α5 ´ 268r10ZB4α5´52712r10ZBZR3α4 ` 1362r10ZR4α4 ` 1536r10α5 ` 1128r10ZB2α5 ´ 268r10ZB4α5´

20784r10ZBZRα5 ´ 22896r10ZB3ZRα5 ` 1128r10ZR2α5 ` 46392r10ZB2ZR2α5´20784r10ZBZRα5 ´ 22896r10ZB3ZRα5 ` 1128r10ZR2α5 ` 46392r10ZB2ZR2α5´20784r10ZBZRα5 ´ 22896r10ZB3ZRα5 ` 1128r10ZR2α5 ` 46392r10ZB2ZR2α5´



CAPÍTULO 6. APÉNDICE 75

22896r10ZBZR3α5 ´ 268r10ZR4α5 ` 256r10α6 ` 16r10ZB2α6 ´ 201r10ZB4α6´22896r10ZBZR3α5 ´ 268r10ZR4α5 ` 256r10α6 ` 16r10ZB2α6 ´ 201r10ZB4α6´22896r10ZBZR3α5 ´ 268r10ZR4α5 ` 256r10α6 ` 16r10ZB2α6 ´ 201r10ZB4α6´

4064r10ZBZRα6 ´ 4124r10ZB3ZRα6 ` 16r10ZR2α6 ` 8666r10ZB2ZR2α6´4064r10ZBZRα6 ´ 4124r10ZB3ZRα6 ` 16r10ZR2α6 ` 8666r10ZB2ZR2α6´4064r10ZBZRα6 ´ 4124r10ZB3ZRα6 ` 16r10ZR2α6 ` 8666r10ZB2ZR2α6´

4124r10ZBZR3α6 ´ 201r10ZR4α6
˘

#16`4124r10ZBZR3α6 ´ 201r10ZR4α6
˘

#16`4124r10ZBZR3α6 ´ 201r10ZR4α6
˘

#16`
`

´768r9ZB2
´ 960r9ZB4

` 1536r9ZBZR` 3840r9ZB3ZR´ 768r9ZR2
´ 5760r9ZB2ZR2

`
`

´768r9ZB2
´ 960r9ZB4

` 1536r9ZBZR` 3840r9ZB3ZR´ 768r9ZR2
´ 5760r9ZB2ZR2

`
`

´768r9ZB2
´ 960r9ZB4

` 1536r9ZBZR` 3840r9ZB3ZR´ 768r9ZR2
´ 5760r9ZB2ZR2

`

3840r9ZBZR3
´ 960r9ZR4

´ 1024r9α´ 7680r9ZB2α´ 8096r9ZB4α` 15360r9ZBZRα`3840r9ZBZR3
´ 960r9ZR4

´ 1024r9α´ 7680r9ZB2α´ 8096r9ZB4α` 15360r9ZBZRα`3840r9ZBZR3
´ 960r9ZR4

´ 1024r9α´ 7680r9ZB2α´ 8096r9ZB4α` 15360r9ZBZRα`

34432r9ZB3ZRα´ 7680r9ZR2α´ 52672r9ZB2ZR2α` 34432r9ZBZR3α´34432r9ZB3ZRα´ 7680r9ZR2α´ 52672r9ZB2ZR2α` 34432r9ZBZR3α´34432r9ZB3ZRα´ 7680r9ZR2α´ 52672r9ZB2ZR2α` 34432r9ZBZR3α´

8096r9ZR4α´ 6144r9α2 ´ 29648r9ZB2α2 ´ 28056r9ZB4α2 ` 62304r9ZBZRα2`8096r9ZR4α´ 6144r9α2 ´ 29648r9ZB2α2 ´ 28056r9ZB4α2 ` 62304r9ZBZRα2`8096r9ZR4α´ 6144r9α2 ´ 29648r9ZB2α2 ´ 28056r9ZB4α2 ` 62304r9ZBZRα2`

127680r9ZB3ZRα2 ´ 29648r9ZR2α2 ´ 199248r9ZB2ZR2α2 ` 127680r9ZBZR3α2´127680r9ZB3ZRα2 ´ 29648r9ZR2α2 ´ 199248r9ZB2ZR2α2 ` 127680r9ZBZR3α2´127680r9ZB3ZRα2 ´ 29648r9ZR2α2 ´ 199248r9ZB2ZR2α2 ` 127680r9ZBZR3α2´

28056r9ZR4α2 ´ 15360r9α3 ´ 59760r9ZB2α3 ´ 52340r9ZB4α3 ` 135200r9ZBZRα3`28056r9ZR4α2 ´ 15360r9α3 ´ 59760r9ZB2α3 ´ 52340r9ZB4α3 ` 135200r9ZBZRα3`28056r9ZR4α2 ´ 15360r9α3 ´ 59760r9ZB2α3 ´ 52340r9ZB4α3 ` 135200r9ZBZRα3`

256352r9ZB3ZRα3 ´ 59760r9ZR2α3 ´ 408024r9ZB2ZR2α3 ` 256352r9ZBZR3α3´256352r9ZB3ZRα3 ´ 59760r9ZR2α3 ´ 408024r9ZB2ZR2α3 ` 256352r9ZBZR3α3´256352r9ZB3ZRα3 ´ 59760r9ZR2α3 ´ 408024r9ZB2ZR2α3 ` 256352r9ZBZR3α3´

52340r9ZR4α3 ´ 20480r9α4 ´ 69280r9ZB2α4 ´ 57120r9ZB4α4 ` 171200r9ZBZRα4`52340r9ZR4α3 ´ 20480r9α4 ´ 69280r9ZB2α4 ´ 57120r9ZB4α4 ` 171200r9ZBZRα4`52340r9ZR4α3 ´ 20480r9α4 ´ 69280r9ZB2α4 ´ 57120r9ZB4α4 ` 171200r9ZBZRα4`

302848r9ZB3ZRα4 ´ 69280r9ZR2α4 ´ 491456r9ZB2ZR2α4 ` 302848r9ZBZR3α4´302848r9ZB3ZRα4 ´ 69280r9ZR2α4 ´ 491456r9ZB2ZR2α4 ` 302848r9ZBZR3α4´302848r9ZB3ZRα4 ´ 69280r9ZR2α4 ´ 491456r9ZB2ZR2α4 ` 302848r9ZBZR3α4´

57120r9ZR4α4 ´ 15360r9α5 ´ 46688r9ZB2α5 ´ 36600r9ZB4α5 ` 127296r9ZBZRα5`57120r9ZR4α4 ´ 15360r9α5 ´ 46688r9ZB2α5 ´ 36600r9ZB4α5 ` 127296r9ZBZRα5`57120r9ZR4α4 ´ 15360r9α5 ´ 46688r9ZB2α5 ´ 36600r9ZB4α5 ` 127296r9ZBZRα5`

211392r9ZB3ZRα5 ´ 46688r9ZR2α5 ´ 349584r9ZB2ZR2α5 ` 211392r9ZBZR3α5´211392r9ZB3ZRα5 ´ 46688r9ZR2α5 ´ 349584r9ZB2ZR2α5 ` 211392r9ZBZR3α5´211392r9ZB3ZRα5 ´ 46688r9ZR2α5 ´ 349584r9ZB2ZR2α5 ` 211392r9ZBZR3α5´

36600r9ZR4α5 ´ 6144r9α6 ´ 17040r9ZB2α6 ´ 12776r9ZB4α6 ` 51680r9ZBZRα6`36600r9ZR4α5 ´ 6144r9α6 ´ 17040r9ZB2α6 ´ 12776r9ZB4α6 ` 51680r9ZBZRα6`36600r9ZR4α5 ´ 6144r9α6 ´ 17040r9ZB2α6 ´ 12776r9ZB4α6 ` 51680r9ZBZRα6`

80960r9ZB3ZRα6 ´ 17040r9ZR2α6 ´ 136368r9ZB2ZR2α6 ` 80960r9ZBZR3α6´80960r9ZB3ZRα6 ´ 17040r9ZR2α6 ´ 136368r9ZB2ZR2α6 ` 80960r9ZBZR3α6´80960r9ZB3ZRα6 ´ 17040r9ZR2α6 ´ 136368r9ZB2ZR2α6 ` 80960r9ZBZR3α6´

12776r9ZR4α6 ´ 1024r9α7 ´ 2608r9ZB2α7 ´ 1876r9ZB4α7 ` 8864r9ZBZRα7`12776r9ZR4α6 ´ 1024r9α7 ´ 2608r9ZB2α7 ´ 1876r9ZB4α7 ` 8864r9ZBZRα7`12776r9ZR4α6 ´ 1024r9α7 ´ 2608r9ZB2α7 ´ 1876r9ZB4α7 ` 8864r9ZBZRα7`

13152r9ZB3ZRα7 ´ 2608r9ZR2α7 ´ 22552r9ZB2ZR2α7 ` 13152r9ZBZR3α7 ´ 1876r9ZR4α7
˘

13152r9ZB3ZRα7 ´ 2608r9ZR2α7 ´ 22552r9ZB2ZR2α7 ` 13152r9ZBZR3α7 ´ 1876r9ZR4α7
˘

13152r9ZB3ZRα7 ´ 2608r9ZR2α7 ´ 22552r9ZB2ZR2α7 ` 13152r9ZBZR3α7 ´ 1876r9ZR4α7
˘

#17`#17`#17`
`

576r8ZB4
´ 2304r8ZB3ZR` 3456r8ZB2ZR2

´ 2304r8ZBZR3
` 576r8ZR4

` 3200r8ZB2α`
`

576r8ZB4
´ 2304r8ZB3ZR` 3456r8ZB2ZR2

´ 2304r8ZBZR3
` 576r8ZR4

` 3200r8ZB2α`
`

576r8ZB4
´ 2304r8ZB3ZR` 3456r8ZB2ZR2

´ 2304r8ZBZR3
` 576r8ZR4

` 3200r8ZB2α`

8224r8ZB4α´ 6400r8ZBZRα´ 32896r8ZB3ZRα` 3200r8ZR2α` 49344r8ZB2ZR2α´8224r8ZB4α´ 6400r8ZBZRα´ 32896r8ZB3ZRα` 3200r8ZR2α` 49344r8ZB2ZR2α´8224r8ZB4α´ 6400r8ZBZRα´ 32896r8ZB3ZRα` 3200r8ZR2α` 49344r8ZB2ZR2α´

32896r8ZBZR3α` 8224r8ZR4α` 1664r8α2 ` 25792r8ZB2α2 ` 43256r8ZB4α2´32896r8ZBZR3α` 8224r8ZR4α` 1664r8α2 ` 25792r8ZB2α2 ` 43256r8ZB4α2´32896r8ZBZR3α` 8224r8ZR4α` 1664r8α2 ` 25792r8ZB2α2 ` 43256r8ZB4α2´

51584r8ZBZRα2 ´ 175776r8ZB3ZRα2 ` 25792r8ZR2α2 ` 265040r8ZB2ZR2α2´51584r8ZBZRα2 ´ 175776r8ZB3ZRα2 ` 25792r8ZR2α2 ` 265040r8ZB2ZR2α2´51584r8ZBZRα2 ´ 175776r8ZB3ZRα2 ` 25792r8ZR2α2 ` 265040r8ZB2ZR2α2´

175776r8ZBZR3α2 ` 43256r8ZR4α2 ` 9984r8α3 ` 87352r8ZB2α3 ` 118892r8ZB4α3´175776r8ZBZR3α2 ` 43256r8ZR4α2 ` 9984r8α3 ` 87352r8ZB2α3 ` 118892r8ZB4α3´175776r8ZBZR3α2 ` 43256r8ZR4α2 ` 9984r8α3 ` 87352r8ZB2α3 ` 118892r8ZB4α3´

176528r8ZBZRα3 ´ 493760r8ZB3ZRα3 ` 87352r8ZR2α3 ` 749736r8ZB2ZR2α3´176528r8ZBZRα3 ´ 493760r8ZB3ZRα3 ` 87352r8ZR2α3 ` 749736r8ZB2ZR2α3´176528r8ZBZRα3 ´ 493760r8ZB3ZRα3 ` 87352r8ZR2α3 ` 749736r8ZB2ZR2α3´

493760r8ZBZR3α3 ` 118892r8ZR4α3 ` 24960r8α4 ` 161856r8ZB2α4`493760r8ZBZR3α3 ` 118892r8ZR4α3 ` 24960r8α4 ` 161856r8ZB2α4`493760r8ZBZR3α3 ` 118892r8ZR4α3 ` 24960r8α4 ` 161856r8ZB2α4`

193127r8ZB4α4 ´ 332928r8ZBZRα4 ´ 822244r8ZB3ZRα4 ` 161856r8ZR2α4`193127r8ZB4α4 ´ 332928r8ZBZRα4 ´ 822244r8ZB3ZRα4 ` 161856r8ZR2α4`193127r8ZB4α4 ´ 332928r8ZBZRα4 ´ 822244r8ZB3ZRα4 ` 161856r8ZR2α4`

1258234r8ZB2ZR2α4 ´ 822244r8ZBZR3α4 ` 193127r8ZR4α4 ` 33280r8α5`1258234r8ZB2ZR2α4 ´ 822244r8ZBZR3α4 ` 193127r8ZR4α4 ` 33280r8α5`1258234r8ZB2ZR2α4 ´ 822244r8ZBZR3α4 ` 193127r8ZR4α4 ` 33280r8α5`

177744r8ZB2α5 ` 193124r8ZB4α5 ´ 374112r8ZBZRα5 ´ 844560r8ZB3ZRα5`177744r8ZB2α5 ` 193124r8ZB4α5 ´ 374112r8ZBZRα5 ´ 844560r8ZB3ZRα5`177744r8ZB2α5 ` 193124r8ZB4α5 ´ 374112r8ZBZRα5 ´ 844560r8ZB3ZRα5`

177744r8ZR2α5 ` 1302872r8ZB2ZR2α5 ´ 844560r8ZBZR3α5 ` 193124r8ZR4α5`177744r8ZR2α5 ` 1302872r8ZB2ZR2α5 ´ 844560r8ZBZR3α5 ` 193124r8ZR4α5`177744r8ZR2α5 ` 1302872r8ZB2ZR2α5 ´ 844560r8ZBZR3α5 ` 193124r8ZR4α5`

24960r8α6 ` 115936r8ZB2α6 ` 117266r8ZB4α6 ´ 250688r8ZBZRα6´24960r8α6 ` 115936r8ZB2α6 ` 117266r8ZB4α6 ´ 250688r8ZBZRα6´24960r8α6 ` 115936r8ZB2α6 ` 117266r8ZB4α6 ´ 250688r8ZBZRα6´

527480r8ZB3ZRα6 ` 115936r8ZR2α6 ` 820428r8ZB2ZR2α6 ´ 527480r8ZBZR3α6`527480r8ZB3ZRα6 ` 115936r8ZR2α6 ` 820428r8ZB2ZR2α6 ´ 527480r8ZBZR3α6`527480r8ZB3ZRα6 ` 115936r8ZR2α6 ` 820428r8ZB2ZR2α6 ´ 527480r8ZBZR3α6`

117266r8ZR4α6 ` 9984r8α7 ` 41656r8ZB2α7 ` 39784r8ZB4α7 ´ 92816r8ZBZRα7´117266r8ZR4α6 ` 9984r8α7 ` 41656r8ZB2α7 ` 39784r8ZB4α7 ´ 92816r8ZBZRα7´117266r8ZR4α6 ` 9984r8α7 ` 41656r8ZB2α7 ` 39784r8ZB4α7 ´ 92816r8ZBZRα7´

184272r8ZB3ZRα7 ` 41656r8ZR2α7 ` 288976r8ZB2ZR2α7 ´ 184272r8ZBZR3α7`184272r8ZB3ZRα7 ` 41656r8ZR2α7 ` 288976r8ZB2ZR2α7 ´ 184272r8ZBZR3α7`184272r8ZB3ZRα7 ` 41656r8ZR2α7 ` 288976r8ZB2ZR2α7 ´ 184272r8ZBZR3α7`
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39784r8ZR4α7 ` 1664r8α8 ` 6368r8ZB2α8 ` 5799r8ZB4α8 ´ 14656r8ZBZRα8´39784r8ZR4α7 ` 1664r8α8 ` 6368r8ZB2α8 ` 5799r8ZB4α8 ´ 14656r8ZBZRα8´39784r8ZR4α7 ` 1664r8α8 ` 6368r8ZB2α8 ` 5799r8ZB4α8 ´ 14656r8ZBZRα8´

27684r8ZB3ZRα8 ` 6368r8ZR2α8 ` 43770r8ZB2ZR2α8 ´ 27684r8ZBZR3α8 ` 5799r8ZR4α8
˘

27684r8ZB3ZRα8 ` 6368r8ZR2α8 ` 43770r8ZB2ZR2α8 ´ 27684r8ZBZR3α8 ` 5799r8ZR4α8
˘

27684r8ZB3ZRα8 ` 6368r8ZR2α8 ` 43770r8ZB2ZR2α8 ´ 27684r8ZBZR3α8 ` 5799r8ZR4α8
˘

#18`#18`#18`
`

´2496r7ZB4α` 9984r7ZB3ZRα´ 14976r7ZB2ZR2α` 9984r7ZBZR3α´ 2496r7ZR4α´
`

´2496r7ZB4α` 9984r7ZB3ZRα´ 14976r7ZB2ZR2α` 9984r7ZBZR3α´ 2496r7ZR4α´
`

´2496r7ZB4α` 9984r7ZB3ZRα´ 14976r7ZB2ZR2α` 9984r7ZBZR3α´ 2496r7ZR4α´

5632r7ZB2α2 ´ 25792r7ZB4α2 ` 11264r7ZBZRα2 ` 103168r7ZB3ZRα2´5632r7ZB2α2 ´ 25792r7ZB4α2 ` 11264r7ZBZRα2 ` 103168r7ZB3ZRα2´5632r7ZB2α2 ´ 25792r7ZB4α2 ` 11264r7ZBZRα2 ` 103168r7ZB3ZRα2´

5632r7ZR2α2 ´ 154752r7ZB2ZR2α2 ` 103168r7ZBZR3α2 ´ 25792r7ZR4α2´5632r7ZR2α2 ´ 154752r7ZB2ZR2α2 ` 103168r7ZBZR3α2 ´ 25792r7ZR4α2´5632r7ZR2α2 ´ 154752r7ZB2ZR2α2 ` 103168r7ZBZR3α2 ´ 25792r7ZR4α2´

1408r7α3 ´ 42048r7ZB2α3 ´ 111928r7ZB4α3 ` 84096r7ZBZRα3 ` 449696r7ZB3ZRα3´1408r7α3 ´ 42048r7ZB2α3 ´ 111928r7ZB4α3 ` 84096r7ZBZRα3 ` 449696r7ZB3ZRα3´1408r7α3 ´ 42048r7ZB2α3 ´ 111928r7ZB4α3 ` 84096r7ZBZRα3 ` 449696r7ZB3ZRα3´

42048r7ZR2α3 ´ 675536r7ZB2ZR2α3 ` 449696r7ZBZR3α3 ´ 111928r7ZR4α3´42048r7ZR2α3 ´ 675536r7ZB2ZR2α3 ` 449696r7ZBZR3α3 ´ 111928r7ZR4α3´42048r7ZR2α3 ´ 675536r7ZB2ZR2α3 ` 449696r7ZBZR3α3 ´ 111928r7ZR4α3´

8448r7α4 ´ 133952r7ZB2α4 ´ 269658r7ZB4α4 ` 268448r7ZBZRα4`8448r7α4 ´ 133952r7ZB2α4 ´ 269658r7ZB4α4 ` 268448r7ZBZRα4`8448r7α4 ´ 133952r7ZB2α4 ´ 269658r7ZB4α4 ` 268448r7ZBZRα4`

1090984r7ZB3ZRα4 ´ 133952r7ZR2α4 ´ 1642652r7ZB2ZR2α4 ` 1090984r7ZBZR3α4´1090984r7ZB3ZRα4 ´ 133952r7ZR2α4 ´ 1642652r7ZB2ZR2α4 ` 1090984r7ZBZR3α4´1090984r7ZB3ZRα4 ´ 133952r7ZR2α4 ´ 1642652r7ZB2ZR2α4 ` 1090984r7ZBZR3α4´

269658r7ZR4α4 ´ 21120r7α5 ´ 236160r7ZB2α5 ´ 397370r7ZB4α5 ` 475040r7ZBZRα5`269658r7ZR4α4 ´ 21120r7α5 ´ 236160r7ZB2α5 ´ 397370r7ZB4α5 ` 475040r7ZBZRα5`269658r7ZR4α4 ´ 21120r7α5 ´ 236160r7ZB2α5 ´ 397370r7ZB4α5 ` 475040r7ZBZRα5`

1621480r7ZB3ZRα5 ´ 236160r7ZR2α5 ´ 2448220r7ZB2ZR2α5 ` 1621480r7ZBZR3α5´1621480r7ZB3ZRα5 ´ 236160r7ZR2α5 ´ 2448220r7ZB2ZR2α5 ` 1621480r7ZBZR3α5´1621480r7ZB3ZRα5 ´ 236160r7ZR2α5 ´ 2448220r7ZB2ZR2α5 ` 1621480r7ZBZR3α5´

397370r7ZR4α5 ´ 28160r7α6 ´ 248960r7ZB2α6 ´ 368516r7ZB4α6 ` 503360r7ZBZRα6`397370r7ZR4α5 ´ 28160r7α6 ´ 248960r7ZB2α6 ´ 368516r7ZB4α6 ` 503360r7ZBZRα6`397370r7ZR4α5 ´ 28160r7α6 ´ 248960r7ZB2α6 ´ 368516r7ZB4α6 ` 503360r7ZBZRα6`

1518224r7ZB3ZRα6 ´ 248960r7ZR2α6 ´ 2299416r7ZB2ZR2α6 ` 1518224r7ZBZR3α6´1518224r7ZB3ZRα6 ´ 248960r7ZR2α6 ´ 2299416r7ZB2ZR2α6 ` 1518224r7ZBZR3α6´1518224r7ZB3ZRα6 ´ 248960r7ZR2α6 ´ 2299416r7ZB2ZR2α6 ` 1518224r7ZBZR3α6´

368516r7ZR4α6 ´ 21120r7α7 ´ 156992r7ZB2α7 ´ 210732r7ZB4α7 ` 319424r7ZBZRα7`368516r7ZR4α6 ´ 21120r7α7 ´ 156992r7ZB2α7 ´ 210732r7ZB4α7 ` 319424r7ZBZRα7`368516r7ZR4α6 ´ 21120r7α7 ´ 156992r7ZB2α7 ´ 210732r7ZB4α7 ` 319424r7ZBZRα7`

877168r7ZB3ZRα7 ´ 156992r7ZR2α7 ´ 1332872r7ZB2ZR2α7 ` 877168r7ZBZR3α7´877168r7ZB3ZRα7 ´ 156992r7ZR2α7 ´ 1332872r7ZB2ZR2α7 ` 877168r7ZBZR3α7´877168r7ZB3ZRα7 ´ 156992r7ZR2α7 ´ 1332872r7ZB2ZR2α7 ` 877168r7ZBZR3α7´

210732r7ZR4α7 ´ 8448r7α8 ´ 54848r7ZB2α8 ´ 68098r7ZB4α8 ` 112416r7ZBZRα8`210732r7ZR4α7 ´ 8448r7α8 ´ 54848r7ZB2α8 ´ 68098r7ZB4α8 ` 112416r7ZBZRα8`210732r7ZR4α7 ´ 8448r7α8 ´ 54848r7ZB2α8 ´ 68098r7ZB4α8 ` 112416r7ZBZRα8`

286536r7ZB3ZRα8 ´ 54848r7ZR2α8 ´ 436876r7ZB2ZR2α8 ` 286536r7ZBZR3α8´286536r7ZB3ZRα8 ´ 54848r7ZR2α8 ´ 436876r7ZB2ZR2α8 ` 286536r7ZBZR3α8´286536r7ZB3ZRα8 ´ 54848r7ZR2α8 ´ 436876r7ZB2ZR2α8 ` 286536r7ZBZR3α8´

68098r7ZR4α8 ´ 1408r7α9 ´ 8192r7ZB2α9 ´ 9538r7ZB4α9 ` 16928r7ZBZRα9`68098r7ZR4α8 ´ 1408r7α9 ´ 8192r7ZB2α9 ´ 9538r7ZB4α9 ` 16928r7ZBZRα9`68098r7ZR4α8 ´ 1408r7α9 ´ 8192r7ZB2α9 ´ 9538r7ZB4α9 ` 16928r7ZBZRα9`

40584r7ZB3ZRα9 ´ 8192r7ZR2α9 ´ 62092r7ZB2ZR2α9 ` 40584r7ZBZR3α9 ´ 9538r7ZR4α9
˘

40584r7ZB3ZRα9 ´ 8192r7ZR2α9 ´ 62092r7ZB2ZR2α9 ` 40584r7ZBZR3α9 ´ 9538r7ZR4α9
˘

40584r7ZB3ZRα9 ´ 8192r7ZR2α9 ´ 62092r7ZB2ZR2α9 ` 40584r7ZBZR3α9 ´ 9538r7ZR4α9
˘

#19`#19`#19`
`

4720r6ZB4α2 ´ 18880r6ZB3ZRα2 ` 28320r6ZB2ZR2α2 ´ 18880r6ZBZR3α2`
`

4720r6ZB4α2 ´ 18880r6ZB3ZRα2 ` 28320r6ZB2ZR2α2 ´ 18880r6ZBZR3α2`
`

4720r6ZB4α2 ´ 18880r6ZB3ZRα2 ` 28320r6ZB2ZR2α2 ´ 18880r6ZBZR3α2`

4720r6ZR4α2 ` 5440r6ZB2α3 ` 42960r6ZB4α3 ´ 10880r6ZBZRα3 ´ 171840r6ZB3ZRα3`4720r6ZR4α2 ` 5440r6ZB2α3 ` 42960r6ZB4α3 ´ 10880r6ZBZRα3 ´ 171840r6ZB3ZRα3`4720r6ZR4α2 ` 5440r6ZB2α3 ` 42960r6ZB4α3 ´ 10880r6ZBZRα3 ´ 171840r6ZB3ZRα3`

5440r6ZR2α3 ` 257760r6ZB2ZR2α3 ´ 171840r6ZBZR3α3 ` 42960r6ZR4α3`5440r6ZR2α3 ` 257760r6ZB2ZR2α3 ´ 171840r6ZBZR3α3 ` 42960r6ZR4α3`5440r6ZR2α3 ` 257760r6ZB2ZR2α3 ´ 171840r6ZBZR3α3 ` 42960r6ZR4α3`

656r6α4 ` 39208r6ZB2α4 ` 169059r6ZB4α4 ´ 78416r6ZBZRα4 ´ 677044r6ZB3ZRα4`656r6α4 ` 39208r6ZB2α4 ` 169059r6ZB4α4 ´ 78416r6ZBZRα4 ´ 677044r6ZB3ZRα4`656r6α4 ` 39208r6ZB2α4 ` 169059r6ZB4α4 ´ 78416r6ZBZRα4 ´ 677044r6ZB3ZRα4`

39208r6ZR2α4 ` 1015970r6ZB2ZR2α4 ´ 677044r6ZBZR3α4 ` 169059r6ZR4α4`39208r6ZR2α4 ` 1015970r6ZB2ZR2α4 ´ 677044r6ZBZR3α4 ` 169059r6ZR4α4`39208r6ZR2α4 ` 1015970r6ZB2ZR2α4 ´ 677044r6ZBZR3α4 ` 169059r6ZR4α4`

3936r6α5 ` 121000r6ZB2α5 ` 376508r6ZB4α5 ´ 242064r6ZBZRα5´3936r6α5 ` 121000r6ZB2α5 ` 376508r6ZB4α5 ´ 242064r6ZBZRα5´3936r6α5 ` 121000r6ZB2α5 ` 376508r6ZB4α5 ´ 242064r6ZBZRα5´

1510928r6ZB3ZRα5 ` 121000r6ZR2α5 ` 2268840r6ZB2ZR2α5 ´ 1510928r6ZBZR3α5`1510928r6ZB3ZRα5 ` 121000r6ZR2α5 ` 2268840r6ZB2ZR2α5 ´ 1510928r6ZBZR3α5`1510928r6ZB3ZRα5 ` 121000r6ZR2α5 ` 2268840r6ZB2ZR2α5 ´ 1510928r6ZBZR3α5`

376508r6ZR4α5 ` 9840r6α6 ` 207280r6ZB2α6 ` 519855r6ZB4α6 ´ 414880r6ZBZRα6´376508r6ZR4α5 ` 9840r6α6 ` 207280r6ZB2α6 ` 519855r6ZB4α6 ´ 414880r6ZBZRα6´376508r6ZR4α5 ` 9840r6α6 ` 207280r6ZB2α6 ` 519855r6ZB4α6 ´ 414880r6ZBZRα6´

2091780r6ZB3ZRα6 ` 207280r6ZR2α6 ` 3143850r6ZB2ZR2α6 ´ 2091780r6ZBZR3α6`2091780r6ZB3ZRα6 ` 207280r6ZR2α6 ` 3143850r6ZB2ZR2α6 ´ 2091780r6ZBZR3α6`2091780r6ZB3ZRα6 ` 207280r6ZR2α6 ` 3143850r6ZB2ZR2α6 ´ 2091780r6ZBZR3α6`

519855r6ZR4α6 ` 13120r6α7 ` 212880r6ZB2α7 ` 456240r6ZB4α7 ´ 426400r6ZBZRα7´519855r6ZR4α6 ` 13120r6α7 ` 212880r6ZB2α7 ` 456240r6ZB4α7 ´ 426400r6ZBZRα7´519855r6ZR4α6 ` 13120r6α7 ` 212880r6ZB2α7 ` 456240r6ZB4α7 ´ 426400r6ZBZRα7´

1841600r6ZB3ZRα7 ` 212880r6ZR2α7 ` 2770720r6ZB2ZR2α7 ´ 1841600r6ZBZR3α7`1841600r6ZB3ZRα7 ` 212880r6ZR2α7 ` 2770720r6ZB2ZR2α7 ´ 1841600r6ZBZR3α7`1841600r6ZB3ZRα7 ` 212880r6ZR2α7 ` 2770720r6ZB2ZR2α7 ´ 1841600r6ZBZR3α7`

456240r6ZR4α7 ` 9840r6α8 ` 131080r6ZB2α8 ` 248785r6ZB4α8 ´ 262800r6ZBZRα8´456240r6ZR4α7 ` 9840r6α8 ` 131080r6ZB2α8 ` 248785r6ZB4α8 ´ 262800r6ZBZRα8´456240r6ZR4α7 ` 9840r6α8 ` 131080r6ZB2α8 ` 248785r6ZB4α8 ´ 262800r6ZBZRα8´

1007740r6ZB3ZRα8 ` 131080r6ZR2α8 ` 1517910r6ZB2ZR2α8 ´ 1007740r6ZBZR3α8`1007740r6ZB3ZRα8 ` 131080r6ZR2α8 ` 1517910r6ZB2ZR2α8 ´ 1007740r6ZBZR3α8`1007740r6ZB3ZRα8 ` 131080r6ZR2α8 ` 1517910r6ZB2ZR2α8 ´ 1007740r6ZBZR3α8`
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248785r6ZR4α8 ` 3936r6α9 ` 44808r6ZB2α9 ` 77124r6ZB4α9 ´ 89936r6ZBZRα9´248785r6ZR4α8 ` 3936r6α9 ` 44808r6ZB2α9 ` 77124r6ZB4α9 ´ 89936r6ZBZRα9´248785r6ZR4α8 ` 3936r6α9 ` 44808r6ZB2α9 ` 77124r6ZB4α9 ´ 89936r6ZBZRα9´

313584r6ZB3ZRα9 ` 44808r6ZR2α9 ` 472920r6ZB2ZR2α9 ´ 313584r6ZBZR3α9`313584r6ZB3ZRα9 ` 44808r6ZR2α9 ` 472920r6ZB2ZR2α9 ´ 313584r6ZBZR3α9`313584r6ZB3ZRα9 ` 44808r6ZR2α9 ` 472920r6ZB2ZR2α9 ´ 313584r6ZBZR3α9`

77124r6ZR4α9 ` 656r6α10 ` 6560r6ZB2α10 ` 10413r6ZB4α10 ´ 13184r6ZBZRα10´77124r6ZR4α9 ` 656r6α10 ` 6560r6ZB2α10 ` 10413r6ZB4α10 ´ 13184r6ZBZRα10´77124r6ZR4α9 ` 656r6α10 ` 6560r6ZB2α10 ` 10413r6ZB4α10 ´ 13184r6ZBZRα10´

42508r6ZB3ZRα10 ` 6560r6ZR2α10 ` 64190r6ZB2ZR2α10 ´ 42508r6ZBZR3α10`42508r6ZB3ZRα10 ` 6560r6ZR2α10 ` 64190r6ZB2ZR2α10 ´ 42508r6ZBZR3α10`42508r6ZB3ZRα10 ` 6560r6ZR2α10 ` 64190r6ZB2ZR2α10 ´ 42508r6ZBZR3α10`

10413r6ZR4α10
˘

#110`10413r6ZR4α10
˘

#110`10413r6ZR4α10
˘

#110`
`

´5088r5ZB4α3 ` 20352r5ZB3ZRα3 ´ 30528r5ZB2ZR2α3 ` 20352r5ZBZR3α3´
`

´5088r5ZB4α3 ` 20352r5ZB3ZRα3 ´ 30528r5ZB2ZR2α3 ` 20352r5ZBZR3α3´
`

´5088r5ZB4α3 ` 20352r5ZB3ZRα3 ´ 30528r5ZB2ZR2α3 ` 20352r5ZBZR3α3´

5088r5ZR4α3 ´ 3120r5ZB2α4 ´ 43484r5ZB4α4 ` 6240r5ZBZRα4 ` 173936r5ZB3ZRα4´5088r5ZR4α3 ´ 3120r5ZB2α4 ´ 43484r5ZB4α4 ` 6240r5ZBZRα4 ` 173936r5ZB3ZRα4´5088r5ZR4α3 ´ 3120r5ZB2α4 ´ 43484r5ZB4α4 ` 6240r5ZBZRα4 ` 173936r5ZB3ZRα4´

3120r5ZR2α4 ´ 260904r5ZB2ZR2α4 ` 173936r5ZBZR3α4 ´ 43484r5ZR4α4´3120r5ZR2α4 ´ 260904r5ZB2ZR2α4 ` 173936r5ZBZR3α4 ´ 43484r5ZR4α4´3120r5ZR2α4 ´ 260904r5ZB2ZR2α4 ` 173936r5ZBZR3α4 ´ 43484r5ZR4α4´

160r5α5 ´ 22096r5ZB2α5 ´ 162028r5ZB4α5 ` 44192r5ZBZRα5 ` 648288r5ZB3ZRα5´160r5α5 ´ 22096r5ZB2α5 ´ 162028r5ZB4α5 ` 44192r5ZBZRα5 ` 648288r5ZB3ZRα5´160r5α5 ´ 22096r5ZB2α5 ´ 162028r5ZB4α5 ` 44192r5ZBZRα5 ` 648288r5ZB3ZRα5´

22096r5ZR2α5 ´ 972520r5ZB2ZR2α5 ` 648288r5ZBZR3α5 ´ 162028r5ZR4α5´22096r5ZR2α5 ´ 972520r5ZB2ZR2α5 ` 648288r5ZBZR3α5 ´ 162028r5ZR4α5´22096r5ZR2α5 ´ 972520r5ZB2ZR2α5 ` 648288r5ZBZR3α5 ´ 162028r5ZR4α5´

960r5α6 ´ 67056r5ZB2α6 ´ 343932r5ZB4α6 ` 134112r5ZBZRα6 ` 1376784r5ZB3ZRα6´960r5α6 ´ 67056r5ZB2α6 ´ 343932r5ZB4α6 ` 134112r5ZBZRα6 ` 1376784r5ZB3ZRα6´960r5α6 ´ 67056r5ZB2α6 ´ 343932r5ZB4α6 ` 134112r5ZBZRα6 ` 1376784r5ZB3ZRα6´

67056r5ZR2α6 ´ 2065704r5ZB2ZR2α6 ` 1376784r5ZBZR3α6 ´ 343932r5ZR4α6´67056r5ZR2α6 ´ 2065704r5ZB2ZR2α6 ` 1376784r5ZBZR3α6 ´ 343932r5ZR4α6´67056r5ZR2α6 ´ 2065704r5ZB2ZR2α6 ` 1376784r5ZBZR3α6 ´ 343932r5ZR4α6´

2400r5α7 ´ 113040r5ZB2α7 ´ 455020r5ZB4α7 ` 226080r5ZBZRα7`2400r5α7 ´ 113040r5ZB2α7 ´ 455020r5ZB4α7 ` 226080r5ZBZRα7`2400r5α7 ´ 113040r5ZB2α7 ´ 455020r5ZB4α7 ` 226080r5ZBZRα7`

1822720r5ZB3ZRα7 ´ 113040r5ZR2α7 ´ 2735400r5ZB2ZR2α7 ` 1822720r5ZBZR3α7´1822720r5ZB3ZRα7 ´ 113040r5ZR2α7 ´ 2735400r5ZB2ZR2α7 ` 1822720r5ZBZR3α7´1822720r5ZB3ZRα7 ´ 113040r5ZR2α7 ´ 2735400r5ZB2ZR2α7 ` 1822720r5ZBZR3α7´

455020r5ZR4α7 ´ 3200r5α8 ´ 114320r5ZB2α8 ´ 384308r5ZB4α8 ` 228640r5ZBZRα8`455020r5ZR4α7 ´ 3200r5α8 ´ 114320r5ZB2α8 ´ 384308r5ZB4α8 ` 228640r5ZBZRα8`455020r5ZR4α7 ´ 3200r5α8 ´ 114320r5ZB2α8 ´ 384308r5ZB4α8 ` 228640r5ZBZRα8`

1540752r5ZB3ZRα8 ´ 114320r5ZR2α8 ´ 2312888r5ZB2ZR2α8 ` 1540752r5ZBZR3α8´1540752r5ZB3ZRα8 ´ 114320r5ZR2α8 ´ 2312888r5ZB2ZR2α8 ` 1540752r5ZBZR3α8´1540752r5ZB3ZRα8 ´ 114320r5ZR2α8 ´ 2312888r5ZB2ZR2α8 ` 1540752r5ZBZR3α8´

384308r5ZR4α8 ´ 2400r5α9 ´ 69360r5ZB2α9 ´ 202404r5ZB4α9 ` 138720r5ZBZRα9`384308r5ZR4α8 ´ 2400r5α9 ´ 69360r5ZB2α9 ´ 202404r5ZB4α9 ` 138720r5ZBZRα9`384308r5ZR4α8 ´ 2400r5α9 ´ 69360r5ZB2α9 ´ 202404r5ZB4α9 ` 138720r5ZBZRα9`

812256r5ZB3ZRα9 ´ 69360r5ZR2α9 ´ 1219704r5ZB2ZR2α9 ` 812256r5ZBZR3α9´812256r5ZB3ZRα9 ´ 69360r5ZR2α9 ´ 1219704r5ZB2ZR2α9 ` 812256r5ZBZR3α9´812256r5ZB3ZRα9 ´ 69360r5ZR2α9 ´ 1219704r5ZB2ZR2α9 ` 812256r5ZBZR3α9´

202404r5ZR4α9 ´ 960r5α10 ´ 23376r5ZB2α10 ´ 60788r5ZB4α10 ` 46752r5ZBZRα10`202404r5ZR4α9 ´ 960r5α10 ´ 23376r5ZB2α10 ´ 60788r5ZB4α10 ` 46752r5ZBZRα10`202404r5ZR4α9 ´ 960r5α10 ´ 23376r5ZB2α10 ´ 60788r5ZB4α10 ` 46752r5ZBZRα10`

244208r5ZB3ZRα10 ´ 23376r5ZR2α10 ´ 366840r5ZB2ZR2α10 ` 244208r5ZBZR3α10´244208r5ZB3ZRα10 ´ 23376r5ZR2α10 ´ 366840r5ZB2ZR2α10 ` 244208r5ZBZR3α10´244208r5ZB3ZRα10 ´ 23376r5ZR2α10 ´ 366840r5ZB2ZR2α10 ` 244208r5ZBZR3α10´

60788r5ZR4α10 ´ 160r5α11 ´ 3376r5ZB2α11 ´ 7972r5ZB4α11 ` 6752r5ZBZRα11`60788r5ZR4α10 ´ 160r5α11 ´ 3376r5ZB2α11 ´ 7972r5ZB4α11 ` 6752r5ZBZRα11`60788r5ZR4α10 ´ 160r5α11 ´ 3376r5ZB2α11 ´ 7972r5ZB4α11 ` 6752r5ZBZRα11`

32064r5ZB3ZRα11 ´ 3376r5ZR2α11 ´ 48184r5ZB2ZR2α11 ` 32064r5ZBZR3α11´32064r5ZB3ZRα11 ´ 3376r5ZR2α11 ´ 48184r5ZB2ZR2α11 ` 32064r5ZBZR3α11´32064r5ZB3ZRα11 ´ 3376r5ZR2α11 ´ 48184r5ZB2ZR2α11 ` 32064r5ZBZR3α11´

7972r5ZR4α11
˘

#111`7972r5ZR4α11
˘

#111`7972r5ZR4α11
˘

#111`
`

3420r4ZB4α4 ´ 13680r4ZB3ZRα4 ` 20520r4ZB2ZR2α4 ´ 13680r4ZBZR3α4`
`

3420r4ZB4α4 ´ 13680r4ZB3ZRα4 ` 20520r4ZB2ZR2α4 ´ 13680r4ZBZR3α4`
`

3420r4ZB4α4 ´ 13680r4ZB3ZRα4 ` 20520r4ZB2ZR2α4 ´ 13680r4ZBZR3α4`

3420r4ZR4α4 ` 1064r4ZB2α5 ` 28250r4ZB4α5 ´ 2128r4ZBZRα5 ´ 113000r4ZB3ZRα5`3420r4ZR4α4 ` 1064r4ZB2α5 ` 28250r4ZB4α5 ´ 2128r4ZBZRα5 ´ 113000r4ZB3ZRα5`3420r4ZR4α4 ` 1064r4ZB2α5 ` 28250r4ZB4α5 ´ 2128r4ZBZRα5 ´ 113000r4ZB3ZRα5`

1064r4ZR2α5 ` 169500r4ZB2ZR2α5 ´ 113000r4ZBZR3α5 ` 28250r4ZR4α5`1064r4ZR2α5 ` 169500r4ZB2ZR2α5 ´ 113000r4ZBZR3α5 ` 28250r4ZR4α5`1064r4ZR2α5 ` 169500r4ZB2ZR2α5 ´ 113000r4ZBZR3α5 ` 28250r4ZR4α5`

16r4α6 ` 7472r4ZB2α6 ` 101999r4ZB4α6 ´ 14944r4ZBZRα6 ´ 408012r4ZB3ZRα6`16r4α6 ` 7472r4ZB2α6 ` 101999r4ZB4α6 ´ 14944r4ZBZRα6 ´ 408012r4ZB3ZRα6`16r4α6 ` 7472r4ZB2α6 ` 101999r4ZB4α6 ´ 14944r4ZBZRα6 ´ 408012r4ZB3ZRα6`

7472r4ZR2α6 ` 612026r4ZB2ZR2α6 ´ 408012r4ZBZR3α6 ` 101999r4ZR4α6`7472r4ZR2α6 ` 612026r4ZB2ZR2α6 ´ 408012r4ZBZR3α6 ` 101999r4ZR4α6`7472r4ZR2α6 ` 612026r4ZB2ZR2α6 ´ 408012r4ZBZR3α6 ` 101999r4ZR4α6`

96r4α7 ` 22488r4ZB2α7 ` 210264r4ZB4α7 ´ 44976r4ZBZRα7 ´ 841152r4ZB3ZRα7`96r4α7 ` 22488r4ZB2α7 ` 210264r4ZB4α7 ´ 44976r4ZBZRα7 ´ 841152r4ZB3ZRα7`96r4α7 ` 22488r4ZB2α7 ` 210264r4ZB4α7 ´ 44976r4ZBZRα7 ´ 841152r4ZB3ZRα7`

22488r4ZR2α7 ` 1261776r4ZB2ZR2α7 ´ 841152r4ZBZR3α7 ` 210264r4ZR4α7`22488r4ZR2α7 ` 1261776r4ZB2ZR2α7 ´ 841152r4ZBZR3α7 ` 210264r4ZR4α7`22488r4ZR2α7 ` 1261776r4ZB2ZR2α7 ´ 841152r4ZBZR3α7 ` 210264r4ZR4α7`

240r4α8 ` 37600r4ZB2α8 ` 270685r4ZB4α8 ´ 75200r4ZBZRα8 ´ 1082980r4ZB3ZRα8`240r4α8 ` 37600r4ZB2α8 ` 270685r4ZB4α8 ´ 75200r4ZBZRα8 ´ 1082980r4ZB3ZRα8`240r4α8 ` 37600r4ZB2α8 ` 270685r4ZB4α8 ´ 75200r4ZBZRα8 ´ 1082980r4ZB3ZRα8`

37600r4ZR2α8 ` 1624590r4ZB2ZR2α8 ´ 1082980r4ZBZR3α8 ` 270685r4ZR4α8`37600r4ZR2α8 ` 1624590r4ZB2ZR2α8 ´ 1082980r4ZBZR3α8 ` 270685r4ZR4α8`37600r4ZR2α8 ` 1624590r4ZB2ZR2α8 ´ 1082980r4ZBZR3α8 ` 270685r4ZR4α8`

320r4α9 ` 37720r4ZB2α9 ` 222850r4ZB4α9 ´ 75440r4ZBZRα9 ´ 891720r4ZB3ZRα9`320r4α9 ` 37720r4ZB2α9 ` 222850r4ZB4α9 ´ 75440r4ZBZRα9 ´ 891720r4ZB3ZRα9`320r4α9 ` 37720r4ZB2α9 ` 222850r4ZB4α9 ´ 75440r4ZBZRα9 ´ 891720r4ZB3ZRα9`

37720r4ZR2α9 ` 1337740r4ZB2ZR2α9 ´ 891720r4ZBZR3α9 ` 222850r4ZR4α9`37720r4ZR2α9 ` 1337740r4ZB2ZR2α9 ´ 891720r4ZBZR3α9 ` 222850r4ZR4α9`37720r4ZR2α9 ` 1337740r4ZB2ZR2α9 ´ 891720r4ZBZR3α9 ` 222850r4ZR4α9`



CAPÍTULO 6. APÉNDICE 78

240r4α10 ` 22704r4ZB2α10 ` 114585r4ZB4α10 ´ 45408r4ZBZRα10´240r4α10 ` 22704r4ZB2α10 ` 114585r4ZB4α10 ´ 45408r4ZBZRα10´240r4α10 ` 22704r4ZB2α10 ` 114585r4ZB4α10 ´ 45408r4ZBZRα10´

458580r4ZB3ZRα10 ` 22704r4ZR2α10 ` 687990r4ZB2ZR2α10 ´ 458580r4ZBZR3α10`458580r4ZB3ZRα10 ` 22704r4ZR2α10 ` 687990r4ZB2ZR2α10 ´ 458580r4ZBZR3α10`458580r4ZB3ZRα10 ` 22704r4ZR2α10 ` 687990r4ZB2ZR2α10 ´ 458580r4ZBZR3α10`

114585r4ZR4α10 ` 96r4α11 ` 7592r4ZB2α11 ` 33644r4ZB4α11 ´ 15184r4ZBZRα11´114585r4ZR4α10 ` 96r4α11 ` 7592r4ZB2α11 ` 33644r4ZB4α11 ´ 15184r4ZBZRα11´114585r4ZR4α10 ` 96r4α11 ` 7592r4ZB2α11 ` 33644r4ZB4α11 ´ 15184r4ZBZRα11´

134672r4ZB3ZRα11 ` 7592r4ZR2α11 ` 202056r4ZB2ZR2α11 ´ 134672r4ZBZR3α11`134672r4ZB3ZRα11 ` 7592r4ZR2α11 ` 202056r4ZB2ZR2α11 ´ 134672r4ZBZR3α11`134672r4ZB3ZRα11 ` 7592r4ZR2α11 ` 202056r4ZB2ZR2α11 ´ 134672r4ZBZR3α11`

33644r4ZR4α11 ` 16r4α12 ` 1088r4ZB2α12 ` 4319r4ZB4α12 ´ 2176r4ZBZRα12´33644r4ZR4α11 ` 16r4α12 ` 1088r4ZB2α12 ` 4319r4ZB4α12 ´ 2176r4ZBZRα12´33644r4ZR4α11 ` 16r4α12 ` 1088r4ZB2α12 ` 4319r4ZB4α12 ´ 2176r4ZBZRα12´

17292r4ZB3ZRα12 ` 1088r4ZR2α12 ` 25946r4ZB2ZR2α12 ´ 17292r4ZBZR3α12`17292r4ZB3ZRα12 ` 1088r4ZR2α12 ` 25946r4ZB2ZR2α12 ´ 17292r4ZBZR3α12`17292r4ZB3ZRα12 ` 1088r4ZR2α12 ` 25946r4ZB2ZR2α12 ´ 17292r4ZBZR3α12`

4319r4ZR4α12
˘

#112`4319r4ZR4α12
˘

#112`4319r4ZR4α12
˘

#112`
`

´1468r3ZB4α5 ` 5872r3ZB3ZRα5 ´ 8808r3ZB2ZR2α5 ` 5872r3ZBZR3α5´
`

´1468r3ZB4α5 ` 5872r3ZB3ZRα5 ´ 8808r3ZB2ZR2α5 ` 5872r3ZBZR3α5´
`

´1468r3ZB4α5 ` 5872r3ZB3ZRα5 ´ 8808r3ZB2ZR2α5 ` 5872r3ZBZR3α5´

1468r3ZR4α5 ´ 200r3ZB2α6 ´ 11902r3ZB4α6 ` 400r3ZBZRα6 ` 47608r3ZB3ZRα6´1468r3ZR4α5 ´ 200r3ZB2α6 ´ 11902r3ZB4α6 ` 400r3ZBZRα6 ` 47608r3ZB3ZRα6´1468r3ZR4α5 ´ 200r3ZB2α6 ´ 11902r3ZB4α6 ` 400r3ZBZRα6 ` 47608r3ZB3ZRα6´

200r3ZR2α6 ´ 71412r3ZB2ZR2α6 ` 47608r3ZBZR3α6 ´ 11902r3ZR4α6´200r3ZR2α6 ´ 71412r3ZB2ZR2α6 ` 47608r3ZBZR3α6 ´ 11902r3ZR4α6´200r3ZR2α6 ´ 71412r3ZB2ZR2α6 ` 47608r3ZBZR3α6 ´ 11902r3ZR4α6´

1400r3ZB2α7 ´ 42210r3ZB4α7 ` 2800r3ZBZRα7 ` 168840r3ZB3ZRα7´1400r3ZB2α7 ´ 42210r3ZB4α7 ` 2800r3ZBZRα7 ` 168840r3ZB3ZRα7´1400r3ZB2α7 ´ 42210r3ZB4α7 ` 2800r3ZBZRα7 ` 168840r3ZB3ZRα7´

1400r3ZR2α7 ´ 253260r3ZB2ZR2α7 ` 168840r3ZBZR3α7 ´ 42210r3ZR4α7´1400r3ZR2α7 ´ 253260r3ZB2ZR2α7 ` 168840r3ZBZR3α7 ´ 42210r3ZR4α7´1400r3ZR2α7 ´ 253260r3ZB2ZR2α7 ` 168840r3ZBZR3α7 ´ 42210r3ZR4α7´

4200r3ZB2α8 ´ 85526r3ZB4α8 ` 8400r3ZBZRα8 ` 342104r3ZB3ZRα8´4200r3ZB2α8 ´ 85526r3ZB4α8 ` 8400r3ZBZRα8 ` 342104r3ZB3ZRα8´4200r3ZB2α8 ´ 85526r3ZB4α8 ` 8400r3ZBZRα8 ` 342104r3ZB3ZRα8´

4200r3ZR2α8 ´ 513156r3ZB2ZR2α8 ` 342104r3ZBZR3α8 ´ 85526r3ZR4α8´4200r3ZR2α8 ´ 513156r3ZB2ZR2α8 ` 342104r3ZBZR3α8 ´ 85526r3ZR4α8´4200r3ZR2α8 ´ 513156r3ZB2ZR2α8 ` 342104r3ZBZR3α8 ´ 85526r3ZR4α8´

7000r3ZB2α9 ´ 108290r3ZB4α9 ` 14000r3ZBZRα9 ` 433160r3ZB3ZRα9´7000r3ZB2α9 ´ 108290r3ZB4α9 ` 14000r3ZBZRα9 ` 433160r3ZB3ZRα9´7000r3ZB2α9 ´ 108290r3ZB4α9 ` 14000r3ZBZRα9 ` 433160r3ZB3ZRα9´

7000r3ZR2α9 ´ 649740r3ZB2ZR2α9 ` 433160r3ZBZR3α9 ´ 108290r3ZR4α9´7000r3ZR2α9 ´ 649740r3ZB2ZR2α9 ` 433160r3ZBZR3α9 ´ 108290r3ZR4α9´7000r3ZR2α9 ´ 649740r3ZB2ZR2α9 ` 433160r3ZBZR3α9 ´ 108290r3ZR4α9´

7000r3ZB2α10 ´ 87738r3ZB4α10 ` 14000r3ZBZRα10 ` 350952r3ZB3ZRα10´7000r3ZB2α10 ´ 87738r3ZB4α10 ` 14000r3ZBZRα10 ` 350952r3ZB3ZRα10´7000r3ZB2α10 ´ 87738r3ZB4α10 ` 14000r3ZBZRα10 ` 350952r3ZB3ZRα10´

7000r3ZR2α10 ´ 526428r3ZB2ZR2α10 ` 350952r3ZBZR3α10 ´ 87738r3ZR4α10´7000r3ZR2α10 ´ 526428r3ZB2ZR2α10 ` 350952r3ZBZR3α10 ´ 87738r3ZR4α10´7000r3ZR2α10 ´ 526428r3ZB2ZR2α10 ` 350952r3ZBZR3α10 ´ 87738r3ZR4α10´

4200r3ZB2α11 ´ 44422r3ZB4α11 ` 8400r3ZBZRα11 ` 177688r3ZB3ZRα11´4200r3ZB2α11 ´ 44422r3ZB4α11 ` 8400r3ZBZRα11 ` 177688r3ZB3ZRα11´4200r3ZB2α11 ´ 44422r3ZB4α11 ` 8400r3ZBZRα11 ` 177688r3ZB3ZRα11´

4200r3ZR2α11 ´ 266532r3ZB2ZR2α11 ` 177688r3ZBZR3α11 ´ 44422r3ZR4α11´4200r3ZR2α11 ´ 266532r3ZB2ZR2α11 ` 177688r3ZBZR3α11 ´ 44422r3ZR4α11´4200r3ZR2α11 ´ 266532r3ZB2ZR2α11 ` 177688r3ZBZR3α11 ´ 44422r3ZR4α11´

1400r3ZB2α12 ´ 12850r3ZB4α12 ` 2800r3ZBZRα12 ` 51400r3ZB3ZRα12´1400r3ZB2α12 ´ 12850r3ZB4α12 ` 2800r3ZBZRα12 ` 51400r3ZB3ZRα12´1400r3ZB2α12 ´ 12850r3ZB4α12 ` 2800r3ZBZRα12 ` 51400r3ZB3ZRα12´

1400r3ZR2α12 ´ 77100r3ZB2ZR2α12 ` 51400r3ZBZR3α12 ´ 12850r3ZR4α12´1400r3ZR2α12 ´ 77100r3ZB2ZR2α12 ` 51400r3ZBZR3α12 ´ 12850r3ZR4α12´1400r3ZR2α12 ´ 77100r3ZB2ZR2α12 ` 51400r3ZBZR3α12 ´ 12850r3ZR4α12´

200r3ZB2α13 ´ 1626r3ZB4α13 ` 400r3ZBZRα13 ` 6504r3ZB3ZRα13 ´ 200r3ZR2α13´200r3ZB2α13 ´ 1626r3ZB4α13 ` 400r3ZBZRα13 ` 6504r3ZB3ZRα13 ´ 200r3ZR2α13´200r3ZB2α13 ´ 1626r3ZB4α13 ` 400r3ZBZRα13 ` 6504r3ZB3ZRα13 ´ 200r3ZR2α13´

9756r3ZB2ZR2α13 ` 6504r3ZBZR3α13 ´ 1626r3ZR4α13
˘

#113`9756r3ZB2ZR2α13 ` 6504r3ZBZR3α13 ´ 1626r3ZR4α13
˘

#113`9756r3ZB2ZR2α13 ` 6504r3ZBZR3α13 ´ 1626r3ZR4α13
˘

#113`
`

393r2ZB4α6 ´ 1572r2ZB3ZRα6 ` 2358r2ZB2ZR2α6 ´ 1572r2ZBZR3α6 ` 393r2ZR4α6`
`

393r2ZB4α6 ´ 1572r2ZB3ZRα6 ` 2358r2ZB2ZR2α6 ´ 1572r2ZBZR3α6 ` 393r2ZR4α6`
`

393r2ZB4α6 ´ 1572r2ZB3ZRα6 ` 2358r2ZB2ZR2α6 ´ 1572r2ZBZR3α6 ` 393r2ZR4α6`

16r2ZB2α7 ` 3156r2ZB4α7 ´ 32r2ZBZRα7 ´ 12624r2ZB3ZRα7 ` 16r2ZR2α7`16r2ZB2α7 ` 3156r2ZB4α7 ´ 32r2ZBZRα7 ´ 12624r2ZB3ZRα7 ` 16r2ZR2α7`16r2ZB2α7 ` 3156r2ZB4α7 ´ 32r2ZBZRα7 ´ 12624r2ZB3ZRα7 ` 16r2ZR2α7`

18936r2ZB2ZR2α7 ´ 12624r2ZBZR3α7 ` 3156r2ZR4α7 ` 112r2ZB2α8`18936r2ZB2ZR2α7 ´ 12624r2ZBZR3α7 ` 3156r2ZR4α7 ` 112r2ZB2α8`18936r2ZB2ZR2α7 ´ 12624r2ZBZR3α7 ` 3156r2ZR4α7 ` 112r2ZB2α8`

11088r2ZB4α8 ´ 224r2ZBZRα8 ´ 44352r2ZB3ZRα8 ` 112r2ZR2α8 ` 66528r2ZB2ZR2α8´11088r2ZB4α8 ´ 224r2ZBZRα8 ´ 44352r2ZB3ZRα8 ` 112r2ZR2α8 ` 66528r2ZB2ZR2α8´11088r2ZB4α8 ´ 224r2ZBZRα8 ´ 44352r2ZB3ZRα8 ` 112r2ZR2α8 ` 66528r2ZB2ZR2α8´

44352r2ZBZR3α8 ` 11088r2ZR4α8 ` 336r2ZB2α9 ` 22260r2ZB4α9 ´ 672r2ZBZRα9´44352r2ZBZR3α8 ` 11088r2ZR4α8 ` 336r2ZB2α9 ` 22260r2ZB4α9 ´ 672r2ZBZRα9´44352r2ZBZR3α8 ` 11088r2ZR4α8 ` 336r2ZB2α9 ` 22260r2ZB4α9 ´ 672r2ZBZRα9´

89040r2ZB3ZRα9 ` 336r2ZR2α9 ` 133560r2ZB2ZR2α9 ´ 89040r2ZBZR3α9`89040r2ZB3ZRα9 ` 336r2ZR2α9 ` 133560r2ZB2ZR2α9 ´ 89040r2ZBZR3α9`89040r2ZB3ZRα9 ` 336r2ZR2α9 ` 133560r2ZB2ZR2α9 ´ 89040r2ZBZR3α9`

22260r2ZR4α9 ` 560r2ZB2α10 ` 27930r2ZB4α10 ´ 1120r2ZBZRα10´22260r2ZR4α9 ` 560r2ZB2α10 ` 27930r2ZB4α10 ´ 1120r2ZBZRα10´22260r2ZR4α9 ` 560r2ZB2α10 ` 27930r2ZB4α10 ´ 1120r2ZBZRα10´

111720r2ZB3ZRα10 ` 560r2ZR2α10 ` 167580r2ZB2ZR2α10 ´ 111720r2ZBZR3α10`111720r2ZB3ZRα10 ` 560r2ZR2α10 ` 167580r2ZB2ZR2α10 ´ 111720r2ZBZR3α10`111720r2ZB3ZRα10 ` 560r2ZR2α10 ` 167580r2ZB2ZR2α10 ´ 111720r2ZBZR3α10`

27930r2ZR4α10 ` 560r2ZB2α11 ` 22428r2ZB4α11 ´ 1120r2ZBZRα11´27930r2ZR4α10 ` 560r2ZB2α11 ` 22428r2ZB4α11 ´ 1120r2ZBZRα11´27930r2ZR4α10 ` 560r2ZB2α11 ` 22428r2ZB4α11 ´ 1120r2ZBZRα11´

89712r2ZB3ZRα11 ` 560r2ZR2α11 ` 134568r2ZB2ZR2α11 ´ 89712r2ZBZR3α11`89712r2ZB3ZRα11 ` 560r2ZR2α11 ` 134568r2ZB2ZR2α11 ´ 89712r2ZBZR3α11`89712r2ZB3ZRα11 ` 560r2ZR2α11 ` 134568r2ZB2ZR2α11 ´ 89712r2ZBZR3α11`
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22428r2ZR4α11 ` 336r2ZB2α12 ` 11256r2ZB4α12 ´ 672r2ZBZRα12´22428r2ZR4α11 ` 336r2ZB2α12 ` 11256r2ZB4α12 ´ 672r2ZBZRα12´22428r2ZR4α11 ` 336r2ZB2α12 ` 11256r2ZB4α12 ´ 672r2ZBZRα12´

45024r2ZB3ZRα12 ` 336r2ZR2α12 ` 67536r2ZB2ZR2α12 ´ 45024r2ZBZR3α12`45024r2ZB3ZRα12 ` 336r2ZR2α12 ` 67536r2ZB2ZR2α12 ´ 45024r2ZBZR3α12`45024r2ZB3ZRα12 ` 336r2ZR2α12 ` 67536r2ZB2ZR2α12 ´ 45024r2ZBZR3α12`

11256r2ZR4α12 ` 112r2ZB2α13 ` 3228r2ZB4α13 ´ 224r2ZBZRα13 ´ 12912r2ZB3ZRα13`11256r2ZR4α12 ` 112r2ZB2α13 ` 3228r2ZB4α13 ´ 224r2ZBZRα13 ´ 12912r2ZB3ZRα13`11256r2ZR4α12 ` 112r2ZB2α13 ` 3228r2ZB4α13 ´ 224r2ZBZRα13 ´ 12912r2ZB3ZRα13`

112r2ZR2α13 ` 19368r2ZB2ZR2α13 ´ 12912r2ZBZR3α13 ` 3228r2ZR4α13`112r2ZR2α13 ` 19368r2ZB2ZR2α13 ´ 12912r2ZBZR3α13 ` 3228r2ZR4α13`112r2ZR2α13 ` 19368r2ZB2ZR2α13 ´ 12912r2ZBZR3α13 ` 3228r2ZR4α13`

16r2ZB2α14 ` 405r2ZB4α14 ´ 32r2ZBZRα14 ´ 1620r2ZB3ZRα14 ` 16r2ZR2α14`16r2ZB2α14 ` 405r2ZB4α14 ´ 32r2ZBZRα14 ´ 1620r2ZB3ZRα14 ` 16r2ZR2α14`16r2ZB2α14 ` 405r2ZB4α14 ´ 32r2ZBZRα14 ´ 1620r2ZB3ZRα14 ` 16r2ZR2α14`

2430r2ZB2ZR2α14 ´ 1620r2ZBZR3α14 ` 405r2ZR4α14
˘

#114`2430r2ZB2ZR2α14 ´ 1620r2ZBZR3α14 ` 405r2ZR4α14
˘

#114`2430r2ZB2ZR2α14 ´ 1620r2ZBZR3α14 ` 405r2ZR4α14
˘

#114`
`

´60rZB4α7 ` 240rZB3ZRα7 ´ 360rZB2ZR2α7 ` 240rZBZR3α7 ´ 60rZR4α7´
`

´60rZB4α7 ` 240rZB3ZRα7 ´ 360rZB2ZR2α7 ` 240rZBZR3α7 ´ 60rZR4α7´
`

´60rZB4α7 ` 240rZB3ZRα7 ´ 360rZB2ZR2α7 ` 240rZBZR3α7 ´ 60rZR4α7´

480rZB4α8 ` 1920rZB3ZRα8 ´ 2880rZB2ZR2α8 ` 1920rZBZR3α8 ´ 480rZR4α8´480rZB4α8 ` 1920rZB3ZRα8 ´ 2880rZB2ZR2α8 ` 1920rZBZR3α8 ´ 480rZR4α8´480rZB4α8 ` 1920rZB3ZRα8 ´ 2880rZB2ZR2α8 ` 1920rZBZR3α8 ´ 480rZR4α8´

1680rZB4α9 ` 6720rZB3ZRα9 ´ 10080rZB2ZR2α9 ` 6720rZBZR3α9 ´ 1680rZR4α9´1680rZB4α9 ` 6720rZB3ZRα9 ´ 10080rZB2ZR2α9 ` 6720rZBZR3α9 ´ 1680rZR4α9´1680rZB4α9 ` 6720rZB3ZRα9 ´ 10080rZB2ZR2α9 ` 6720rZBZR3α9 ´ 1680rZR4α9´

3360rZB4α10 ` 13440rZB3ZRα10 ´ 20160rZB2ZR2α10 ` 13440rZBZR3α10´3360rZB4α10 ` 13440rZB3ZRα10 ´ 20160rZB2ZR2α10 ` 13440rZBZR3α10´3360rZB4α10 ` 13440rZB3ZRα10 ´ 20160rZB2ZR2α10 ` 13440rZBZR3α10´

3360rZR4α10 ´ 4200rZB4α11 ` 16800rZB3ZRα11 ´ 25200rZB2ZR2α11`3360rZR4α10 ´ 4200rZB4α11 ` 16800rZB3ZRα11 ´ 25200rZB2ZR2α11`3360rZR4α10 ´ 4200rZB4α11 ` 16800rZB3ZRα11 ´ 25200rZB2ZR2α11`

16800rZBZR3α11 ´ 4200rZR4α11 ´ 3360rZB4α12 ` 13440rZB3ZRα12´16800rZBZR3α11 ´ 4200rZR4α11 ´ 3360rZB4α12 ` 13440rZB3ZRα12´16800rZBZR3α11 ´ 4200rZR4α11 ´ 3360rZB4α12 ` 13440rZB3ZRα12´

20160rZB2ZR2α12 ` 13440rZBZR3α12 ´ 3360rZR4α12 ´ 1680rZB4α13`20160rZB2ZR2α12 ` 13440rZBZR3α12 ´ 3360rZR4α12 ´ 1680rZB4α13`20160rZB2ZR2α12 ` 13440rZBZR3α12 ´ 3360rZR4α12 ´ 1680rZB4α13`

6720rZB3ZRα13 ´ 10080rZB2ZR2α13 ` 6720rZBZR3α13 ´ 1680rZR4α13´6720rZB3ZRα13 ´ 10080rZB2ZR2α13 ` 6720rZBZR3α13 ´ 1680rZR4α13´6720rZB3ZRα13 ´ 10080rZB2ZR2α13 ` 6720rZBZR3α13 ´ 1680rZR4α13´

480rZB4α14 ` 1920rZB3ZRα14 ´ 2880rZB2ZR2α14 ` 1920rZBZR3α14 ´ 480rZR4α14´480rZB4α14 ` 1920rZB3ZRα14 ´ 2880rZB2ZR2α14 ` 1920rZBZR3α14 ´ 480rZR4α14´480rZB4α14 ` 1920rZB3ZRα14 ´ 2880rZB2ZR2α14 ` 1920rZBZR3α14 ´ 480rZR4α14´

60rZB4α15 ` 240rZB3ZRα15 ´ 360rZB2ZR2α15 ` 240rZBZR3α15 ´ 60rZR4α15
˘

#115`60rZB4α15 ` 240rZB3ZRα15 ´ 360rZB2ZR2α15 ` 240rZBZR3α15 ´ 60rZR4α15
˘

#115`60rZB4α15 ` 240rZB3ZRα15 ´ 360rZB2ZR2α15 ` 240rZBZR3α15 ´ 60rZR4α15
˘

#115`
`

4ZB4α8 ´ 16ZB3ZRα8 ` 24ZB2ZR2α8 ´ 16ZBZR3α8 ` 4ZR4α8 ` 32ZB4α9 ´ 128ZB3ZRα9`
`

4ZB4α8 ´ 16ZB3ZRα8 ` 24ZB2ZR2α8 ´ 16ZBZR3α8 ` 4ZR4α8 ` 32ZB4α9 ´ 128ZB3ZRα9`
`

4ZB4α8 ´ 16ZB3ZRα8 ` 24ZB2ZR2α8 ´ 16ZBZR3α8 ` 4ZR4α8 ` 32ZB4α9 ´ 128ZB3ZRα9`

192ZB2ZR2α9 ´ 128ZBZR3α9 ` 32ZR4α9 ` 112ZB4α10 ´ 448ZB3ZRα10 ` 672ZB2ZR2α10´192ZB2ZR2α9 ´ 128ZBZR3α9 ` 32ZR4α9 ` 112ZB4α10 ´ 448ZB3ZRα10 ` 672ZB2ZR2α10´192ZB2ZR2α9 ´ 128ZBZR3α9 ` 32ZR4α9 ` 112ZB4α10 ´ 448ZB3ZRα10 ` 672ZB2ZR2α10´

448ZBZR3α10 ` 112ZR4α10 ` 224ZB4α11 ´ 896ZB3ZRα11 ` 1344ZB2ZR2α11´448ZBZR3α10 ` 112ZR4α10 ` 224ZB4α11 ´ 896ZB3ZRα11 ` 1344ZB2ZR2α11´448ZBZR3α10 ` 112ZR4α10 ` 224ZB4α11 ´ 896ZB3ZRα11 ` 1344ZB2ZR2α11´

896ZBZR3α11 ` 224ZR4α11 ` 280ZB4α12 ´ 1120ZB3ZRα12 ` 1680ZB2ZR2α12´896ZBZR3α11 ` 224ZR4α11 ` 280ZB4α12 ´ 1120ZB3ZRα12 ` 1680ZB2ZR2α12´896ZBZR3α11 ` 224ZR4α11 ` 280ZB4α12 ´ 1120ZB3ZRα12 ` 1680ZB2ZR2α12´

1120ZBZR3α12 ` 280ZR4α12 ` 224ZB4α13 ´ 896ZB3ZRα13 ` 1344ZB2ZR2α13´1120ZBZR3α12 ` 280ZR4α12 ` 224ZB4α13 ´ 896ZB3ZRα13 ` 1344ZB2ZR2α13´1120ZBZR3α12 ` 280ZR4α12 ` 224ZB4α13 ´ 896ZB3ZRα13 ` 1344ZB2ZR2α13´

896ZBZR3α13 ` 224ZR4α13 ` 112ZB4α14 ´ 448ZB3ZRα14 ` 672ZB2ZR2α14´896ZBZR3α13 ` 224ZR4α13 ` 112ZB4α14 ´ 448ZB3ZRα14 ` 672ZB2ZR2α14´896ZBZR3α13 ` 224ZR4α13 ` 112ZB4α14 ´ 448ZB3ZRα14 ` 672ZB2ZR2α14´

448ZBZR3α14 ` 112ZR4α14 ` 32ZB4α15 ´ 128ZB3ZRα15 ` 192ZB2ZR2α15´448ZBZR3α14 ` 112ZR4α14 ` 32ZB4α15 ´ 128ZB3ZRα15 ` 192ZB2ZR2α15´448ZBZR3α14 ` 112ZR4α14 ` 32ZB4α15 ´ 128ZB3ZRα15 ` 192ZB2ZR2α15´

128ZBZR3α15 ` 32ZR4α15 ` 4ZB4α16 ´ 16ZB3ZRα16 ` 24ZB2ZR2α16 ´ 16ZBZR3α16 ` 4ZR4α16
˘

128ZBZR3α15 ` 32ZR4α15 ` 4ZB4α16 ´ 16ZB3ZRα16 ` 24ZB2ZR2α16 ´ 16ZBZR3α16 ` 4ZR4α16
˘

128ZBZR3α15 ` 32ZR4α15 ` 4ZB4α16 ´ 16ZB3ZRα16 ` 24ZB2ZR2α16 ´ 16ZBZR3α16 ` 4ZR4α16
˘

#116&, 5
‰

;#116&, 5
‰

;#116&, 5
‰

;

Este gráfico muestra la variación de M vs α

Plot
“ 

M/.ZR Ñ 1.55/.ZB Ñ ´8.5/.r Ñ 1.79 ˚ 1013
(

, tα, 0, 10.111u,PlotTheme Ñ “Scientific”,Plot
“ 

M/.ZR Ñ 1.55/.ZB Ñ ´8.5/.r Ñ 1.79 ˚ 1013
(

, tα, 0, 10.111u,PlotTheme Ñ “Scientific”,Plot
“ 

M/.ZR Ñ 1.55/.ZB Ñ ´8.5/.r Ñ 1.79 ˚ 1013
(

, tα, 0, 10.111u,PlotTheme Ñ “Scientific”,

FrameLabel Ñ tStyler“α”, Italic,Black, 14s,StylerM, Italic,Black, 18su,FrameLabel Ñ tStyler“α”, Italic,Black, 14s,StylerM, Italic,Black, 18su,FrameLabel Ñ tStyler“α”, Italic,Black, 14s,StylerM, Italic,Black, 18su,

PlotStyle Ñ tBlueusPlotStyle Ñ tBlueusPlotStyle Ñ tBlueus

Exportr“PB8.png”, , ImageResolution Ñ 300sExportr“PB8.png”, , ImageResolution Ñ 300sExportr“PB8.png”, , ImageResolution Ñ 300s

PB8.png
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Esta es la expresión para el parámetro de rotación en función de la masa.

a “

d

pλ ˚ r^4 ˚ pr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβqq

p2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2η ´ λ ˚ r^4
;a “

d

pλ ˚ r^4 ˚ pr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβqq

p2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2η ´ λ ˚ r^4
;a “

d

pλ ˚ r^4 ˚ pr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβqq

p2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2η ´ λ ˚ r^4
;

Este gráfico muestra la variación de a vs α

ClearrM sClearrM sClearrM s

a “

d

pλ ˚ r^4 ˚ pr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβqq

p2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2η ´ λ ˚ r^4
;a “

d

pλ ˚ r^4 ˚ pr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβqq

p2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2η ´ λ ˚ r^4
;a “

d

pλ ˚ r^4 ˚ pr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβqq

p2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2η ´ λ ˚ r^4
;

Plot
“ 

a/.ZR Ñ 1.55/.ZB Ñ ´8.5/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026
(

, tα, 0, 10.111u,Plot
“ 

a/.ZR Ñ 1.55/.ZB Ñ ´8.5/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026
(

, tα, 0, 10.111u,Plot
“ 

a/.ZR Ñ 1.55/.ZB Ñ ´8.5/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026
(

, tα, 0, 10.111u,

PlotTheme Ñ “Scientific”,PlotTheme Ñ “Scientific”,PlotTheme Ñ “Scientific”,

FrameLabel Ñ tStyler“α”, Italic,Black, 14s,Stylera, Italic,Black, 18su,FrameLabel Ñ tStyler“α”, Italic,Black, 14s,Stylera, Italic,Black, 18su,FrameLabel Ñ tStyler“α”, Italic,Black, 14s,Stylera, Italic,Black, 18su,

PlotStyle Ñ tBlueusPlotStyle Ñ tBlueusPlotStyle Ñ tBlueus

Exportr“PB1.png”, , ImageResolution Ñ 300sExportr“PB1.png”, , ImageResolution Ñ 300sExportr“PB1.png”, , ImageResolution Ñ 300s

PB1.png

Escribimos la expresión para a de otra forma

a^2´
pλ ˚ r^4 ˚ pr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβqq

p2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2η ´ λ ˚ r^4
;a^2´

pλ ˚ r^4 ˚ pr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβqq

p2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2η ´ λ ˚ r^4
;a^2´

pλ ˚ r^4 ˚ pr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβqq

p2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2η ´ λ ˚ r^4
;

ClearrasClearrasClearras

Este gráfico muestra la variación de a vs α para diferentes valores de los

desplazamientos al rojo y al azul
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a “

d

pλ ˚ r^4 ˚ pr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβqq

p2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2η ´ λ ˚ r^4
;a “

d

pλ ˚ r^4 ˚ pr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβqq

p2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2η ´ λ ˚ r^4
;a “

d

pλ ˚ r^4 ˚ pr^2´ 2 ˚Mα ˚ r `Mβqq

p2 ˚Mα ˚ r ´Mβq^2η ´ λ ˚ r^4
;

Plot
“ 

a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 1.55/.ZB Ñ ´8.5,Plot
“ 

a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 1.55/.ZB Ñ ´8.5,Plot
“ 

a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 1.55/.ZB Ñ ´8.5,

a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 2.55/.ZB Ñ ´9.5,a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 2.55/.ZB Ñ ´9.5,a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 2.55/.ZB Ñ ´9.5,

a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 3.55/.ZB Ñ ´10.5,a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 3.55/.ZB Ñ ´10.5,a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 3.55/.ZB Ñ ´10.5,

a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 4.55/.ZB Ñ ´11.5
(

, tα, 0, 10.111u,a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 4.55/.ZB Ñ ´11.5
(

, tα, 0, 10.111u,a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 4.55/.ZB Ñ ´11.5
(

, tα, 0, 10.111u,

PlotTheme Ñ “Scientific”,PlotTheme Ñ “Scientific”,PlotTheme Ñ “Scientific”,

FrameLabel Ñ tStyler“α”, Italic,Black, 15s,Stylera, Italic,Black, 20su,FrameLabel Ñ tStyler“α”, Italic,Black, 15s,Stylera, Italic,Black, 20su,FrameLabel Ñ tStyler“α”, Italic,Black, 15s,Stylera, Italic,Black, 20su,

PlotStyle Ñ tBlue,Green,Red,Purpleu,PlotStyle Ñ tBlue,Green,Red,Purpleu,PlotStyle Ñ tBlue,Green,Red,Purpleu,

PlotLegends ÑPlotLegends ÑPlotLegends Ñ

Placed rt’’Zr=1.55 y Zb=-8.5’’, ’’Zr=2.55 y Zb=-9.5’’, ’’Zr=3.55 y Zb=-10.5’’,Placed rt’’Zr=1.55 y Zb=-8.5’’, ’’Zr=2.55 y Zb=-9.5’’, ’’Zr=3.55 y Zb=-10.5’’,Placed rt’’Zr=1.55 y Zb=-8.5’’, ’’Zr=2.55 y Zb=-9.5’’, ’’Zr=3.55 y Zb=-10.5’’,

’’Zr=4.55 y Zb=-11.5’’u , t.75, .65us ,Frame Ñ Trues’’Zr=4.55 y Zb=-11.5’’u , t.75, .65us ,Frame Ñ Trues’’Zr=4.55 y Zb=-11.5’’u , t.75, .65us ,Frame Ñ Trues

Exportr“PB2.png”,Exportr“PB2.png”,Exportr“PB2.png”,

Plot
“ 

a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 1.55/.ZB Ñ ´8.5,Plot
“ 

a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 1.55/.ZB Ñ ´8.5,Plot
“ 

a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 1.55/.ZB Ñ ´8.5,

a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 2.55/.ZB Ñ ´9.5,a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 2.55/.ZB Ñ ´9.5,a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 2.55/.ZB Ñ ´9.5,

a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 3.55/.ZB Ñ ´10.5,a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 3.55/.ZB Ñ ´10.5,a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 3.55/.ZB Ñ ´10.5,

a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 4.55/.ZB Ñ ´11.5
(

, tα, 0, 10.111u,a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 4.55/.ZB Ñ ´11.5
(

, tα, 0, 10.111u,a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.r Ñ 1.79 ˚ 1013/.ZR Ñ 4.55/.ZB Ñ ´11.5
(

, tα, 0, 10.111u,

PlotTheme Ñ “Scientific”,PlotTheme Ñ “Scientific”,PlotTheme Ñ “Scientific”,

FrameLabel Ñ tStyler“α”, Italic,Black, 15s,Stylera, Italic,Black, 20su,FrameLabel Ñ tStyler“α”, Italic,Black, 15s,Stylera, Italic,Black, 20su,FrameLabel Ñ tStyler“α”, Italic,Black, 15s,Stylera, Italic,Black, 20su,

PlotStyle Ñ tBlue,Green,Red,Purpleu,PlotStyle Ñ tBlue,Green,Red,Purpleu,PlotStyle Ñ tBlue,Green,Red,Purpleu,

PlotLegends ÑPlotLegends ÑPlotLegends Ñ

Placed rt’’Zr=1.55 y Zb=-8.5’’, ’’Zr=2.55 y Zb=-9.5’’, ’’Zr=3.55 y Zb=-10.5’’,Placed rt’’Zr=1.55 y Zb=-8.5’’, ’’Zr=2.55 y Zb=-9.5’’, ’’Zr=3.55 y Zb=-10.5’’,Placed rt’’Zr=1.55 y Zb=-8.5’’, ’’Zr=2.55 y Zb=-9.5’’, ’’Zr=3.55 y Zb=-10.5’’,

’’Zr=4.55 y Zb=-11.5’’u , t.75, .65us ,Frame Ñ Trues , ImageResolution Ñ 190s’’Zr=4.55 y Zb=-11.5’’u , t.75, .65us ,Frame Ñ Trues , ImageResolution Ñ 190s’’Zr=4.55 y Zb=-11.5’’u , t.75, .65us ,Frame Ñ Trues , ImageResolution Ñ 190s

PB2.png

Este gráfico 3D muestra la variación de M vs Zr y Zb.

Plot3D
“ 

a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.αÑ 2/.r Ñ 1.79 ˚ 10^13,Plot3D
“ 

a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.αÑ 2/.r Ñ 1.79 ˚ 10^13,Plot3D
“ 

a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.αÑ 2/.r Ñ 1.79 ˚ 10^13,

a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.αÑ 4.5/.r Ñ 1.79 ˚ 10^13,a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.αÑ 4.5/.r Ñ 1.79 ˚ 10^13,a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.αÑ 4.5/.r Ñ 1.79 ˚ 10^13,

a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.αÑ 7.25/.r Ñ 1.79 ˚ 10^13,a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.αÑ 7.25/.r Ñ 1.79 ˚ 10^13,a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.αÑ 7.25/.r Ñ 1.79 ˚ 10^13,

a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.αÑ 10.111/.r Ñ 1.79 ˚ 10^13
(

, tZR, 1.55, 4.55u,a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.αÑ 10.111/.r Ñ 1.79 ˚ 10^13
(

, tZR, 1.55, 4.55u,a/.M Ñ 2.5879 ˚ 1026/.αÑ 10.111/.r Ñ 1.79 ˚ 10^13
(

, tZR, 1.55, 4.55u,

tZB,´8.5,´11.5u,PlotTheme Ñ “Scientific”,AxesLabel Ñ t“Zr”, “Zb”, au,tZB,´8.5,´11.5u,PlotTheme Ñ “Scientific”,AxesLabel Ñ t“Zr”, “Zb”, au,tZB,´8.5,´11.5u,PlotTheme Ñ “Scientific”,AxesLabel Ñ t“Zr”, “Zb”, au,
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PlotStyle Ñ ttYellow,DirectiverOpacityr0.6ssu, tBlue,DirectiverOpacityr0.7ssu,PlotStyle Ñ ttYellow,DirectiverOpacityr0.6ssu, tBlue,DirectiverOpacityr0.7ssu,PlotStyle Ñ ttYellow,DirectiverOpacityr0.6ssu, tBlue,DirectiverOpacityr0.7ssu,

tRed,DirectiverOpacityr0.8ssu, tGreen,DirectiverOpacityr0.9ssuu(*,tRed,DirectiverOpacityr0.8ssu, tGreen,DirectiverOpacityr0.9ssuu(*,tRed,DirectiverOpacityr0.8ssu, tGreen,DirectiverOpacityr0.9ssuu(*,
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1.1 Órbitas de estrellas alrededor de Sgr A* . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

3.1 Ergósfera entorno al horizonte de sucesos. . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4.1 Variación de gtt para diferentes valores de α . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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