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Capitulo 1

Introduccion

Con la motivacion e interés de comprender y describir la estructura elemental de la formacion
del Universo; en los aceleradores de particulas como el Gran Colisionador de Hadrones (LHC
por sus siglas en inglés) en el Centro Europeo de Investigacion Nuclear (CERN por sus siglas
en inglés), se realizan investigaciones importantes en Fisica de altas energias; promoviendo
el desarrollo y el respaldo de algunas teorias que permiten actualmente comprender en gran
manera cOmo se estructura y comporta el universo (1; 2). El comportamiento de las partculas
elementales a nivel subatomico es descrito por el Modelo Estandar de particulas elementales
(3; 4).A gran escala la Teoria de la Relatividad General es crucial para la descripcion de
la dindmica del cosmos. Sin embargo, no contamos actualmente con una teoria o modelo
consistente de una teoria de la gravedad cudntica que funcione en el ultravioleta (muy altas

energias).

Los avances en la ciencia, particularmente en Fisica requiere una construccion de modelos
formales que se apoyan en gran medida de los avances en Matemdticas. Sin embargo, son
los experimentos los que validan o descartan los modelos mateméticos. En el micromundo,
a escala cudntica el estudio de las particulas elementales y sus interacciones se basa en com-
prender los estados ligados, decaimientos y dispersion. La mecdnica cudntica no relativista
con las formulaciones de Schrodinger describen muy bien los estados ligados, mientras que
para la descripcion de los decaimientos y dispersiones tenemos la Teoria Cudntica de Campos
(QFT por sus siglas en inglés)(1; 5; 6).

En este trabajo de tesis tenemos como interés particular el estudio de los siguientes observa-

bles fisicos:

= Razoén de decaimiento (I")
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= Seccién transversal (o).

Donde I" es la razén de decaimiento , es decir la probabilidad por unidad de tiempo que una
particula dada se desintegre. En el caso de la dispersion, el observable es el area de la seccion
transversal o, debido a que la probabilidad de que se produzca cualquier reaccion dada es
proporcional a su seccidn transversal (7). En la seccion 4 del capitulo 3, se describen las de-
finiciones matemadticas exactas, necesarias para calcular tanto I' como o; dichas definiciones

son las conocidas Reglas Doradas de Fermi, las cuales enuncian lo siguiente
I o |[M|?, oo (M (1.1)

donde M representa la amplitud de dispersion respectiva del proceso (7) (8). Tanto I' como
o son directamente proporcionales al médulo cuadrado de la amplitud, tal como en Mecénica
Cuéntica no Relativista, la densidad de probabilidad de encontrar una particula en una regién

es proporcional al médulo cuadrado de la funcion de onda (7).

Las amplitudes de dispersion han sido calculadas tradicionalmente como una perturbacién en
series de expansion que contiene el acoplamiento de las interacciones de particulas, Richard
Feynman introdujo reglas y diagramas que organizan los célculos de dichas amplitudes (7),

descritas en la seccion 3.5.1.

w00 el

Figura 1.0.1: Amplitud de dispersion expresada como la suma de todos los posibles diagramas

de Feynman

A pesar del tremendo éxito de la diagramatica de Feynman, existe la necesidad de eficienti-
zar los cdlculos de | M|? y las predicciones dentro de la Teoria Cuéntica de Campos (QFT).
En esta tesis se presenta un método perturbativo moderno en la Teoria cudntica de Cam-
pos, el Formalismo de Espinores de Helicidad (9), una poderosa herramienta de cdlculo, que
permite calcular sin complicaciones, dispersiones entre particulas en un espacio de cuatro di-
mensiones, y cuyos principios fundamentales de aplicacion parten del contexto de las reglas
de Feynman (10). Apoyados con esta herramienta moderna nos permitimos abrir espacio a
cdlculos de dispersién donde dos particulas de materia oscura (X X) interactdan en el estado
inicial y produciendo dos particulas de materia fermiénica (f fh) en el estado final, identifi-
cando en el proceso como propagador un bosén, reconociéndose ademds la produccién del
bosén de Higgs (XX — ffh) (11).
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Es propicio mencionar que los resultados de este trabajo de tesis, han sido presentados inter-
nacionalmente el el siguiente evento: I Congreso Guatemalteco de Fisica, julio 2021.

Ademas, ha sido seleccionado para ser presentado en el siguiente congreso internacional: V
Encuentro Bienal de Investigacion y Postgrado, Centroamérica y El Caribe. Honduras
2021

El orden de Ia tesis es el siguiente: en el Capitulo 1 presentamos una breve introduccién
con la descripcion general del contenido, en el Capitulo 2, justificamos nuestra motivacion y
presentamos los objetivos, en el Capitulo 3 se presenta el marco tedrico con los fundamentos
que dan soporte a esta investigacion, en el Capitulo 4 se muestra la aplicacién del Formalismo
de Espinores de Helicidad en el cdlculo de |M|? del proceso de dispersion X X—f f hyen

el Capitulo 5 las conclusiones obtenidas de todo el trabajo y estudio.
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Capitulo 2

Justificacion y Objetivo de investigacion

2.1. Justificacion

En los aceleradores de particulas como el Gran colisionador de Hadrones (LHC por sus siglas
en inglés) en el Centro Europeo de Investigacion Nuclear (CERN por sus siglas en inglés),
se obtiene una gran cantidad de datos que requieren andlisis estadistico, los cuales permi-
ten concluir sobre la posible deteccion de una nueva particula o quiza el descubrimiento de
un nuevo fenémeno cuéntico. Por otro lado, estos datos experimentales de igual forma sirven
para descartar o sustentar un modelo teérico. Justamente la construccion de modelos que des-
criben la dindmica de las particulas interactuantes se establecen aplicando la teoria Cudntica
de Campos (1).

Debido al volumen de datos experimentales, es cada vez mas necesario aumentar la preci-
sién del lado de la teoria (fundamentos). Durante casi 60 afios la herramienta de calculo mas
poderosa surge de la teoria cudntica de campos, sobre todo en sus aspectos perturbativos.
Sin embargo, para contrastar la enorme cantidad de datos es necesario considerar la interac-
cién de multiples particulas (muchos cuerpos) y los métodos perturbativos tradicionales (a la
Feynman) presentan multiples dificultades que imposibilitan contrastar la teoria con el expe-
rimento (12; 10).

En este trabajo de tesis se presenta el Formalismo de Espinores de Helicidad, como método
perturbativo moderno, el cual permite y facilita realizar célculos que antes eran imposibles
con métodos tradicionales y son de mucha importancia para el LHC y para futuros colisio-
nadores. De igual manera estos métodos modernos permiten identificar nuevas conexiones

entre diferentes teorias de la Fisica con diversas areas de la Matematica(12; 10) .
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Uno de los mds grandes paradigmas actualmente en la Fisica Moderna es que el Modelo
Estandar de Fisica de particulas elementales, no incluye materia oscura ni gravedad, en ese
sentido en necesario recurrir a fisica mas alla del Modelo Estandar que describa la posibilidad
de que la materia oscura sea materia fermidnica. Sin embargo, este tipo de cédlculos pertur-
bativos con los métodos tradicionales muchas veces no permiten tener resultados compactos
que ayuden a contrastar la teoria con el experimento de estos fendmenos. En este sentido,
uno de los objetivos de esta tesis es implementar las mismas técnicas perturbativas modernas
que han demostrado ser muy ttiles en el Modelo Estandar en la posible deteccion indirecta

de materia oscura, especificamente en el proceso XX — f fh.

2.2. Objetivo General

= Aplicar el Formalismo de Espinores de Helicidad para determinar amplitudes de dis-

persion en diferentes procesos y reacciones en Fisica mas alla del Modelo Estandar.

= Implementar el Teorema de Bajas Energias, para generar bosones de Higgs en estados

finales.

2.2.1. Objetivos Especificos

= [dentificar la amplitud de dispersién como pieza clave del cdlculo de la razén de de-

caimiento y la seccion transversal de dispersion.

= Contrastar los métodos perturbativos tradicionales con los métodos perturbativos mo-

dernos.

= Calcular con el Formalismo de Espinores de Helicidad la amplitud de dispersion de un

proceso de interaccion de materia oscura.

= Aplicar el Teorema de Bajas Energfas al proceso X X — ff, para general la amplitud
del diagrama de Feynman asociadaa XX — ffh
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Capitulo 3

Marco teorico

3.1. Cinematica Relativista

El desarrollo de la teoria de la relatividad especial y de la fisica cudntica al comienzo del
siglo XX, proporciond respuesta a todos los rompecabezas existentes en esa época y nos han
proporcionado una profunda comprension del comportamiento de la Naturaleza y ha revolu-
cionado nuestro modo de vivir y pensar como fisicos. En unas cuantas décadas estas teorias
inspiraron nuevos desarrollos y teorias en los campos de la fisica atomica, la fisica nuclear y
la fisica de la materia condensada.

Uno de los principios s6lidos de la Fisica moderna es que todos los observadores inerciales
son equivalentes y que las leyes de la Naturaleza deben se las mismas para todos los obser-
vadores. Podemos decir entonces que las leyes fisicas son covariantes (13). El otro postulado
establecido por Einstein en su teoria especial de la relatividad es el que nos indica que la
velocidad de la luz en el vacio posee el mismo valor en todos los sistemas de referencia iner-
ciales. (c = 3 x 10%m/s).

También, ahora nos es conocido que la longitud de un objeto medido por alguien que se en-
cuentra en un sistema de referencia en movimiento con respecto al objeto siempre es menor
que la longitud propia, este efecto es conocido como contraccién de la longitud.

La relatividad especial en términos practicos, consiste en estudiar la transformacion de coor-
denadas de dos o mads sistemas inerciales, 1o que se conoce como grupo de Lorentz (7; 5). Asi
las transformaciones completas de coordenadas entre un evento que ocurre en (x,y, z) en el

sistema de referencia inercial S'y en (z/,v/, 2') en S’ se resumen en:
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o' =~z — ot), (3.1)
Y =y, (3.2)
S =z (33)
=yt ——). (3.4)

o 1 / . . . .,
cony = —\/m y con S” moviendose a una velocidad v a lo largo de la direccién +x.

Por los principios de relatividad especial sabemos que si la cantidad de movimiento se con-
serva en un sistema de referencia inercial, debe conservarse en todos los demas sistemas de

referencia inerciales y debe redefinirse como sigue (13)

p= ymu, ) p=ymv, (3.5)

donde u es la velocidad de la particula y m es la masa.
Siguiendo el principio de covarianza de las leyes de la fisica se redefine la energia cinética de
una particula como sigue

K =ymc® — mé?, (3.6)

donde el término mc? que es independiente de la velocidad u por lo que se le denomina

energia en reposo de la particula; por lo tanto la energia total de la particula es como sigue:

E = ymc® + mc?, (3.7)

Segin (13) en muchas situaciones en lugar de medir la velocidad de una particula se mide su
cantidad de movimiento o su energia por lo que es posible utilizar la expresion

E? = p*c + (mc?)?, (3.8)

donde se relaciona la energia total de la particula con su cantidad de movimiento.

Como m es una constante entonces £? — p?c? debe tener el mismo valor en todos los sis-

temas de referencias, es decir es invariante bajo una transformacién de Lorentz (ecuaciones



3.2. ECUACIONES DE MOVIMIENTO 11

3.1-3.4).

La simetria mas pronunciada de la teoria de la relatividad muestra que, tanto la masa-energia
como la cantidad de movimiento relativistas, siempre se conservan en una colision, mien-
tras que los métodos clasicos muestran que se conserva la cantidad de movimiento pero no
la energia cinética, a menos que la colision sea perfectament eldstica. La cantidad de movi-
miento y la energia relativistas estdn vinculadas de manera indisoluble debido a que la con-
servacion de la cantidad de movimiento solo se cumple en todos los sistemas de referencia

inerciales si se cumple la conservacion de la masa-energia (13).

3.2. Ecuaciones de movimiento

En Fisica conocemos como ecuacién de movimiento a la expresion matemadtica que permite
predecir la evolucion de una particula o un sistema a través del espacio y el tiempo, ademas
de la masa o cualquier otra variable que incida en su movimiento o en su estado inicial.

En la mecanica Newtoniana las ecuaciones de movimiento pueden obtenerse de la aplicacion

de la segunda ley de Newton

&7

m—.
dt?

(3.9)

Como una reestructuracion de la mecanica clésica, surge la mecdnica Lagrangiana que a
diferencia de la Mecdnica Newtoniana, se tienen ecuaciones de movimiento que no dependen
del sistema de referencia elegido. Las ecuaciones de Euler Lagrange establecen que la integral
de accion para un sistema es un minimo (14). En la siguiente sub-seccidon se muestra a mas

detalle las ecuaciones de Euler-Lagrange.

3.2.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

En esta seccion establecemos las ecuaciones de Euler-Lagrange, consideremos una particu-
la moviéndose en tres dimensiones sujeta a una fuerza conservativa neta F'(r) con energia

cinética de la siguiente forma:

1 1 1
T = émv2 = §m7'" = §m(:t'2 + 97 + 27, (3.10)

y su energia potencial es la siguiente

U=U(r)=Ulx,y,z). (3.11)
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La densidad Lagrangiana tiene la siguiente forma

L=T-U
1 (3.12)
= §m(d32 + 92+ 23 = U(r).
Consideremos las dos siguientes derivadas parciales

oL ou
—=——— =F, 3.13
Ox Ox (3.13)

oL oT
—_— = — - 3.14
or  ox ! G-19

De la segunda ley de Newton recordamos que F, = p, y de las dos ecuaciones anteriores se

deduce que
oL docL
== 1
Ox  dt 0z (3.15)
De igual forma podemos extender esta deducciénen y y z
oL docL
== 3.16
dy  dt oy’ (3.16)
oL docL
= _ 2= A
Jz dt 0z -17)

La ecuacion de movimiento de una particula es determinada por la segunda ley de Newton y

es exactamente la misma que determinan las tres ecuaciones de Euler-Lagrange.

Es importante mencionar que la funcién Lagrangiana satisface el principio de Hamilton que
establece que la trayectoria real que sigue una particula entre dos puntos z; y z» en un inter-

valo de tiempo dado [t1, 5] es tal que la integral de accién toma la siguiente forma

t2
S:/ Cdt. (3.18)
t1

dicha accién es estacionaria cuando es tomada la trayectoria real de la particula. Las ecuacio-

nes de Lagrange tienen la misma forma para cualquier eleccion de coordenas generalizadas.
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3.3. Teoria Cuantica de Campos

La teoria cuantica de campos (QFT por sus siglas en inglés) es una combinacion de ideas y
herramientas de tres de los mas importantes temas de la fisica moderna: la teoria cudntica,
el concepto de campo y los postulados de relatividad especial (13). Adicionalmente, la teoria
cuantica de campos ha creado nuevos puentes entre la matematica y la fisica. Los conceptos
y técnicas centrales de la teoria cudntica de campos son simples e intuitivos, esto es especial-
mente cierto por el uso de herramientas pictdricas como los diagramas de Feynman, para el
caso perturbativo, que se describe con mds detalles en la seccion 3.5

Desde 1960 el estudio de QFT ha tenido enormes descubrimientos conceptuales en su campo
de estudio y en sus dreas de aplicacion, como los sistemas de materia condensada, el modelo

estdndar de particulas elementales de la fisica, entre muchos otros (1).

3.3.1. Modelo Estandar de Fisica de Particulas

El ejemplo mas emblematico del poder de prediccion de QFT es el Mddelo Estdndar (SM).En
esta seccion se describe brevemente el Modelo Estdndar de particulas elementales; recono-
ciendo en primer lugar que éste, establece que leptones y quarks son particulas verdade-
ramente elementales, en el sentido de que no poseen estructura interna. Las particulas que
tienen estructura interna se llaman hadrones; estdn constituidas por quarks: bariones cuando
estdn formadas por tres quarks o tres antiquarks, o0 mesones cuando estdn constituidas por un
quark y un antiquark. Hay seis leptones (electrén (e), mudn (), tau (7), neutrino del electrén
(ve), neutrino del muon (v,)y neutrino del tau (v,)) y seis quarks [quark up (u) quark down
(d), quark charm (c), quark extrafio (s), quark bottom (b) y quark top (¢)]. Sin embargo, los
quarks tienen una propiedad llamada color y cada uno puede presentar tres colores (rojo,
verde y azul). Hay, por tanto, 18 quarks. Pero, como a cada particula le corresponde una an-
tiparticula, existirian en total 12 leptones y 36 quarks.(15)

A manera de resumen presentamos la siguiente tabla (16; 17; 4; 18):

I | IO I Bosones
Quarks | u | ¢ | t foton ()

d| s | b gluédn (g)

Leptones | v. | v, | vy bosén Z (Z°)
e | u | 7 | boson W (W)

Tabla 3.3.1: Particulas elementales del Modelo Estandar
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El electrén es el leptén més conocido y el protén y el neutrén son los hadrones mas fami-
liares. La estructura interna del protén es (uud), o sea, dos quarks u y uno d; la del neutrén
es (udd), es decir, dos quarks d y uno u. El mesén 7 estd formado por un antiquark d y un

quark u, el meson 7~ esta constituido por un antiquark u y un quark d.

La teoria que explica la dindmica de los quarks y los gluones, la Cromodindmica Cudntica
(QCD en inglés) (19), no prohibe la existencia de particulas con estructura mas compleja
que tres quarks, tres antiquarks o un par quark-antiquark, pero eso ain depende de resultados
experimentales adicionales (7). Una caracteristica peculiar de los quarks es que tienen carga
eléctrica fraccionaria, (4+2/3e) para algunos tipos y (—1/3e) para otros. Sin embargo, hasta el
momento no se han detectado quarks libres, estos estdn siempre confinados en hadrones, de
tal modo que la suma algebraica de las cargas de los quarks que constituyen un determinado
hadrén es siempre un multiplo entero de la carga del electrén e. El proton, por ejemplo, estd
formado por dos quarks de carga (+2/3e) y un quark de carga (—1/3e) de modo que su carga
es (2/3+2/3 —1/3)e, o, simplemente, e.

El Modelo Estdndar de particulas elementales identifica las particulas bésicas y especifica
cOmo interactdan éstas. Las interacciones de la naturaleza, conocidas hasta el momento son

las siguientes:
= electromagnética
= nuclear fuerte
= nuclear débil
= gravitacional.

Cada una de ellas es debida a una propiedad fundamental de la materia: masa (interaccién
gravitacional), carga eléctrica (interaccidn electromagnética), color (interaccion fuerte) y car-
ga débil (interaccion débil)(5).

El Modelo Estandar de particulas elementales es quiza la teoria cientifica mas exitosa de
todos los tiempos (20), ya que nos abre la puerta a descifrar enorme cantidad de enigmas
y misterios del cosmos (21). Sin embargo no es la ultima palabra ya que no incorpora la
interaccion gravitacional. La densidad Lagrangiana del Modelo Estandar, capaz de describir
casi todos los fendmenos fisicos del mundo subatémico (electromagnetismo, nuclear fuerte
y débil), es la siguiente (22):
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P =~ {FuF iy 4 6+ hect D V(@) +hoe. (319

El primer término —1 F,, ", explica la interaccién electromagnética y si se varia con res-
14
pecto al campo A,, se obtienen las ecuaciones de Maxwell (22; 23)

i )¢, describe los fermiones (leptones y hadrones), V (¢) es el potencial escalar asociado al
boson de Higgs, fundamental para que el modelo funcione por completo. z;y;x;¢, describe

la forma en que las particulas adquieren masa a través de la accion del campo de Higgs
(18; 24; 25).

La densidad Lagrangiana no solo nos dice lo que ocurre (cualitativamente) en procesos de
colisiones de particulas, si no que nos permite calcular observables fisicos (medibles experi-
mentalmente) con mucha precision (20). Sin embargo, el Modelo Estandar dista de ser una
teoria final, ya que no incorpora la gravedad, la masa de los neutrinos, ni la materia y energia
oscura (22).

En lo que sigue, presentamos una breve introduccién al Bosén de Higgs y a materia oscura ().
Aunque, nuestra tesis no requiere el estudio a profundidad de la descripcion de estas particu-
las, ya que como mostraremos mas adelante, nuestro principal aporte es un formalismo para

calculo perturbativo en cualquier teoria del campo cudntico.

3.3.2. Boson de Higgs

El bos6n de Higgs es una particula elemental y la tltima pieza del Modelo Estandar de Fisica
de Particulas (18; 24; 26), que debe su nombre al fisico Peter Higgs, quien en 1964 estableci6
el reconocido mecanismo de Higgs, para explicar como obtienen masa las particulas como
resultado de su interaccion con el campo de Higgs. Se caracteriza por no poseer espin (cero),
ni carga eléctrica, ni carga color, es muy inestable y se desintegra rdpidamente: su vida media
es del orden de 1025 (17). El 4 de julio de 2012 (27), cuando el CERN reportd la identifica-
cién de una particula con masa aproximada de 125,3 4= 0,6GeV/c? (28) que concordaba con
las caracteristicas tedricas del boson de Higgs; sin embargo ya en 1967 Steven Weinberg y
Abdus Salam fueron los primeros en aplicar el mecanismo de Higgs a la ruptura de la simetria

electrodébil en una teoria invariante de gauge (4; 3).
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3.3.3. Materia Oscura

Uno de los enigmas mds fabulosos de la Fisica Moderna es la naturaleza de la materia os-
cura la cual actualmente no se conoce con certeza. Oservando como se mueve un cimulo
de galaxias se puede saber sobre la masa del sistema, ademds esta masa se puede obtener a
través del brillo de las estrellas, pero al comparar ambas deberia ser la misma o parecida,sin
embargo se observd que era unas cuatrocientas veces mayor la primera, como se muestra en
la Figura ??. La teoria que se estaba aplicando no era la adecuada para explicar lo observado
o habia mucha masa en ese ctimulo que no se veia. Estamos hablando de una masa invisible
a nuestros 0jos y nuestros aparatos, denominada jMateria Oscura! Que no la podamos ver
no significa que no se pueda medir o estudiar, podemos intentar medir sus efectos de forma
indirecta o directa.

Mo~ oo —od

Distancia al centro de la galaxia

Figura 3.3.1: Curva de Rotacién de Galaxias.

Sin la materia oscura el universo no seria igual, es fundamental para que se pudiera formar
las galaxias por agregacion de materia; también es necesaria para mantener la unidad de las
galaxias y cimulos de galaxias .

El nombre de materia oscura se atribuye debido a que no emite ni absorbe la luz, la luz la

atraviesa y la materia oscura a su vez atraviesa todo a su paso, estd por todas partes; se estima
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que mas del 23 % de la materia del universo es materia oscura ()citar materia oscura.

Por la importancia que tiene en Cosmologia y en Fisica de particulas se hacen muchos expe-
rimentos para detectar particulas de materia oscura de manera directa, intentar notar su paso
o incluso producirlas en un colisionador de manera indirecta (). Con esto se crea la probabi-
lidad de unir la fisica de particulas con la cosmologia y ampliar la teoria de la composicién
del universo.

\

Materia Oscura
\ 23 %

Figura 3.3.2: Diagrama de distribucion porcetual de la cantidad de materia en el Universo.

Estas tltimas subsecciones 3.3.2 y 3.3.3 serdn importantes para testear el formalismo mo-
derno que se motiva e impulsa en esta tesis, ya que nuestro interés es calcular la probabilidad
de transicion cudntica en un hipotético aniquilamiento de materia oscura fermionica, radian-
do un bosén de Higgs desde un estado intermedio, es decir X X — f fh, donde X representa
el campo de materia oscura fermionica, h el campo del bosén de Higgs y f puede ser cual-
quier fermién, en nuestro caso serd en electron.

En lo que resta del marco tedrico presentamos con cierto grado de detalle los fundamentos
necesarios para evaluar la amplitud de probabilidad.

Por completez presentamos las herramientas tradicionales desarrollados en gran medida por
el célebre Richard Feynman. Sin embargo, el objetivo es implementar las herramientas mo-
dernas (29; 12; 30).
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3.4. Regla Dorada de Fermi

Para comparar la enorme cantidad de DATA experimental con la teoria es necesario calcular
dos cantidades fisicas: la amplitud y el espacio fase. Dado que en la amplitud estd contenida
toda la informacién dindmica de un sistema de particulas; miestras que el factor de espacio
de fase es puramente cinemético y también llamado densidad de estado final (7). En esta tesis
nos centramos en el cdlculo de la amplitud, ya que el espacio de fase es competencia numéri-

cay por ende un tema transversal a nuestro aporte.

La regla dorada de Fermi se utiliza para calcular la tasa de transicién entre un autoestado
dado y un continuo de autoestados; nos dice que la tasa de transicion es igual al producto de
el espacio de fase y el cuadrado de la amplitud.

En lo que sigue, presentamos la regla dorada de Fermi para procesos de decaimientos y

colisiones de "n” particulas.

3.4.1. Regla de oro en decaimientos (I)

Al considerar una particula en reposo, etiquetada como “1” que decae en varias otras particu-

las con etiquetas “2, 3,4, ...,n”, se puede indicar de la siguiente manera:

1—52+3+4+ .. +n, (3.20)

y la razén de decaimiento se puede expresar como

d4pj
(2m)*

S n
F= S, /‘M|2(2”)454<p1_pQ_pS_"-—WXHQM(P?—W?CZ)@@?) . (3.21)

Jj=2

Donde m; es la masa de la i-ésima particula y p; es su cuadri-momento, S es un factor
estadistico para corregir el doble conteo cuando hay particulas idénticas en el estado final.

Por cada grupo de s particulas (en el estado final) S toma el valor de % Por ejemplo (7) si

tenemos a — b+ b+ ¢ + ¢ + centonces S = (g;) (3

M se dedicara espacio més adelante, sobre el resto de factores es el espacio de fase que nos

) = %, para el célculo de la amplitud

indica como hemos de integrar sobre los cuadri-momentos salientes tomando las siguientes
restricciones:
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a) Por cada particula saliente tenemos p? = m?cQ, forzado por la delta de Dirac, la cual

es cero al menos que el argumento desaparezca.
b) Si cada energia saliente es positiva p? = E;/c > 0 por lo tanto la funcién theta sera 1.

¢) Laenergiay el momentum deben ser conservados p; = ps+p3+...+p, y es asegurado
en el factor 6*(p; — p2 — p3 — ... — Pn)-

Por cada 4 se toma un factor (27) y por cada d un factor (5-).

La ecuacion (3.21) puede reducirse a la siguiente expresion:

n

1 d’p;

52 /p§ +m2e? (27)3

_ S 2 4 ¢4

tomando que py — /p; + m3c2.

3.4.2. Regla de oro para dispersiones (o)

(3.22)

Consideremos que las particulas “1” y “2” colisionan produciendo las particulas “3, 4, 5,...,
n” es decir:

142 —534+4+5..+n (3.23)

la seccion transversal de dispersion se puede expresar como:

SHh? “ 1 dp;
0= )2/IM!254(p1+pz—p3—---—pn)><H ’

4/ (p1 - p2)? — (mamac? o2 /p? — m2c? (2m)3’

(3.24)

considerando

p) = /D% +mic. (3.25)

3.4.3. Dispersion en dos particulas en un marco de centro de momento
(CM)

Al considerar en el estado final tinicamente dos particulas, la expresion (3.23), se reduce a la

siguiente forma:
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1+2—=3+4.
En el marco CM tenemos p; = —p; y ademas
V(p1-p2)? = (mimac)? = (Ey + Es)|pil/¢; (3.26)

con lo que podemos reducir (3.24) a

Sh*c / ot (p1 +Dp2 — D3 —Da)
dp.dp,. (3.27)
6472(E1 + E»)|pi| M \/p3 + m3c? \/p4 + m3c? P3P
Si tomamos
E,+F
54(291 +py—p3—pa) = 5(% - p% - p2)53(p3 +Ppy),;

aplicando (3.25) y resolviendo la integral sobre p, (con la implicaciéon que p, — p;) tenemos

que

8w/ (Er+ Es)lp \/p3 + mic2 \/p3 + m3c
(3.28)
Considerando coordenadas esféricas podemos expresar d°p; = r?drdS) reemplanzando |ps|

por 7 obteniendo que

do _ (E)Q Sc /OO|M|2><6((E1+E2)/C_\/T2+m§02_\/rz+m?162)r2dr.
ds2 87/ (Ev+ E»)|pi] V12 + mic2\/r2 + mic?
(3.29)

Para simplificar el argumento de la funcién delta tomamos

U= \/r2+m§CQ—|— \/r2+mic2,

resolviendo la ecuacidn sobre u y tomando mgy — myy my — (E1 + Es)/ c? se concluye (7):

2 2
do (m) ( SIMZ  Ipgl (3.30)

A \8r) (Br+ E»)? |p,|’

Conociendo M el célculo de & puede considerarse simple.
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Haciendo analisis dimensional, la seccion transversal o toma dimensiones de area barns
(lbarn = 10~2*c¢m?), el diferencial de la seccion transversal %2 tiene entonces dimension
de barns por steradians (steradians son como los radianes, adimensionales) y por ultimo te-
nemos que las unidades de la amplitud M dependen de las particulas involucradas, asi que

para n particulas (entrantes y salientes) entonces Dimensién de M = (mc)*="(7).

3.5. Métodos perturbativos en la Teoria Cuantica de Cam-

pos

En esta seccidon se describen brevemente algunos métodos perturbativos que en la Teoria
cudntica de campos, han sido tradicionalmente utilizados para calcular amplitudes de disper-

si0n.

3.5.1. Reglas de Feynman para la Electrodinamica cuantica

Se ha determinado que para calcular la razén de decaimiento y la seccién transversal de dis-
persion es necesario mostrar como calcular la amplitud M por lo que necesitamos aplicar las
técnicas planteadas por el fisico estadounidense Richard Feynman, que desarroll6 alrededor

del afio 1949 y que hoy en su honor se conocen como Reglas de Feynman (7).

Las reglas de Feynman en espacio de momento aplicadas sobre un determinado diagrama de
Feynman son:

1. Para la notacién: cada linea externa asociada a un momentum p1, ps, ..., p,, dibujando
una flecha junto a la linea indicando la direccién positiva (Avance del tiempo). Para
cada linea interna asociada a un momentum se utiliza gy, go, ... € igual dibujar flechas

junto a las lineas indicando la direccidn positiva (asignada arbitrariamente).

2. Las lineas externas contribuyen con factores de esta forma:
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Electrones entrantes — o

S|

Electrones salientes e—>»——

<

Positrones entrantes — <«

Positrones salientes o«—e— v

Fotones entrantes AVAN IR

Fotones salientes AVAVER ML

3. Por cada vértice se agrega un factor ig.v".

. . (P . P
4. Por cada linea interna se agrega un factor I(ZQE”TEZ;C) si el propagador es un electrén o

un positron y en el caso de que el propagador sea un fotén agregar el factor %.

5. Por cada vértice agregar una funcion delta de la forma
(2m)*0 (k1 + ko + k3).
Donde los k£ son cuadrimomentos y en el caso de ser cuadrimomentos de entrada al
vértice entonces seran positivos y negativos en el caso de tratarse de cuadrimomentos
salientes del vértice.

d

. . 4 .
6. Por cada momento interno ¢ se escribe un factor ﬁ e integrar.

7. Elresultado incluird el factor (27)%6*(py + pa + ... — p, que corresponde a la conserva-
cién de la energia y el momentum; elimimando ese factor y multiplicando por ¢ lo que

resulta es el valor de M.

Para acoplar los factores matriciales se recomienda comenzar por una linea de salida
de un electrén y seguir la flecha hacia atrds. Cada linea de fermion produce una matriz
4 x 4, spinor; mientras que cada vértice conlleva a un vector contravariante indexado,
el cual se contrae con el covariente vector indexado por la linea del propagador.

En el caso de tener varios diagramas debe calcularse la amplitud M por cada diagrama

y anexarlas para encontrar la amplitud total.

8. Incluir un signo menos entre los diagramas que difieren unicamente en el intercam-
bio de dos entrantes (o salientes) electrones (o positrones) o de un intercambio de un

electrén entrante con un positron saliente (o viceversa).
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3.5.2. Tecnologia de traza

Con el propdsito de presentar la tecnologia de traza, como un método tradicional para el
calculo del valor esperado del modulo cuadrado de la amplitud se presenta esta seccion donde

a manera de ejemplo consideraremos la dispersion electrén - muén, Figura 3.5.1.

W
P2

L
P4

b1 p3

Figura 3.5.1: Diagrama de dispersion electrén - muén (e~ + p — e~ + p).

Aplicando Reglas de Feynman buscando la amplitud de dispersion del proceso mostrado en

la Figura 3.5.1 obtenemos:

2
g _ _
M= ———_Tu3)v*u(1)][u(4)y,u(2)]; (3.31)
(pl_pg)g[ (3)y"u(1)][a(4)7.u(2)]
tomando m como la masa del electrén y M la masa del muodn.

El cuadrado de la amplitud de la ecuacidn (3.31) es calculado de la siguiente forma:

MP? = ﬁ[mswwm[u<4>w<2>][n<3>v”u<1>]*[a<4mu<2>]*. (3.32)

La ecuacion (3.32), coincide con la expresion genérica requerida para aplicar el Truco de

Casimir (7), esa estructura requerida es de la siguiente forma:

G = [a(a)Tru(B)][a(@)Tau(®)]". (3.33)

Al sumar sobre todos los espines de la expresion en (3.33), desaparecen los espinores y todo
lo que queda es multiplicar matrices y obtener la traza, esto es lo que se conoce como truco

de Casimir y cuya expresion es la siguiente:
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Z [u(a)lyu(b)|[u(a)Tau(b)]” = Tr[l(p, + mbc)fg(pa + mgc)]. (3.34)

todoslosspines

Regresando al proceso e~ + 1 — e~ + p y al cuadrado del médulo de su amplitud de la

ecuacion (3.32), aplicando el truco de Casimir dos veces es posible obtener:

(IMP?) = mTrh”(zﬁﬁmC)v”(ﬁﬁmC)] < Tr [, (p,+ M) (p, + Mc)]. (3.35)

Este proceso reduce los cdlculos a determinar ambas trazas y para eso debemos aplicar teo-

remas del cdlculo de trazas (7) que facilitan el manejo de las gammas asi:

Triy"(p, + me)y” (P, + me)] = Tr(y"p,y"p,) +me[Tr(y'py") + Tr(y*y"py)) + (me)*Tr(vy"),

(3.36)
Tryu(p, + Moy (p, + Me)] = Tr(vupywp,) + Mc[Tr(vup,m) + Tr(vuvp )] + (Me)*Tr(y.0)-
(3.37)
Considerando término a término tenemos:
Tr(y'p, A" p,) = (00)aD03)eTr(7"7*977)
= (p)a(p3)o4(g" 9" — 9" g™ + g"7g™")
= 4[pY'ps — g" (p1 - p3) + p3pil, (3.38)

considerando que T'r(v*v") = 4¢g" y que los productos de cantidades impares de gammas,

son cero, reducimos a

Triy"(p, + me)y” (p, + me)] = Hpl'ps + pspt + g [(me)® — (p1-ps)]},  (3.39)

por tanto el resultado de la otra traza de (3.35) es

Trly(p, + M)y (p, + Me)] = Hp2upay + p3prv + g (Me)* = (p2 - pa)]},  (3.40)

obteniendo el producto de ambas trazas, finalmente encontramos que
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(MP) = 2+ st + ™ 0m? — - o))
X{P2uPav + Pappoy + g,w[(MC)Q — (p2 - pa)l}, (3.41)
es decir:
(IMP) = =2 (p19a) e+ (191) )= ) (M () (-2 M)

(3.42)

El resultado obtenido en la ecuacion (3.42) y el proceso que se ha utilizado para obtenerlo,
se compara en el proximo capitulo con técnicas mds modernas en el caso sin masa, lo cual
viene a ser una contribucién de este trabajo de tesis.

3.6. Métodos perturbativos modernos en la Teoria Cuanti-

ca de Campos

El estudio de las amplitudes sugiere un paradigma que puede expresarse libremente evitan-
do Lagrangianos, con todas sus ambigiiedades de redefiniciones de campo y elecciones de
calibre, y en cambio se centra en como la cinemdtica, simetrias, unitarismo y localidad im-
pactan los observables fisicos (9; 10). Las técnicas modernas de amplitudes nos permiten
encontrar otro enfoque de los métodos perturbativos en la Teoria Cudntica de Campos. Con
una formulacién novedosa que capture la fisica de la matriz S perturbativa completa. Esta
nueva formulacion hace que los calculos de amplitud mucho maés eficientes y conducen a
nuevos paradigmas (9). Por ejemplo, geometrizacion de las amplitudes (31), conexion con la
gravedad, entre otros increibles resultados.

3.6.1. Formalismo de Espinores de Helicidad (caso sin masa)

El Formalismo de Espinores de Helicidad (FEH) es un método eficiente y moderno, utilizado
para calcular amplitudes de dispersion de particulas (9),(12; 10), particularmente se describe
en esta seccion su aplicacion con particulas sin masa por ser fisicamente bien motivado por-
que equivale al caso donde la energia de la colision en el centro de masa es mucho mayor
comparada con la eneria de las particulas.



3.6. METODOS PERTURBATIVOS MODERNOS EN LA TEORIA CUANTICA DE CAMPOS26

Para fermiones sin masa reconocemos con = la helicidad (h = 41/2), que es una proyeccién
del espin a lo largo del momento de la particula (9).

Para identificar los fundamentos del FEH comenzamos recordando la ecuacién de Dirac,

()weinberg
(—id +m)¥ = 0, (3.43)

en el caso cuando m = 0y con espinores de cuatro componentes como funciones de onda en

la ecuacidn de Dirac tenemos

pr=(p) =0, us(p)p = 0. (3.44)

Donde asociamos vy con anti-fermiones salientes y a %, con fermiones salientes y con in-
tercambio simétrico de uy = vy y U4 = u4. Las soluciones independientes de la ecuacion

(3.44) son las siguientes:

(3.45)

u-(p) =v+(p) = (0, {pla),  w(p) =v-(p) = ([p|*0),

La notacién conveniente de |p], |p), [p|, (p| constituyen el niicleo del Formalismo de Espinores
de Helicidad y son simplemente espinores numéricos de 2 componentes que satisfacen la
ecuacion de Weyl (9; 30).

PPl =0,  pulp)’ =0, [pI'p=0, (plpp**=0. (3.46)

Es necesario conocer a detalle la forma en la que FEH utiliza esta notacion, por lo que des-
cribimos a continuacion los principios fundamentales que hemos de considerar y aplicar en

los célculos de amplitudes de dispersion de particulas no masivas.
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3.6.2. Principios fundamentales del Formalismo de Espinores de Heli-
cidad

Para aprovechar las ventajas de trabajar con los métodos de helicidad en el formalismo de
dos componentes, se deben considerar algunos aspectos fundamentales (10) que se presentan
en esta seccion.

Como se mencioné al inicio de esta seccion, para seleccionar las helicidades de manera sim-
ple para particulas de espin %, unicamente las diferenciamos con signo + o signo — lo cual
nos da dos opciones de helicidad por cada particula involucrada en el sistema asi haciendo
uso de la estadistica, podemos notar que al tener un sistema de tres particulas el nimero de
posibilidades es 23 para cuatro pariculas el analisis es de manera similar encontrando que en
total se obtienen 2%, por lo que podemos concluir que dado un sistema de n pariculas pa-
ra determinar la amplitud de dispersion por el método de helicidades debemos analizar 2"

posibilidades de combinacion (9).

Siendo p y k dos cuadrimomentos, y sean ¢ y « los espinores correspondientes, es decir, ¢ es
el espinor de Weyl que representa a una particula no masiva de espin (%) y de cuadrimomento
p, y similar para x y k. La notacién que se toma como base para la aplicacion del FEH en

este trabajo de tesis, es la siguiente:

[pk] = [p|*|k]a = ¢°Ka. (3.47)

Definiendo que [p|* = ¢y |k], = Kq, y la notacion [pk] es abreviacién para la contraccién
de indices espinoriales.) Considerando el producto esponorial y el espinor nulo, se tiene que

[kp] = —[pk] y [pp] = 0. A su vez, se define

(pk) = (plalk)* = dar®, (3.48)

donde se ha definido (p|s = ¢ y |k)¢ = k%, y (pk) como una abreviacién para la contraccién

de indices espinoriales punteados), que implica que (kp) = —(pk) y (pp) = 0. Usando
bo = ¢F, K = K, tenemos
(pk) = gar® = (¢ar”)* = (K¢a)" = [kp]". (3.49)

En el FEH se trabaja con espinores de dos componentes que no anticonmutan (también co-

nocidos como twistores). En el limite ultraenergético los célculos se vuelven muchos mas
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sencillos con FEH que utilizando métodos convencionales de cuatro componentes. Donde el
producto entre dos espinores bra-kets cumple lo siguiente:

(k[ |p] = [k pl, (k| |p) = (kp),

(3.50)
(k] [p) =0, (k| [p] = 0.

Entre las muchas relaciones ttiles de los bra-kets de twistores, se tiene la que los relaciona
directamente con los 4-vectores de las particulas involucradas en el proceso de interés,y es la

siguiente:

(kilpk] = Tr |50~ k)
— %% -p

= (k+p)? (3.51)

donde se considera el hecho de que las particulas tienen masa cero. Es posible escribir cual-

quier 4-vector p “no masivo” en la forma siguiente:

—p = |p) [pl + Ip] {p| (3.52)

A la relacion descrita en la ecuacién 3.51, agregamos la definicién de las variables de Man-
delstam s;;, de la forma siguiente (9):

sij = —(ki +p;)*

(3.53)
= (kipj)[p; kil

Usaremos las Reglas de Feynman, dentro del Formalismo de espinores de helicidad con sus
principales objetos matematicos los twistores, expresando todo lo que el diagrama nos indica
en términos de esos twistores. Los 4-vectores de polarizacion ef y €5, (\; representa la
helicidad) de los fotones entrantes o salientes en términos de twistores se pueden escribir

como:

_ (gl |#]
el (k) = —\/§<q k) ;
e (k) = gl %)

V2[gk]

(3.54)
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Donde ¢ es un momento de referencia arbitrario no masivo.
Es conveniente tener las expresiones para ¢, (k), ya que aparecen al escribir las amplitudes
usando las reglas de Feynman; asi

i

2

¢, (kip) = (1K] {a| + la) [%1) ,

) (3.55)
(k) fal + Ia] (kD)

—~
3

q
2

S

¢ (k;p) =

ey

q

Recordando de las secciones 3.4.1y3.42, T < IM|?y o o M

conocer como calcular el valor esperado del cuadrado del médulo de la amplitud utilizando

2, por lo que es indispensable

el FHE, esto es de la siguiente forma:

(M) =) My, (3.56)
A

donde el factor « se incluye porque se quiere el promedio sobre los espines iniciales y de-
pende de la cantidad de particulas y sus dos posibles orientaciones.

Partiendo de este conjunto de principios fundamentales del FEH, es posible comenzar a im-
plementarlo para el cdlculo de amplitudes de dispersion en casi cualquier proceso de disper-
si6n en el Modelo Estdndar de particulas elementales o bien en fisica més alld del Modelo
Estandar de particulas elementales ; ademads en el resto de esta tesis se muestra la eficiencia
y el poder de calculo del FEH, en comparacion al método tradicional descrito en la seccidon
anterior.

3.6.3. Formalismo de Espinores de Helicidad (caso con masa)

A manera de ilustrar las virtudes del formalismo de helicidad, en esta seccion, introducimos el
Formalismo de Espinores de Helicidad para particulas con masa (32), considerando los casos
donde fisicamente la masa de las particulas no es despreciable comparado con la energia del
centro de masa, como es el caso del quark top (masa del quark top m; = 173,34GeV/c?).
Comenzamos recordando la ecuacion de Dirac mostrada en la seccidn anterior como ecuacion

(3.43), cuyas soluciones exactas, son expresadas de la siguiente forma:
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uy(p) = ﬁlfﬂ + |r), u_(p) = |r] WM’
v_(p) = ——=g] + Ir), vi(p) = Ir] — =),
i e i ra) (3.57)
_(p) = m[al + (7|, uy(p) = [r| + m@\,
U4 (p) = —@[ql + (r|, v_(p) = [r| - @@I;

donde m representa la masa de la particula, p es el cuadrimomento de la particula, |¢), |r),
lq] y |r] son espinores con cuadrimomento 72 = ¢* = 0, sin masa y que cumplen todas las
propiedades descritas en la seccion 3.6.1. La relacién entre ¢, r y p es la siguiente:

m?

2qg-r

p=q-+ r (3.58)
Este conjunto de soluciones se describen en esta seccion y serdn de extrema importancia para

su implementacion en el poximo capitulo.

3.7. Calculo de procesos

En esta seccion retomamos el proceso de dispersion electron-muén (e~ + 4 — e~ + p) y el
calculo de su amplitud de dispersion, implementando el Formalismo de Espinores de Helici-
dad (caso sin masa). El resultado obtenido en esta seccién, lo comparamos con el presentado
en la seccion 3.5.2 utilizando Tecnologia de traza.

Ademads en esta seccion se presenta otro ejemplo de la implementacion del FEH, en el cdlculo
de la amplitud de dispersion del proceso electron-electréon (e~ +e~ — e~ + e~ ), con el obje-
tivo de familiarizar al lector con los principios o reglas utilizados en este método perturbativo

moderno como es el FEH.

3.7.1. Dispersion Electréon - Muén (e~ +pu — e~ + )

Considando el diagrama mostrado en la figura 3.5.1, por conservacion de momento sabemos
que p; + p2 = p3 + p4, aplicando las reglas de Feynman encontramos que la amplitud de
dispersion es la siguiente:
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Miasrsn = m<3>m1<1>Mz‘ge12z[‘;%“”nux4 (4)7 ur, (2)]

= —Z—;[ﬂ)\g (3)'7””)\1(1)][%/\4 (4)/711“)\2(2)] (3.59)

Escribiendo v y % en términos de variables espinoriales (como se muestra en la ecuacién

3.45) y tomando las diferentes combinaciones de helicidad, se obtiene lo siguiente:

(37" us (1) = B[ [1), (3.60)
Uy (3)7"u—(1) = [3[7*[1] = 0, (3.61)
U (3)7"us (1) = (34" [1) =0, (3.62)
u-(3)y"u—(1) = (37" [1]. (3.63)

De igual forma tenemos las siguientes expresiones:

Uy (4)youys (2) = [4]7012), (3.64)
Uy (4)70u—(2) = [4] 7 2] = 0, (3.65)
U-(4)70u+(2) = (4w |2) =0, (3.66)
u-(4)yu—(2) = (4| 2] (3.67)

Existen 16 combinaciones de helicidad en la amplitud 3.59, si tomamos por ejemplo la ampli-
tud M., __,y considerando la implementacion de los principios del FEH en las ecuaciones
3.62 y 3.66 tenemos lo siguiente:

My = [3| 0 |1] <4|% ‘2>

= 0. (3.68)

De igual forma tenemos que las otras combinaciones nulasson: M, M .. M _,, |

Mo M My My My M M M

Las tnicas combinaciones de helicidad no nulas para la amplitud de la ecuacién 3.59 son las

siguientes:



3.7. CALCULO DE PROCESOS 32

Mopppy Moo My Moy

Del diagrama de Feynman mostrado en la figura 3.5.1, podemos deducir que ¢ = p; — p3 y
sustituyendo en la ecuacion 3.59, las variables espinoriales de las ecuaciones 3.60 y 3.64 se
obtiene:

=g y _ 2

de acuerdo a la ecuacion 3.51, tomamos (p; — p3)? = (13)[31]. De manera andloga es posible

expresar las tres restantes amplitudes de dispersion de la siguiente forma:

—2g?

Mo = s (34012 (3.70)
My = <1_3§§1]<14>[32], (3.71)
M_ = <1_3§f’;1] (32)[14]. (3.72)

Es necesario calcular el cuadrado de cada una de las anteriores amplitudes de dispersion y
aplicar lo descrito en la ecuacion 3.56, para poder comparar con el resultado obtendido en la

seccion 3.5.2. Por lo que a continuacién se detallan dichos célculos.

Mot 2= (M) (Mo )"
B 42<12>[34]2<34)[12]
~ Ty B1] (13)331]

45195
4 12934
= g . (3.73)
(s13)?
No es necesario realizar un cdlculo para obtener [M____ *yaque |[M____|> = M, |*.
My P = My )My )
_42(14)[32] 2(23) [41]
e 13y[31] (13)[31]
1151052 (3.74)

=9, )
(513)?
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tomando |[M_, |*> = |M_, _,|* entonces tenemos:

S

(IMP) =2 (2AM P+ 2M )

_ _3 (8812834 n 8814823>
(513)? (513)?

(3.75)

Como s12 = —2p1-p2, S14 = —2p1-Da, Soz = —2p2-D3, Sz = —2p3-pay S13 = (p1—p3)%
por lo tanto:

8—93)4 [(p1 - p2) (s - pa) + (p1 - pa) (P2 - p3)] - (3.76)

(IM[7) = o

Debemos recordar que hemos aplicado el FEH en este caso tomando particulas sin masa, por
lo que al comparar el resultado obtenido en la ecuacién 3.76, con el obtenido en la ecuacién
3.42, eliminamos los términos dependientes de la masa de las particulas y podremos notar la

igualdad de ambos resultados.

3.7.2. Dispersion Electron - Electron (e~ +e~ — e +e7 )

Al inicio de esta seccion indicamos que pretendemos mostrar la aplicacion del FEH en otro
proceso de dispersion ya conocido dentro de la literatura de Fisica de Particulas, por lo que
consideraremos el procesos de dispersion Electron-Electron (e~ + e~ — e~ + e) cuyo

diagrama se muestra en la figura 3.7.1.

& (&

p1 Ps3

Figura 3.7.1: Diagraméa)de dispersion electrén - electrofbe ™ + e~ — e~ +¢e7).

A continuacién se muestra el célculo de la amplitud de dispersioén de dicho proceso, imple-
mentando el FEH. Partimos de la aplicacién de las reglas de Feynman a ambos diagramas

(figura 3.7.1), obteneniendo la amplitud de dispersiéon M, de la forma siguiente:
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M/\1>\2)\3)\4 = _% [ﬂ)\s (3)7#@0\1 (1)] [ﬂ)\4 (4)71)“)\2 (2)]

2

ol (47, ()] g (8) 703, (2)] 377

El primer término de la ecuacién 3.77, es idéntico a la ecuacion (3.59) por lo que conservamos
la combinacién de helicidades descritas en la dispersion Electron - Muén, utilizaremos el

indice a para indicar que corresponden al primer término de la amplitud; y son las siguientes:

Mo = <1_?j§1]<12>[34], (3.78)
M = <1_3§[g§1] (34)[12], (3.79)
ML = <1‘3§§1]<14>[32], (3.80)
M, = %[951]62)[14]. (3.81)

Las combinaciones no nulas para las amplitudes de helicidad del segundo término, utilizamos
indice b para diferenciarlas y relacionarlas a dicho término de la amplitud de la ecuacién 3.77
y son:

b b b b
Mo oM M M

Al reemplazar en términos de variables espinoriales se obtiene:

M= o L2143) (3.82)
M= %(3@[12], (3.83)
M = <1z§;[§41] (42)[13], (3.84)
M = <1j>g[24 1]<13) [42]. (3.85)

Dado que tenemos combinaciones de helicidades iguales para ambos diagramas (3.7.1), eso
. . . a b

se interpreta como una interferencia, como en el caso de M9, |  yM? ., sumando ambas,

expresamos una sola amplitud M, , de la siguiente forma:
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292

(13)[31]

29;
(14)41)
= —2g2(13)[31)(12)[34] <i * ig)

514513

Moy == (12)[34] + (12)[43]

= —2¢2(13)[31](12)[34] ( (3.86)

De igual manera reconocemos la interferencia entre las amplitudes M ___, M®___ y apli-

cando el mismo proceso que en la ecuacién 3.86, obtenemos una sola amplitud M____,
asf:

Mo = —2g2(14)[41)(34)[12] (M) (3.87)
514513
Al no haber intereferencia entre las amplitudes de helicidad de las ecuaciones 3.80, 3.81, 3.84

y 3.85, eliminamos los indices a y b y las nombramos respectivamente de ahora en adelante

como: M+_+_, M_+_+, M_++_, M+__+.

Al calcular el cuadrado del médulo de cada amplitud de helicidad, que se ha obtenido para es-
My P=IMog (Mg P =
|M, __, |2 Escribiendo esos médulos cuadrados en términos de las variables de Mandelstam

te proceso de dispersion, notamos que: M |* = [M____|?

de la ecuacion 3.53 y sustituyendo en la ecuacion 3.56, se obtiene que el valor esperado del

moédulo cuadrado de la amplitud de dispersion es el siguiente:

(IMP) = = IM i P 2AMy P H2M oy )
4 834812(813 + 314)2 5923514 524513

Ge 5 3 + 5 + 5

514513 513 S14

2 3 3
_ 294 <534S12(313 + 514)% + S2357, + 824813)

NG

(3.88)

2 2
‘ 514513
Por conservacién de momento sabemos que p; - pa = ps - P4, P1°P3 = D2 - D4, P1 - P4 = P2 - P3
y de la ecuacion 3.53 sabemos que s;; = p; - p;, podemos sustituir en la ecuacion (3.88) para
finalmente obtener:

292

M5 = (p1 - p3)*(P1 - pa

g [(p1-p2)* + (p1-pa)* + (p1 - p3)"] - (3.89)
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Finalmente con la ecuacion 3.89 llegamos al resultado buscado del valor esperado del médulo
cuadrado de la amplitud de dispersion del proceso e~ + e~ — e~ + e~ ; dicho resultado es el
conocido en la literatura, calculado con Tecnologia de traza (7). Ademas se ha ampliado los

ejemplos de la implementacion y a la vez la eficiencia del FEH en el caso sin masa.

En el siguiente capitulo, se presenta los aportes principales de esta tesis, los cuales son los

siguientes:

= Célculo de XX — ffh utilizando el Teorema de Bajas Energias, partiende de un
diagrama XX — ff.

» Célculo directo de XX — ffh utilizando el formalismo de helicidad. Las reglas de

Feynman son tomadas de la referencia (11).
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Capitulo 4

Produccion de particulas del Modelo
Estandar a partir de aniquilacion de

materia oscura

En este capitulo, se calcula la amplitud de dispersion de la aniquilacién de materia oscura
fermidnica a fermién - antifermién. Se aplica el Teorema de Bajas Energias y ademés se
analiza la aniquilacién de materia oscura produciendo tres cuerpos en el estado final, es decir
XX — ffh.Nuestros resultados son originales, en el sentido que son calculados por primera
vez con un método perturbativo moderno. Al final del capitulo mostramos como coinciden

con resultados previos utilizando técnicas tradicionales.

4.1. Teorema de bajas energias

Consideremos el proceso de aniquilacion de dos particulas de materia oscura en el estado
inicial que producen un par de fermion - antifermién (XX — ff), como se muestra en la
Figura 4.1.1.
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Figura 4.1.1: Diagrama de dispersién XX — ff.

De acuerdo al diagrama de la figura 4.1.1, por conservacion de los cuadrimomento tenemos

las siguientes ecuaciones:

ki + ke = q, 4.1)
q = p3 + P4,
y por tanto :
ki + ko = p3 + pa. 4.2)

Ademas, es posible establecer la amplitud de dispersion del proceso, aplicando las siguientes

reglas de Feynman (11)

Vii= Ay
B
9 _— — - ‘/2 = )\hv.
h
B
Vi = Ay’

AN Pty

7.
Tomando los vértices V; y V3 y el propagador P, expresamos la amplitud de dispersion del

proceso X X — ff (Figura: 4.1.1) de la siguiente forma:
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Figura 4.1.2: Reglas de Feynman para el proceso XX — ff

M(XX = £) = Aoty b)) = oo o)), (4)
B

donde A, y A son las respectivas constantes de acoplamiento de los vértices. Tomando una

de las equivalencias para ¢ de la equacion 4.1 y sustituyendo en la ecuacion 4.3 tenemos:

M(XX = £F) = iAoy [U(kQ)W(Vl?fij)[g(fﬁ;ﬂ%(pg)]' 44)

El Teorema de baja energia (LET, por sus siglas en inglés), relaciona las amplitudes de dos
procesos de dispersion cuya diferencia es que en uno de ellos se incluye o identifica en el
estado final un Bosén de Higgs (Campo constante ¢”) con cuadrimomento tendiendo a cero
(33). El efecto de un campo constante (¢°) es equivalente a redefinir todos los pardmetros de

masa, permitiendo establecer el Teorema de Baja Energia (33) de la siguiente forma:

p¢—)0

1 0 9, Y 0

N|=

Donde v = (V2GF)

fermiones y sobre todos los bosones del proceso.

= 2my /g ~ 246GeV y las sumatorias se realizan sobre todos los

Particularmente para el proceso de dispersion presentando en esta seccion, diagramaticamen-

te la aplicacion del LET se representa de la siguiente forma:

X f X 7 f
1 (o) 1é) ,
1 0 _0 -1
v (Zf mpy omy + ZV my 8mv) >X/\/\/§A/f< qulgo 5% B

Figura 4.1.3: Diagrama aplicacién de LET : M (XX — ff) M (XX — ff+ h)

~

Aplicando LET a la amplitud de dispersion de la ecuacion 4.4, obtenemos el resultado si-
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guiente:

Ak Pl et o) 2 | 50 (G )| =

1

.46
(k4 kap —my O

WY <2sz) [0(k2)" 7 u(k)][@(pa) Y7 v (ps)]

v

considerando la ecuacion 4.2 podemos reescribir la ecuacion 4.6 de la siguiente forma:

[0(k2)y"y*u(k)][u(pa) 7 v (ps)]
(k1 + k2)? — mg][((ps + pa)® — m)]

iIAe At (AnVew ) =M (XX = ffh), 4.7

2m?2
donde A\, = —5%.

En el proceso XX — ffh, dos particulas de materia oscura se aniquilan produciendo dos
particulas fermidnicas del Modelo Estandar (fermion / anti-fermion) y emitiendo ademads en
el proceso un boson de Higgs. La particula mediadora en este proceso es B, un boson de
spin-1.

El Lagrangiano que describe este acoplamiento (11) es:

AX . AR
L= 7X7“75XBN + Apfy,(sin @ + cos 07°) f B, + ZHQBNB}M (4.8)

En las siguientes secciones tomaremos este escenario ya que estd mucho menos limitado para
las buisquedas del LHC, también arroja predicciones para los espectros de rayos cdsmicos que

surgen de la aniquilacion de materia oscura que pueden utilizarse en busquedas indirectas

(11).

4.2. Amplitud de Dispersiéon XX — ffh (Caso sin masa)

En esta seccién centramos la atencién en el proceso de dispersion XX — ffh, calcula-
mos sus amplitudes de helicidad aplicando los principios del Formalismos de Espinores de
Helicidad en el caso sin masa; para representar dicho proceso de dispersion utilizaremos el

siguiente diagrama.
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Figura 4.2.1: Diagrama de dispersién XX — f fh.

En la seccién 4.1 a partir de las Reglas de Feynman y la aplicacion de LET, se calcul6 la
amplitud de dispersiéon M (X X = ff h) y es la siguiente:

_ _ @k2“5uk174,¢503
MR o 170) = 3w o T e P o
Recordemos que
5 -1 0
= [ o ] , (4.10)
ademas
(oY, (O
U—(p)—< 0 ) U+(p)—<|p>>,
v_(p) = ( “2) ) ; vi(p) = ( 'g] ) .11
Por lo tanto
Yui(p) = Ip); Yu_(p) = —|pl;
Vv (p) = —Ip); 7u-(p) = |p)- (4.12)

Haciendo las combinaciones de helicidades de los factores del numerador de la amplitud de
la ecuacién 4.9, obtenemos los siguientes resultados:

T4 (2)7"7 us (1) = (2[7"]1) =0,

T (2)7"7 u-(1) = —(2]y"[1], @13)
T (2)7"7°us (1) = [21y*[1),

T (2)7"7 u-(1) = —[2]7"[1] = 0



4.2 AMPLITUD DE DISPERSION X X — ffh (CASO SIN MASA) 42

ademas,
Uy (4)7"7 04 (3) = —[4]4"]3] = 0,
Ty ()" v_(3) = [4]y"]3), @.14)
T_(4)7"7 04 (3) = —(4]9"13],
U (4)7"7°v-(3) = (4*(3) = 0.

Ao g (IApvew)
[(k1+k2)?—m][((ps+pa)?—m3)]
la ecuacion 4.9. Considerando todas las posibles combinaciones de helicidad en la amplitud

Para lo que sigue conviene hacer la siguiente sustitucion: 5 =

cn

de la ecuacion 4.9 y el dlgebra de los espinores de 4.13 - 4.14 nos damos cuenta que las tinicas
combinaciones de helicidad no nulas (de un total de 16) son las siguientes:

M- =25(24)[13], (4.15)
M_ ., = —253(23)[14], (4.16)
M, = 25[24](13), (4.17)
M, = —2B[23](14). (4.18)

De acuerdo a la ecuacion 3.56, es necesario conocer el promedio del médulo cuadrado de las
amplitudes del proceso XX — f fh, por lo que debemos calcular los médulos cuadrados de
cada amplitud de helicidad de 4.15 - 4.18. Calculando los cuadrados de esas amplitudes de
helicidad encontramos:

My |? = 45%(24)[42)(31)[13], (4.19)
My |? = 45%(23)[32)(41)[14]. (4.20)

Considerando (ij)[ji] = si;; = —(pi +p;)?y que My [ = [M_ o Py M |* =
M P

Por lo tanto

1
(IMJ?) = Z(QlM—+—+|2 +2AM_ ),
= 252(823514 + S24513), (4.21)
= 26%[(—2ks - ps)(—2ky - ps) + (—2k» - pa)(—2k1 - p3)].
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Finalmente se obtiene

(k2 - p3) (k1 - pa) + (ko - pa) (k1 - p3)

(IMPE) =8 ks (M) (= e, st o

(4.22)

Este resultado viene de la aplicacion de LET, en la siguiente seccion consideramos todos los

acoplamientos desde el inicio.

4.3. Amplitud de dispersion proceso XX — ffh

4.3.1. Escenario de materia oscura con masa y fermiones sin masa

En esta secccidn se describe el proceso del cdlculo del cuadrado de la amplitud de dispersion
del proceso XX — f fh, considerando en el estado inicial dos particulas de materia oscura
(DM) con masa m, y en el estado final dos fermiones sin masa, ademas del bosén de Higgs.
Para aplicar el Formalismo de Espinores de Helicidad, al igual que en la seccion anterior

partimos de la amplitud de dispersion ya conocida

_ _ @k2“5uk1ﬂ4;45v3
MOXE = 170) = dotvam) i SRR

Conservamos de la seccion anterior en el estado final los fermiones sin masa, por lo que

tenemos:

Uy (4)7"7 04 (3) = —[4]4"]3] = 0,

Uy (4)7" v (3) = [4[y"]3), (4.24)
T_(4)7"7 v, (3) = —(4]4"(3],

u_(4)7" v_(3) = (4]7"[3) = 0.

De donde podemos diferenciar algunas combinaciones de helicidades que serdn nulas.

Considerando que tenemos en el estado inicial particulas con masa, tomamos:

uAngﬁd+m7 u(p) = ] + —
m - (4.25)
v.(p) = —@[CH + (7|, v_(p) = [r| — @<q|-
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Es conveniente como en la seccion anterior, realizar la siguiente sustitucion:

Az A f (IR Vew)
[(F1 + k2)? = mB][((ps + pa)* — mB)]’

de las amplitudes de helicidad resultantes de las combinaciones de helicidad (A A2 A3)\4) las

(4.26)

8=

que son no nulas son las siguientes:

Mors = —2m,f ([Q24] (ri3) i <7’23>[Q14]) 4.27)
[qar2] [r1q1]
Mess = 2m,0 ([q23] (ri4) | (rs4) [ql3]) 4.28)
[qara) [r1q1]
m3[q24](q13)
My =-28 (m + <7’23>[7’14]) ) (4.29)
My, =28 ( :[e3)a4) (r24)] r13) (4.30)
[g2r2](r1q1)
M_yi =28 <[7’24] (r13) + (@304 ) (4.31)
(qara)[r1q1]
_ mi{a24)[q13]
M,JF,JF = —25 ([7"23]<7"14> + m) s (432)
M\ = 2m,3 ([7“24] (@13) | (©23) [7“14]) (4.33)
[r1q1] [qara]
M\ = —2m,B ([7“23]@14) N (q24) [7“13]> | 434)
[r1q1] [g272]
Fijaremos los cuadrivectores de referencia ¢; y ¢, como sigue:
41 = P4, (4.35)
42 = P3,

esta fijacion de ¢; y g2 nos ayudardn a simplificar los calculos de los médulos cuadrados de
las amplitudes de helicidad de las ecuaciones 4.27 - 4.34, como se muestran en la tabla 4.3.1.
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A1 A2 Az Ay M>\1>\2>\3>\4 |M)\1)\2)\3)\4|2

+ 4+ +- —2mx62 3”[‘3:213> 2 2 sr;;sf
++—+ m, g e
+—+— _#?37“2] (mZs34 — Srp35r,4) Sff;g (m2s34 — 5723&14)2
+ -+ 2(r24)[r13] 4B Srya5r,3

Tabla 4.3.1: Combinaciones no nulas de Amplitudes de Helicidad del proceso X X — ffh,
(fermiones sin masa) y sus respectivos cuadrados.

Por las propiedades del FEH podemos ademds reconocer lo siguiente:
|M+++,\2 = ’M777+|2; ]/\/l++,+|2 = ‘M77+7|2,
|M+7+7‘2 = ’M*+*+|27 ’M+77+‘2 = \./\/l,++,]2, (4.36)

lo que nos permite escribir el valor esperado del cuadrado de la amplitud de dispersion de
forma simplificada, esto es como sigue:

1
(IMJ?) = 1 2IM s P+ 2AM g P2 M P+ 2AM )
4.37)
232 2
p 68 |:37“24$r133r143r23 + M2 S7,45345r,3 + M2 Sr38345m4 + (mi334 - Sr23$r14) ]
r14°1r93

Recordando s;; = —(p; + p;)? = —2p; - p; y por conservacion de energfa-momento

k1 + ko = p3 + ps + s, (4.38)

ademas
p3=p; =0, (4.39)
pi = M;, (4.40)

donde M}, es la correspondiente masa del Boson de Higgs.

En el sistema de referencia del centro de masa estatico tenemos lo siguiente:

Ex = Ex =m,. (4.41)
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Por tanto, podemos expresar cada una de las s;; de la ecuacién 4.37 de la siguiente forma:

S4ry = 2Efma:>
Simy = — 2 (4B Ef + M? — 4m,E) + 4m, ) ,
28,

S3q = Ml% — 4meh -+ 4m926, (4 42)
S3r; = &347"

1 Ef 29

Ly

S3ry = 5 Sdry-

2 Ef‘ 1

Sustituyendo las expresiones de la ecuaciones de 4.42, en el valor esperado del cuadrado de

la amplitud de la ecuacion 4.37, obtenemos lo siguiente:

4m? [—4EfEf + M? + 4m, (—E), + mx)}

MB) = = XA (iAn Ve )] (4.43)
M = A e 48— may " (i, — )
donde
EX+E’X:Ef—{—Ef+Eh, (4.44)
2m, = Ef + Ef + E}, (4.45)
2=x1+ 22+ 7). (4.46)
E E; E; . )2 m )2 o
Conx; = m—i, Ty = m—];,l'g = m—’;, si tomamos 7}, = <m—Z) yrg = (m—f> podemos escribir
la ecuacion (4.43) como:
—4(-1
M) = —ADA (AT = AL E 2122 & @) (4.47)
f

mi(rg —4)2(4 —rp +ry — 4xp)?

T

Con el proposito de comparar nuestro resultado con el mostrado en (11) de la amplitud de
dispersién en el proceso de aniquilacién de materia oscura a materia fermiénica (XX —

f fh), tomaremos una nueva amplitud que llamaremos A y calculamos de la siguiente forma

(M)

12873

A f (1A Vew)]? rp—4(=1+ z29 + 1)
32m3mt  mi(rg —4)2(4 —rp +rp — 4ap)?

A:

(4.48)
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El resultado de la ecuacidén 4.48 coincide de manera exacta con el encontrado en la referencia
(11) donde implementaron el método tradicional a la Feynman; en este trabajo de tesis al
aplicar el Formalismo de Espinores de Helicidad, hemos ratificado el valor esperado para la
amplitud del proceso. Esperando el mismo pueda ser de utilidad en la profundizacion de los
estudios de materia oscura.
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Capitulo 5
Conclusiones

1. Se ha implementado el Formalismo de Espinores de Helicidad, que es una herramienta
moderna en la Teoria Cuantica de Campos, para calcular observables que pueden ayu-
dar a predecir hipotéticas particulas fermionicas que posiblemente describan materia

oscura.

2. Nuestros resultados muestran que a pesar de trabajar Fisica de Particulas con interac-
ciones muy complicadas, el Formalismo de Espinores de Helicidad permite hacer los
calculos de observables fisicos (medibles experimentalmente) de forma simple y efi-
ciente, teniendo control sobre las diferentes amplitudes de helicidad que nos llevan a
resultados que coinciden con cdlculos en la literatura realizados previamente con técni-

cas de Feynman y andlisis numérico.

3. En el cdlculo de XX — ffh se encontré dieciseis amplitudes de helicidad, sin em-
bargo al aplicar las propiedades de los productos espinoriales, los cédlculos se reducen
considerablemente al eliminar aquellas que son nulas (12 combinaciones de helicida-

des) y las cuatro no nulas resultan ser simples.

4. Hemos demostrado, que si consideramos diagramas de Feynman con cuatro particulas,
aplicando el Teorema de Baja Energia, a partir de dicho diagrama obtenemos de forma
eficiente y novedosa la amplitud de un diagrama de Feynman que incluye ademds de las
cuatro particulas un bosén de Higgs, coincidiendo dicho resultado con nuestro propio

célculo completo y ademads con los de la literatura.

5. Nuestro resultado es vélido a muy altas energias (caso sin masa), sin embargo, para
tener mejor precision y promover el interés para posteriores estudios experimentales

en la Fisica de Particulas Elementales, tambien hemos agregado el caso que incluye la
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masa de las particulas candidatas a materia oscura fermidnica.

6. Como opcién interesante a posteriores estudios, planteamos el reproducir nuestros
célculos utilizando interacciones a partir de simetrias internas del grupo de Lorentz,
sin considerar Lagrangianos ni Hamiltonianos de interaccion y estudiar las simetrias y
lo que eso implica conforme a los nuevos resultados que se han obtenido en los tltimos
afos.
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